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Resumo

Neste trabalho, estudamos as teorias de Supergravidade e suas principais caracteristicas
em varias dimensoes. Detalhamos como a Supersimetria esta intrinsecamente conectada
a0 espaco-tempo e como a Supergravidade pode ser construida. Além disso, também abor-
damos métodos de reducao dimensional em diversos modelos supersimétricos, os quais sao
fundamentais nas Teorias de Supercordas, para descreve-las num espaco-tempo de 4 di-
mensoes. Por fim, em conexao com as Teorias Topoldgicas, as quais também vém sendo
utilizadas no estudo da gravitagdo quantica, verificamos o carater topolégico da Super-

gravidade em trés dimensoes, o que pode facilitar seu estudo em dimensoes mais baixas.

Palavras-chave: Supersimetria, Supergravidade, Teorias Topolégicas, Reducao Di-

mensional



Abstract

In the present work, we investigate Supergravity theories and their main features in
several dimensions. We demonstrate how Supersymmetry is intrinsically connected to
the space-time and how a Supergravity theory can be constructed. Furthermore, we also
discuss dimensional reduction approaches, which play a crucial role in the Superstring
Theory to describe them in 4-dimensional space-time, in diverse supersymmetric models.
Finally, in connection with the topological theories, which have been used in quantum
gravity research, we verify the topological characteristic of the 3-dimensional Supergravity

theory, which can enhance its research in lower dimensions.

Keywords: Supersymmetry, Supergravity, Topological Theories, Dimensional Reduc-

tion.



Apresentacao e Contextualizacao

A interacao gravitacional é a tunica das quatro forcas fundamentais que nao possui
uma descricao quantica satisfatoria em quatro dimensoes espago-temporais. Entre 1927
e 1973, as outras trés interagoes fundamentais (eletromagnética, nuclear fraca e nuclear
forte) foram quantizadas com éxito, tendo produzido modelos teéricos altamente precisos e
eficazes para calculos de processos fisicos, constituindo o corpo tedrico a que nos referimos
como Modelo-Padrao da Fisica de Particulas. Isso foi possivel devido a técnica de renor-
malizacao dessas teorias, a qual é capaz de remover de forma sistematica e consistente os
diversos infinitos ultravioleta inerentes ao chamado método de segunda quantizacao. No
entanto, a interacao gravitacional nao pode ser quantizada seguindo esta mesma técnica,
uma vez que a Relatividade Geral na formulagao einsteiniana, e em multiplas formas esten-
didas, é uma teoria nao-renormalizavel. Em outras palavras, nao podemos ainda fornecer
uma descricao quantica da Relatividade Geral em quatro dimensoes espago-temporais; as-
sim, faz-se necessaria a introdugao de novas ideias, talvez mesmo um novo paradigma na
Fisica de Interagoes Fundamentais, de modo a unificar a gravitacao com o Modelo-Padrao,
isto é, inclui-los em uma mesma teoria.

Em meados da década de 70, surgiu uma possibilidade tedrica para abordar esse pro-
blema. Chamada de Supergravidade, esta teoria incorporava a Relatividade Geral um
novo principio de simetria que ja vinha sendo estudado na literatura desde 1972: a Super-
simetria [1] [2]. A partir de sua formulagdo quadridimensional, a Supergravidade pode
ser estudada em dimensdes superiores, sendo onze a dimensao méxima [3], uma vez que
tal cenario de onze dimensodes abria a possibilidade de promover uma descri¢ao unificada
- em quatro dimensoes - entre as diversas interagoes do Modelo-Padrao e a interacao gra-
vitacional; para esta descricao unificada, uma prescricao de reducao dimensional tem que
ser adotada. Nesse contexto, no inicio dos anos 1980, a Supergravidade estava em méxima

evidéncia, pois se acreditava que ela seria capaz de resolver os dois maiores problemas em



aberto da fisica de particulas: a renormalizacao de uma teoria de gravitacao e a unificacao
das quatro interacoes fundamentais.

Posteriormente, verificou-se que, embora a Supergravidade amenizasse as divergéncias
ultravioleta no processo de quantizacao da gravidade, nao foi capaz de produzir uma teo-
ria quantica renormalizavel ou completamente finita no regime das altas energias. Assim,
nesse periodo, as atencoes deste topico voltaram-se ao estudo das Teorias de Supercordas
que, entre outros aspectos fundamentais, proporciona uma descricao quantica consistente
da gravidade em dez dimensoes espaco-temporais e tém a Supergravidade como seu li-
mite em baixas energias. Portanto, desde o final dos anos 1980 até o presente momento,
a importancia da Supergravidade reside no fato de que ela ¢é utilizada para uma compre-
ensao inicial dos aspectos das Supercordas. A Supergravidade estd para as Supercordas
da mesma forma que a Mecanica Quantica esta para as Teorias Quanticas de Campos,
pois a SUGRA funciona como a primeira quantizacao de uma teoria quantica para as
supercordas. Além disso, a Supergravidade é também importante no estudo dos mecanis-
mos de quebra do Modelo-Padrao Minimamente Supersimétrico (MSSM, em inglés), cujas
previsoes de novas particulas (chamadas de parceiros supersimétricos), novas interagoes e
novos efeitos em canais de decaimentos sao o objeto de busca sobretudo nas colaboragoes
ATLAS, CMS e LHCb do LHC. A deteccao dos superparceiros é objeto de investigacao
no experimento Ba-Bar realizado no SLAC, em que se busca sua verificacao através de
modos de decaimento dos mésons-b.

Nesse sentido, este Projeto de Mestrado tem como objetivo rever as bases das teorias
de Supergravidade e suas principais caracteristicas em diferentes dimensoes. O principal
enfoque desta Dissertacao é proporcionar ao Mestrando o aprendizado e o treinamento
necessarios de modo a obter a conceituacao e as ferramentas tedricas para torna-lo apto
a realizar pesquisas em Gravitacao Quantica no seu Doutorado. Além disso, a presente
Dissertacao visa também mostrar um aspecto da Supersimetria que nao esta presente nos
livros-texto da area: a sua presenca intrinseca a estrutura de cones-de-luz, ou seja, a es-
trutura de causalidade dos espagos-tempo. O esforco aqui é mostrar que a Supersimetria
nao reside necessariamente na existéncia dos chamados parceiros supersimétricos, mas
sim que a mesma € inerente ao grupo de transformacoes conformes, grupo este que deixa
invariante os cones-de-luz dos espagos-tempo. Os parceiros supersimétricos e a escala de

energia na faixa dos TeV onde se pensa detectd-los no LHC sao um resultado de uma



engenharia de quebra da Supersimetria. A simetria férmion-bdson surge naturalmente
como uma simetria nas altas energias. Traze-la para as escalas de nossos aceleradores de
particulas é uma escolha que se pode fazer, porém, nao é a esséncia da Supersimetria; é,
sim, um artefato ao qual se recorre para apresentar um mecanismo de quebra da Supersi-
metria e, desta forma, trazeé-la para mais préximo de nossas possibilidades experimentais.
Este pode ser considerado o esfor¢co maior desta Dissertacgao.

Para a constituicao deste trabalho, foram mobilizados os seguintes tépicos de estudo,
nos quais pude me aprofundar tendo em mente a meta de um Projeto de Doutorado na

area da Gravidade Quantica:
1. Relatividade Geral
2. Modelos de Chern-Simons
3. Supersimetria e Supergravidade em diferentes dimensoes
4. Processos de Redugao Dimensional
5. Modelo supersimétrico de Yang-Mills

6. Aspectos do campo de Rarita-Schwinger.
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Introducao

A Supergravidade (SUGRA) é uma teoria de gravitacao supersimétrica que engloba
pilares fundamentais do desenvolvimento da Fisica Tedrica, em particular, do desenvol-
vimento do Modelo-Padrao da Fisica de Particulas, que s@o as simetrias de gauge. A
SUGRA contém um campo de gauge fermionico, oriundo de sua invariancia sob supersi-
metria local, chamado de gravitino, cujo spin é 3/2. Além disso, envolve outro campo de
gauge, o graviton, de spin-2, proveniente da sua simetria local sob transformacoes gerais
de coordenadas, que acomoda os graus de libedade do campo gravitacional.

A SUGRA desenvolveu-se no final da década de 1970 e, originalmente, foi vista como
uma candidata a uma teoria para descrever a gravitagao quantica e promover uma uni-
ficac@o de interacoes fundamentais. Apesar de melhorar o carater quantico de uma teoria
de gravidade, verificou-se que a SUGRA nao seria renormalizavel em todas as ordens e,
assim, ela nao pode ser a teoria final da gravitagdo quantica. Em um cenéario de uma
fisica mais fundamental, a SUGRA emerge como teorias-limite das Supercordas nas quais
os campos descrevem particulas como sendo puntiformes, ao invés de objetos estendidos.
Portanto, como ha um consenso de que a SUGRA é uma teoria efetiva proveniente de um
modelo mais fundamental, o critério da renormalizabilidade deixa de ser essencial.

Como as Teorias de Cordas sdo consistentes num espago-tempo de 10 dimensoes (e a
Teoria-M, que é uma unificacao de diferentes Teorias de Cordas, vive em 11 dimensoes),
seu tratamento matematico torna-se bastante complexo, assim como a da Supergravidade
maximamente estendida das 11 dimensoes. Nestas situagoes, ¢ comum recorrer a modelos
mais simples e de dimensoes inferiores para estuda-los e adquirir novas visoes a respeito
dos modelos originais. Por exemplo, a Relatividade Geral em trés dimensoes foi utilizada
como um laboratério tedrico para maior compreensao do que seria a versao quantica do
modelo quadridimensional [4][5], uma vez que essa versao inferior é uma teoria topoldgica.

As denominadas Teorias de Campos Topoldgicas sao caracterizadas, do ponto de vista
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quantico, por campos quanticos cujas fungoes de correlacao sao independentes da métrica
e, do ponto de vista classico, por acoes que também nao dependem da métrica do espaco-
tempo onde sao definidas. Efetivamente, dependem das caracteristicas globais da varie-
dade espago-temporal em que sao definidas e nao exigem a nocao de distancia entre pontos.
Fisicamente, isto significa que as grandezas observaveis devem ser estaveis mediante de-
formacgoes continuas da forma geométrica do espaco-tempo, sendo, portanto, preservadas
as propriedades fisicas associadas as fronteiras do sistema.

Introduzidas por Edward Witten em 1988 [6][7][8], as Teorias de Campos Topoldgicas
possuem diversas aplicagoes em areas de estudo da Fisica e na Matematica. Do ponto de
vista da Relatividade Geral, por exemplo, as Teorias Topoldgicas sao bastante interessan-
tes, pois elas possuem invariancia por difeomorfismos, assim como a mesma quantidade
de simetrias locais e de campos, o que simplifica o seu tratamento matematico. O proprio
Witten mostrou que, em trés dimensoes, a Relatividade Geral é uma teoria topoldgica
[9]. A generalizagao dos resultados do Witten para todas as dimensoes impares pode ser
encontrada na referéncia [10], assim como uma discussao a respeito dos casos envolvendo
dimensoes pares e a propagacao do graviton no contexto das Teorias Topoldgicas.

A partir disso, trabalhos relacionando teorias topoldgicas com gravitagao quantica
surgiram na literatura. A referéncia [11] discute principios basicos de uma nova teoria de
perturbagao da gravidade quantica, tendo como ponto de partida as Teorias de Campos
Topolégicas. Ja o trabalho [12] aborda as conexoes existentes entre teorias topoldgicas e
gravitagdo quantica em dimensoes inferiores. Outros trabalhos que trazem uma relagao
dos dois temas podem ser encontrados nas referéncias [13][14]. Além disso, Teorias
Topolégicas desenvolvem-se no contexto da Loop Quantum Gravity [15][16] e no da
correspondéncia AdS/CFEFT [17], que estd ligada a Teoria das Cordas.

Portanto, vemos que tanto a SUGRA quanto as Teorias Topolégicas sao empregadas
para o estudo do mesmo problema, que é a quantizagao da gravitagao. Por um lado, a
SUGRA, sendo o limite de baixas energias da Teoria de Cordas, introduz a possibilidade
de quantizacao da gravitagao, o que nao € possivel via quantizacao direta da Relatividade
Geral. Por outro lado, as Teorias de Campos Topolégicas sao estudadas por serem mais
simples, uma vez que nao carregam alguns dos problemas encontrados nas versoes nao-
topologicas destes modelos.

Dessa forma, a busca de modelos mais simples de SUGRA é valida, pois poderia
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resultar em uma melhor compreensao a respeito dos modelos de dimensoes superiores.
Uma das formas de buscar estes modelos mais acessiveis é justamente verificar se as
versoes de dimensoes inferiores possuem este carater topoldgico. Deste modo, o objetivo
deste trabalho é investigar o carater topologico da SUGRA em um espago-tempo inferior,
de trés dimensoes. Para isso, faremos ao longo do trabalho uma revisao sistematica a
respeito do carater topologico da Relatividade Geral em trés dimensoes, da Supersimetria
e da Supergravidade e de um método de reducao dimensional para a obtengao da agao
da SUGRA em trés dimensoes, a partir de seu modelo 4-dimensional. Para tanto, esta
Dissertacao de Mestrado esta estruturada da seguinte maneira:

O Capitulo 1 sera dividido em duas secoes principais. A primeira delas apresentard a
descricao da Relatividade Geral, através do formalismo das vielbeins e da conexao de spin.
A segunda secao serd dedicada ao estudo do carater topolégico da Relatividade Geral em
trés dimensoes. Para tanto, partiremos da acao tridimensional de Chern-Simons para
recuperar a acao de Einstein-Hilbert 3-dimensional através da utilizagao da algebra do
grupo 1SO(2,1).

O Capitulo 2 também sera dividido em duas se¢oes. A primeira se¢ao abordara uma
introducao a Supersimetria a partir do entendimento do quao fundamentais sao os es-
pinores para a descricao do espaco-tempo. Assim, discutiremos o papel dos espinores
na constitui¢ao das invariancias do cone-de-luz do espago-tempo e de outras quantidades
empregadas na descricao da Relatividade Restrita e da Mecanica Quantica. Com este
entendimento, formularemos a Supersimetria e suas principais caracteristicas a partir da
utilizacao de um parametro espinorial no formalismo da Teoria de Campos. Por sua vez, a
segunda segao serd dedicada ao estudo da Supergravidade, em que iniciaremos mostrando
como formula-la e suas principais caracteristicas em um espago-tempo quadridimensional.
Apoés isso, motivaremos e introduziremos o estudo da Supergravidade em 11 dimensoes,
que é a dimensao maxima em que uma teoria de SUGRA pode ser construida. Por fim,
abordaremos a importancia e as caracteristicas de uma reducao dimensional.

O Capitulo 3 sera dedicado ao estudo do método da reducao dimensional que serd
utilizado no capitulo seguinte. Na primeira secao deste Capitulo, introduziremos o método
da compactificagdo, e mostraremos como ele se relaciona com o método Scherk-Schwarz,
o qual serd empregado no Capitulo 4. Na secao seguinte, mostraremos a utilizacao do

método de Scherk-Schwarz em teorias de campos mais simples, a fim de proporcionar um
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melhor entendimento deste método e de suas principais caracteristicas.

No Capitulo 4, abordaremos a reducao dimensional da Supergravidade quadridimen-
sional através do método Scherk-Schwarz, a fim de obter a versao tridimensional desta
teoria que sera objeto de estudo do Capitulo 5.

No Capitulo 5, partiremos da acao de Chern-Simons para recuperar a acao da Super-
gravidade tridimensional, utilizando o mesmo método empregado no Capitulo 1.

O Capitulo 6 é dedicado a apresentacao de Comentarios Conclusivos, Consideragoes
Finais e Perspectivas de Continuidade do trabalho desta Dissertagao, onde sera apresen-
tada uma questao de pesquisa especifica construida a partir da Dissertacao e que sera

objeto de investigacao com vistas a uma publicacao em periédico da area.



Capitulo 1

A Relatividade Geral Como uma

Teoria Topologica

Ao longo deste Capitulo, apresentaremos brevemente as ideias da Relatividade Geral
na versao einsteiniana e vamos construi-la no caso especial de (1+2) dimensoes. A ideia é
mostrar a sua equivaléncia com uma teoria topoldgica, a Teoria de Chern-Simons, o que

foi demonstrado por Edward Witten [9].

1.1 Relatividade Geral em Trés Dimensoes

1.1.1 O Principio da Equivaléncia e As Vielbeins

O sucesso da Relatividade Restrita de Einstein foi fundamental para desenvolver outra
grande mudanca na Fisica Tedrica: a necesssidade de encontrar uma teoria de gravitacao
relativistica. Por diversas razoes, como discutidas na referéncia [18], a teoria Newto-
niana, por nao ser capaz de descrever corretamente a interacao gravitacional no limite
relativistico, foi substituida por um modelo que envolve tensores para descrever as in-
teragoes gravitacionais. Além de estar em concordancia com os dados experimentais, este
novo modelo é capaz de fornecer uma explicagao geométrica para a gravidade. Este mo-
delo tensorial da gravidade é chamado de Relatividade Geral e estd baseado na extensao
dos principios de simetria da Relatividade Restrita. Agora, em vez de considerar apenas
os referenciais inerciais, leva-se em conta todos os referenciais, sejam eles inerciais ou nao.
Deste modo, supoe-se que todos os observadores sao equivalentes e que as leis fisicas sao

validas em qualquer referencial. Esta suposicao leva-nos ao principio da covariancia geral:

18
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As equagoes da fisica sao covariantes sob transformagoes gerais de coordenadas. [18][19]

ou seja, elas nao mudam sua forma quando realizamos uma transformacao geral de co-
ordenadas. Assim, as coordenadas sao apenas objetos matematicos para identificar pontos
no espago-tempo. Isto quer dizer que quaisquer coordenadas sao capazes de descrever a
mesma fisica e, portanto, nao devem exercer algum papel importante na representacao da
Natureza. Assim, o principio da covariancia é uma extensao do principio empregado na
Relatividade Restrita, em que se considera somente as transformacoes de Lorentz.

Uma das caracteristicas fundamentais da interagao gravitacional e, consequentemente,

da Relatividade Geral é descrita pelo principio da equivaléncia:

em regioes suficientemente pequenas do espaco-tempo, os efeitos da interacao gravita-
cional sao equivalentes aos de um referencial acelerado. Em outras palavras, a interacao

gravitacional pode ser eliminada localmente.

Assim, como podemos eliminar localmente a gravitacao, as leis fisicas serao aquelas
que sao validas no espaco de Minkowski da Relatividade Restrita. Ou seja, o espago-tempo
é localmente invariante pelas transformacoes de Lorentz. Além disso, a universalidade do
acoplamento gravitacional garante a completa eliminacao da interagao gravitacional em
qualquer sistema fisico [18].

Outra caracteristica fundamental da Relatividade Geral é o esclarecimento sobre o que
de fato ¢ a gravidade: a manifestagao da curvatura do espago-tempo devido a presenca
de matéria e energia. Assim, fica clara a necessidade de uma nova estrutura do espaco-
tempo, uma estrutura curva, cujos novos efeitos possam ser sempre eliminados localmente
devido ao principio da equivaléncia. Isto é, devemos ser capazes de sempre recuperar, em
qualquer ponto do espaco-tempo, a geometria de Minkowski, através da introducao de
um sistema de coordenadas apropriado, chamado de sistema de coordenadas localmente
inercial.

A Geometria Diferencial fornece as ferramentas necessarias para implementar matema-
ticamente essa teoria. O espago-tempo é visto como uma variedade suave D-dimensional, M.

Ja os espacos planos com métrica de Minkowski que, correspondem a pequenas vizinhancas
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planas definidas em cada ponto da variedade, sao denominados espacos tangentes, T,.
Logo, a eliminacao local dos efeitos gravitacionais, por meio de uma transformacao de
coordenadas, corresponde a uma transicao entre a variedade M e o plano tangente T},
gerando um isomorfismo entre ambos. Ou seja, existe um mapa que transforma tensores
(e suas bases) com as coordenadas curvas da variedade, x*, em tensores (e suas bases)
com coordenadas planas do espago tangente, £* e vice-versa. Este mapa é uma matriz
jacobiana chamada de vielbein que depende da posicao do espaco-tempo e é definida da

seguinte forma:

a a
‘() = aiu : (1.1)

E importante destacar que vamos adotar neste Capitulo a notacao definida na secao
Convengoes. Assim, indices latinos (a,b,c,...) representam as coordenadas do plano
tangente T}, e sao contraidos pela métrica do espaco de Minkowski, n. J& os indices gregos
(u,v,...) representam as coordenadas associadas a variedade M e sao contraidos pela
métrica curva g.

A vielbein define uma relacao linear entre os tensores do espago das variedades e do
plano tangente. Assim, se B é um tensor da variedade com componentes B*1#  sua

projecao no plano tangente local sera dada por

For-an(g) =€ (z)... e“;n(x)B’“”"”" . (1.2)

H1

Uma vez que estamos supondo que, devido ao principio da equivaléncia, o espago tan-
gente tem a geometria de Minkowski, cuja métrica 7,, é bem definida, podemos usar as
vielbeins (1.1) para determinar a métrica induzida na variedade M. Para tanto, vamos
considerar que dois pontos infinitesimalmente proximos em M tenham suas coordenadas
separadas por dz*. Por meio da vielbein (1.1), a separacao correspondente das coordena-

das desses pontos no plano tangente sera

d¢t = e (z)dat . (1.3)

I

Tomando o elemento de linha, isto é, o intervalo invariante entre dois eventos infini-

tesimalmente préximos, podemos obter a métrica em M usando a equagao (1.3)
2 __ ajeb a b v
ds® = 1opd€®d€” = nape”, ()", (x)datda”

g/w(x) = %beau(ff)eby(iv) ‘ (1.4)
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Assim, nesse formalismo, a vielbein é um dos campos fundamentais da Relativi-
dade Geral na descrigao da gravitagao. Através dela, podemos medir angulos e calcular
distancias na variedade. Além disso, conforme discutido ao longo das préximas subsegoes,
a vielbein é importante, pois ela revela simetrias locais que a métrica nao manifesta, o
que permite a inclusao de férmions na teoria.

No que diz respeito as simetrias, tanto o tensor métrico quanto a vielbein transformam-
se de acordo com as transformagoes gerais de coordenadas. Na vielbein, essa simetria

manifesta-se nos indices gregos e é dada por

a la AN aml/ a
e M(x) — e M(x) = me (), (1.5)

transformando-se covariantemente como um co-vetor.
Além das transformagoes gerais de coordenadas, a vielbein transforma-se como um

vetor sob transformacoes locais de Lorentz

e“u(x) — e”L(x) = A“b(x)eb#(a:) , (1.6)

em que a matriz A(z) € SO(1, D —1) é a matriz das transformacoes de Lorentz e depende
da posicao do espaco-tempo.
O espaco tangente local é invariante sob transformagoes de Lorentz, isto ¢, a métrica

nao ¢é alterada por estas transformagoes

Nab A (2) A’ () = Tea - (1.7)

Assim, se métrica nao é alterada, isto significa que podemos realizar infinitas trans-
formagoes de Lorentz na métrica dos planos tangentes sem que nenhuma alteracao ocorra
com a métrica g,,(x) da variedade M. Logo, como cada um desses infinitos planos tan-
gentes pode ser relacionado com a variedade M através das vielbeins e como a métrica
dessa variedade, g,,(x), permanece invariante sob as transformacoes (1.7), concluimos
que nao é possivel determinar univocamente a vielbein que reproduz a métrica g, (z).
Em outras palavras, existem infinitas vielbeins que sao capazes de reproduzir a mesma
métrica g,, ().

Além disso, é importante ressaltar que a descricao da Relatividade Geral em termos de
9uv(z) € e, () é equivalente, pois ambos possuem o mesmo niimero de graus de liberdade.
A métrica g,, é uma matriz simétrica e, portanto, tem, em um espaco D-dimensional,

D(D + 1)/2 componentes independentes. Por outro lado, a vielbein teria, em principio,
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D? componentes independentes. Entretanto, devido & simetria por transformacoes de
Lorentz (1.6), o numero de componentes independentes da matriz antisimétrica A%, (x),
D(D—1)/2, é subtraido, de modo que a vielbein também adquire D(D+1)/2 componentes
independentes.

E importante ressaltar que a vielbein deve possuir uma matriz inversa. Ela foi definida
em (1.1) como a matriz jacobiana que faz o mapa entre os tensores da variedade M e
os tensores do plano tangente T),. Para que haja um isomorfismo, deve ser possivel fazer
uma transformacao de coordenadas em tensores do plano tangente T, para obter tensores
correspondentes em M. Logo, definimos a inversa da vielbein como

ozt

ety (x) = PE (1.8)
de modo que sao estabelecidos os seguintes vinculos

ea,ueub<‘r> = 6ab ) (19)

e’ et (x) =", . (1.10)

Portanto, uma quantidade da variedade M, Z,,,, ¢ um tensor que transforma-se por
meio das transformacoes gerais de coordenadas. Ao ser projetado no espago tangente,
obtemos uma nova quantidade: o tensor Z,, o qual transforma-se por meio das trans-
formacoes de Lorentz. Assim, a presenca dessas duas simetrias é fundamental para des-
crever a gravitagao.

As transformacoes de Lorentz sao consequéncia do principio da equivaléncia. Elas
tém dependéncia espago-temporal, pois o tensor métrico g,,(z) varia de ponto a ponto
e, assim, os planos tangentes e as vielbeins também variam. Consequentemente, estas
transformagoes variam de ponto a ponto e sao chamadas de transformacoes de Lorentz
locais. Assim, podemos realizar em dois pontos distintos do espago-tempo, de forma inde-
pendente uma da outra, duas diferentes transformacoes de Lorentz. A segunda simetria,
os difeomorfismos, aparece devido a necessidade de conectar estes dois (e todos os outros)
pontos da variedade M.

Por fim, é importante ressaltar que o formalismo métrico da Relatividade Geral é ba-
seado nas transformagcoes gerais de coordenadas, cujo grupo de simetria, em D dimensoes,
é GL(D,R). No entanto, como esse grupo nao apresenta representagoes spinoriais [20],
podemos incluir o acoplamento ferminonico na gravitagao através do formalismo das vi-

elbeins. Assim, estamos incluindo a presenca de férmions em um cendrio de gravitacao



1.1 Relatividade Geral em Trés Dimensoes 23

através da simetria de transformacao de Lorentz local. Vale ressaltar que existem outras
formas de inserir os férmions em um contexto gravitacional, as quais sao descritas nas

referéncias [21][22].

1.1.2 Conexoes de Spin e Derivadas Covariantes

Na secao anterior, vimos que podemos recuperar o espaco de Minkowski em cada ponto
do espago-tempo e que as transformagoes de Lorentz locais, cujo grupo é o SO(1,D — 1)
sao fundamentais nessa descricao da gravidade. Todavia, vale destacar que esta é uma
simetria do espaco tangente a variedade, o que significa que este é um grupo de simetria
interna. Isto é, SO(1, D — 1) nao é uma simetria propriamente da variedade (do espago-
tempo), e sim dos planos tangentes associados a ela em cada ponto. Consequentemente,
a existéncia desta simetria intrinsecamente interna permite-nos fazer comparacoes entre
uma teoria de gravitacao para o grupo SO(1, D — 1) e as teorias de gauge, as quais sao a
base para descrever as interagoes fundamentais. A referéncia [18] traz uma breve revisao
das simetrias locais e dos campos de gauge.

As quantidades fisicas podem ser classificadas de acordo com a sua transformacao
sob o grupo de Lorentz [23]. Desta forma, objetos cuja lei de transformagao é dada
pela equacdo (1.6) sdo definidos como vetores. Ja& um escalar é uma quantidade que é
invariante sob essas transformacoes. De forma geral, um campo genérico transforma-se

em uma representacao R de dimensao n do grupo de Lorentz de acordo com a seguinte

expressao
D =AD: A= N@ (1.11)
P = e_%)\ij(f)zijq) , (1.12)
em que \%(x) = —\(z) sdo os parametros de transformacao do grupo de Lorentz e

b sa0 os geradores do grupo, que sao matrizes n X n cuja forma explicita depende da
representacao do campo P.

Conforme ilustrado nessa referéncia [18], na presenga de simetrias locais, a derivada
dos campos transforma-se diferentemente dos préprios campos, quebrando seu carater
tensorial. Por exemplo, se X%(z) é um campo que se transforma como um vetor sob
SO(1, D —1), sua lei de transformagao serd a mesma que a da vielbein na equagao (1.7) e,

portanto, sua derivada d,.X “(x) nao se transformara mais como um vetor sob SO(1, D—1),
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pois o grupo de gauge atua independentemente em cada ponto. Logo, para recuperar o

carater tensorial da derivada

(D@(@)l = ¢~ 2N @)%y (D,ﬂ)(:p)) : (1.13)

em transformagdes que envolvem um parametro local, Ay, = Agp(2), adicionamos um termo
chamado de campo de gauge, w#ab(x), que esta associado aos geradores da transformagao
Yap- Assim, como é comum nas teorias de gauge, estes campos tomam valores na dlgebra
de Lie do grupo proposto, que neste caso é o grupo de Lorentz.

Com isso, a derivada covariante de um campo ® em qualquer representacao é definida

da seguinte forma

D, (x) = ,d(x) + %wﬂab(x)zabé(x) | (1.14)

Considerando a seguinte definicao

w

1
wy(z) = v D) e (1.15)
podemos reescrever a derivada covariante do campo ® da seguinte forma
D, ®(x) = 0,P(x) + iw,(z)P(z) . (1.16)

A derivada covariante, definida através da equagao (1.16), recuperard seu carater
tensorial se sua transformacao for de acordo com a equacao (1.13). Considerando que a

lei de transformagao do campo ® é dada pelas equagdes (1.11) e (1.12), temos
D, (z) = (8u + ZwL(m)) A(z)®(z)

D, ®'(z) = (aﬂA(x)) ®(x) + A(2)0,®(x) + iw), () A(z)P(z) . (1.17)
Por outro lado, operando com AD,®, obtemos
A(z) <8u + iwu(x)) P(x) = A(2)0,P(x) + iA(z)w,(z)P(z) . (1.18)

Portanto, para recuperar a condicao de transformacao tensorial da derivada, dada
pela equagao (1.13), devemos impor a igualdade entre as equagoes (1.17) e (1.18). Esta

exigencia fixa a transformagao da quantidade w,, a qual é dada por

(@A(x)) ®(2) + A(2)0,P(x) + iw, (2)A(2)P(z) = A()0,P(x) + iA(7)w,(z)P(x)
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w,(r) = A(@)w, (2)A™ (z) +i <8MA(I))A_1(ZL‘) . (1.19)
Quantidades que tém sua lei de transformagao tal qual a expressa pela equagao (1.19)
sao chamadas de conerdes. Desta forma, os termos w,(x) também sao chamados de
conezodes de Lorentz ou conexdes de spin e sao definidos através da equagao (1.15).
Assim como comentado anteriormente, as defini¢oes da derivada covariante (1.14) e
(1.16) estao em uma representagao geral, de modo que a forma dessas equagdes mudard
conforme mudarmos a representacao do campo, que pode ser escalar, vetorial ou espinorial.
Se 0 campo assumir a representagao vetorial ®(z) € (3,1) = ®(z) = X*(x), a forma

explicita dos geradores ao considerar a defini¢ao do grupo dada pela equagao (1.12), sera

(ch) = i(égndb - 5377017) . (120)
b

Adequando a equacao (1.14) a um campo vetorial e substituindo a expressao (1.20)

dada por

nesta equagao, ficamos com a expressao da derivada covariante de um campo na repre-

sentacgao vetorial
a a Z Ci ¢
D, X%(z) = 9,X%(x) + 5%d(a:) (zcd) bXb(x)

D, X%x) =0,X%x) — w#“b(x)Xb(@ . (1.21)

Caso o campo assuma uma representagao escalar, ®(z) € (0,0) = ®(x) = ¢(z),
os geradores do grupo de Lorentz sao nulos e a derivada covariante se reduz a derivada
ordindria

Dup(x) = dup(x) (1.22)

Por fim, caso o campo assuma uma representacao espinorial do grupo de Lorentz,
®(z) € (3,0)® (0,3) = P(z) = Vy(x), com os geradores do grupo, em 4 dimensdes,
sendo dados por

i
nab — Zh“,v”}hm , (1.23)

em que v¢ e 7° sdo as matrizes de Dirac de dimensao 4 x 4, que satisfazem a algebra de

Clifford
{7(17 Vb} = 277ab]14x4

0 I 0 p 0 g;
Y =% = Y= T =
0 —I —0; 0
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Novamente, adequando a equagao (1.14) a um campo espinorial e substituindo a ex-
pressao dos geradores (1.23) nesta equagao, obtemos a derivada covariante de um campo

na representacao espinorial do grupo de Lorentz

D, () = 0,0(o) — g0 (%71 RZCE (1.24)

1.1.3 A Relacao Entre os Dois Formalismos

Ao longo das secoes anteriores, introduzimos um novo formalismo para a descricao da
Relatividade Geral, cujo campo fundamental projeta os objetos matematicos da variedade
M no espaco tangente T, através de uma transformagao de coordenadas. Assim como
comentado no final da secao O Principio da Equivaléncia e As Vielbeins, tanto o for-
malismo métrico quanto este formalismo das vielbeins sao capazes de fornecer descrigoes
equivalentes da Relatividade Geral, pois ambos possuem o mesmo nimero de graus de
liberdade. Além disso, as informacoes contidas no tensor métrico g,,(x) estdao contidas
na vielbein.

No formalismo métrico da Relatividade Geral, também existe a presenca de uma co-
nexao, [', que serve para garantir o transporte paralelo de tensores ao longo da varie-
dade M, recuperando a covariancia da derivada sob transformagoes gerais de coorde-
nadas. Assim, a conexao é introduzida para que o espaco-tempo tenha uma estrutura
geométrica consistente. Em geral, tanto a métrica g,,(z) quanto a conexao I' sao os ob-
jetos necessarios para uma completa descricao do espaco-tempo. No entanto, no modelo
geométrico riemanniano, como exigimos que o comprimento do vetor permanega cons-
tante ao longo de seu deslocamento na variedade, relacionamos a métrica com a conexao.
Portanto, a consequéncia dessa exigéncia é que a conexao seja completamente descrita em

termos da métrica, sendo chamada de conexao métrica

1
I, = 59” (%gpu + OuGpp — 8pg,w) : (1.25)

Desta forma, a métrica g, (z) é suficiente para fornecer uma completa descricao da ge-
ometria do espaco-tempo. Assim, se este formalismo métrico é equivalente ao formalismo
das vielbeins, e se a vielbein e a métrica possuem o mesmo nimero de graus de liberdade,
entdo a conexao de spin w,(z) precisa ser fixada em termos da vielbein, w = w(e), de
modo que ela nao introduza nenhum novo grau de liberdade, para que essas formulagoes

sejam realmente equivalentes.
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Se a conexao I' é determinada completamente pela métrica, ela é chamada de simbolo
de Christoffel. Além disso, se a conexao de spin w,(z) pode ser escrita em termos da
vielbein, entao como a métrica também esta relacionada com a vielbein, podemos inferir
que existe uma relacao entre o simbolo de Christoffel e a conexao de spin. Para determinar
a relacao entre a vielbein e a conexao de spin, precisamos retomar a discussao sobre
derivadas covariantes.

Definimos, na secao anterior, por meio da conexao de spin, a derivada covariante de
Lorentz (1.16) do espago tangente. Assim como no espago tangente, também é possivel
definir uma derivada covariante na variedade M, mas desta vez baseado no grupo das
transformacoes gerais de coordenadas. Seguindo o desenvolvimento feito no formalismo
métrico, como apresentado nas referéncias [19][24], a derivada covariante de um vetor da

variedade M pode ser definida como
V. X" (z) = 0,X"(x) + T, X’ (x) . (1.26)

Desta forma, a derivada covariante (1.26) de um objeto pertencente a variedade M
serd outro objeto da variedade M de mesmo rank e natureza.

As derivadas (1.16) e (1.26) atuam em tensores que se transformam sob transformagoes
de Lorentz locais e difeomorfismos, respectivamente. No entanto, como existem objetos
que possuem indices da variedade e do plano tangente, como a vielbein, torna-se necessaria
a construcao de uma derivada que envolva o simbolo de Christoffel e a conexao de spin.
Desse modo, teremos uma derivada que é covariante sob as transformacoes gerais de
coordenadas e as tansformacgoes de Lorentz locais. Logo, a partir das equagoes (1.21) e

(1.26), definimos a derivada covariante de um tensor misto total como
DXy (x) = 0,X)(x) — w,y(2) X (z) — ¥, X[ () |
D, X (x) = D, X (x) = T7",X7(z) . (1.27)
Assim, considerando a equagao (1.27), a derivada total da vielbein fica
Dyef,(z) = Dyel, (v) = T7, e (z) . (1.28)

Uma vez que estamos considerando uma conexao métrica (1.25), utilizando a derivada
covariante (1.26) da métrica, obtemos um importante resultado, conhecido como condigao
de metricidade

V9" =0, (1.29)
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indicando que a métrica é um tensor covariantemente constante na variedade curva. Um
célculo detalhado e uma melhor discussdo do resultado (1.29) podem ser encontrados na
referéncia [19]. Assim, substituindo a equagdo (1.4) na expressao (1.29) e seguindo a
argumentacao desenvolvida na referéncia [18], a relacao de metricidade (1.29) impde as
vielbeins a seguinte condicao

Dye’, =0 . (1.30)

Substituindo o resultado (1.30) na derivada covariante da vielbein (1.28), obtemos
uma relagao entre a conexao de spin e o simbolo de Christoffel, cuja existéncia havia sido

comentada no comeco desta secao
Dﬂeay<x) = aueau(x) - wuab<x>ebu<x) - pr/eap(x) =0 )

8116(111(1‘) - wp,ab(x)ebv(x) = Fp,u,yeap(x) : (131)

Multiplicando a equagao (1.31) pela vielbein inversa e”,, encontramos a expressao para

a conexao de spin

w,'p(x) = € (2)0ue’, (v) = T7,, e (x)e" (2) . (1.32)

wb

Assim, a equagao (1.32) mostra que hé uma relagao explicita entre as duas conexoes
e que a unica dependéncia da conexao de Lorentz sera a vielbein. Logo, encontramos a
relacdo desejada que fixa w = w(e), de modo que a conexao de Lorentz nao traz consigo
nenhum novo grau de liberdade.

Portanto, verificamos nesta secao que as duas conexoes, w e I', ndo sao independentes e
que ambos os formalismos possuem o mesmo nimero de graus de liberdade, o que significa

que eles sao completamente equivalentes.

1.1.4 A Curvatura e a Acao de Einstein-Hilbert

No formalismo métrico da Relatividade Geral e nas teorias de Yang-Mills, uma impor-
tante caracteristica é que, ao contrario das derivadas ordinarias, as derivadas covariantes
perdem a propriedade de comutatividade, devido a curvatura do espago em questao. As-
sim, o resultado do comutador de duas derivadas covariantes é o tensor de curvatura do
espaco em questao, que nas teorias de Yang-Mills sao chamados de field strength ten-
sor. Portanto, como estamos usando o formalismo das vielbeins, precisamos determinar

a forma do tensor de curvatura em termos das vielbeins e das conexoes de spin. Apds
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determinarmos sua forma, poderemos expressar a acao da Relatividade Geral neste for-
malismo.
Usando a definicao da derivada covariante de um objeto misto, dada pela equacao

(1.27), o comutador fica
Dy, DA = | 0w,y — Ouw,y + W, w5 — wl,“cwlfb] AP+ <wa — wa) D,A* . (1.33)
Como estamos considerando a conexao simétrica, o termo de tor¢ao é nulo
T,/ =T,/ T,/ =0, (1.34)
de modo que o comutador das derivadas (1.33) fica

[D,, DA = {ﬁywu‘lb — 0w,y tw, w5 — wyacwucb} Al (1.35)

Por outro lado, assim como demonstrado nas referéncias [18][19], no formalismo

métrico o tensor de curvatura é dado por

[V, VL JA7 = {aurwf —-o,0,)+T,7T,0 - FM"FWA} AP (1.36)
[V, VJJA” = R, JA? . (1.37)

Assim, como a equacao (1.35) tem a mesma estrutura que a equagao (1.36), podemos
definir a quantidade entre colchetes da equacao (1.35) como o tensor de curvatura em

termos da conexao de spin, R(e)

ab _ ab ab a cb a cb
R, (e) = 0w, ™ — ow,” tw ' w,” —w,w,”, (1.38)
em que usamos a propriedade de anti-simetria do tensor R, ab — -R,, b que também

é conhecido como field strength da conexao de spin. Assim, o tensor de curvatura de
Riemann da variedade toma valores na algebra de Lie do grupo de estrutura do espaco
tangente.

Uma das caracteristicas que tornam a Relatividade Geral uma teoria especial em (1+-2)
dimensoes ¢é a possibilidade de contrair os objetos tensoriais com o tensor tridimensional
de Levi-Civita, €... Por exemplo, os geradores do grupo de Lorentz SO(1,2) podem ser

reescritos como >, = %eabczbc. J& a conexao de spin adquire a seguinte forma

W,y = €W’ . (1.39)
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Assim, reescrevendo o tensor de Riemann (1.38)

R, be(e) = 6uwybc — 8Vw#bc + wybdwudc — wﬂbdwydc , (1.40)

podemos substituir a expressao (1.39) nos dois ultimos termos deste tensor de Riemann

(1.40), de modo que podemos reescrevé-los como

b de b de __ b, c c b
Wy, qw, = w, qw, = w, W, —w W, (1.41)

Deste modo, o tensor de curvatura de Riemann (1.40) fica

R, be(e) = Opw, > — (9,,wubc + wubwyc - wlfwyb . (1.42)

Podemos simplificar a expressao (1.42). Para tanto, devemos lembrar que em trés
a

dimensoes podemos escrever R?,, = sem R - Assim, ao contrair ambos os lados da

equacao (1.42) com o tensor de Levi-Civita €4, temos

R, () = Ouw," — Ow," + eabcwubwyc : (1.43)

Para encerrar esta parte de revisao da Relatividade Geral, falta escrevermos a acao
de Einstein-Hilbert. Como vimos ao longo desta secao, a descricao da Relatividade Geral
via formulacao de gauge do grupo de Lorentz SO(1,D — 1) apresenta duas simetrias:
as transformacoes gerais de coordenadas e as transformacoes de Lorentz locais, cujos
campos de gauge associados sao a vielbein e a conexao de spin, respectivamente. Como
a densidade Lagrangeana deve ser invariante sob essas simetrias, entao ela deve ser um
escalar. A quantidade escalar mais simples que preenche esses requisitos é dada pelo

escalar de curvatura de Ricci, o qual é calculado a partir do tensor de Riemann (1.42)
R=R," =e" "R, ") . (1.44)

Devemos notar, com o auxilio das equagdes (1.25), (1.32) e (1.38), que este escalar
de Ricci envolve, no maximo, derivadas de segunda ordem na vielbein. Assim como co-
mentado na referéncia [18], existe uma discussao na literatura a respeito da possibilidade
de termos envolvendo derivadas superiores, como por exemplo na discussao elaborada na
referéncia [25]. No entanto, esta discussdo envolvendo termos de derivadas superiores
ganha forca apenas no cenario de uma teoria quantica da gravitagao, como é o caso da
Teoria de Cordas. Como estamos no limite macroscopico, nao precisamos levar em conta

esses termos de derivada superior.
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Usando o escalar de curvatura (1.44), juntamente com o determinante da vielbein
(ou da métrica), que é responsavel por garantir a invariancia da a¢do sob transformagoes
gerais de coordenadas, como detalhado na referéncia [19], a agao da Relatividade Geral,

em D dimensoes, sem a presenca da constante cosmolégica ¢ dada por

1 a v
SEH = @ de(det €>R;w b(e)eluae b - (145)

No entanto, apesar deste ser o roteiro seguido pelas teorias de Yang-Mills, como no
caso da QED, a acao (1.45) é linear no field strength, diferentemente das teorias de Yang-
Mills, as quais sdo quadréticas no field strength. E possivel encontrar nas referéncias
[26][27] uma clara e direta construgdo da QED, mostrando que a agao envolve termos
quadraticos. Desta forma, a Relatividade Geral nao é exatamente uma teoria de gauge,
devido a esta consideravel diferenga na sua dinamica.

Em (1+2) dimensoes, usando a possibilidade de contragdes com o tensor tridimensional
de Levi-Civita, podemos reescrever a agao de Einstein-Hilbert (1.45) como

1 17 a
Ser = 23 d’z "Peq,R 0 (e) . (1.46)

A partir da agao (1.46), podemos obter a equagao de Einstein da Relatividade Geral
em (1 + 2) dimensdes.

Conforme discutido nas referéncias [4][28], a quantizacdo da gravidade em (1 + 3)
dimensoes apresenta varios problemas conceituais, tal como o problema do tempo, que
é tratado de maneiras distintas na Relatividade Geral e na Mecanica Quantica. Assim,
uma forma de tentar entender esses problemas da quantizacao da gravidade em (1+3) di-
mensoes é procurar por modelos mais simples que tenham as caracteristicas da Relavidade
Geral, mas que nao possuam algumas das dificuldades do modelo 4-dimensional.

Desta forma, a Relatividade Geral em (1 4 2) dimensées aparece como um 6timo
modelo para tratar desses problemas conceituais, pois, como mencionado na referéncia
[4], é um modelo matematicamente mais simples, mas que continua sendo uma teoria
covariante, dotada de varios dos problemas quanticos que o modelo 4-dimensional possui.
Com isso, um estudo do modelo 3-dimensional pode ser instrutivo para obter-se uma
maior compressao das questoes que aparecem na teoria em (14 3) dimensoes . Além disso,
considerando a presenga da constante cosmoldgica negativa, A < 0, o modelo em (1 + 2)
dimensdes também admite solugoes de buracos negros, chamados de BTZ [29], os quais

possuem massa, carga e momento angular, além de propriedades termodinamicas similares
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as dos modelos em 4 dimensoes. Uma revisao a respeito desses buracos negros pode ser
encontrada na referéncia [30]. J& a referéncia [31] traz uma grande discussao a respeito
de diversos aspectos ligados a fisica gravitacional em (1 + 2) dimensoes, abordando, por
exemplo, modelos cosmoldgicos como o modelo de Friedmann-Robertson-Walker, cenarios
envolvendo eletrodinamica nao-linear, além de um ampla revisao sobre buracos negros.
Portanto, tendo em vista a riqueza e a relevancia da Relatividade Geral em (1 + 2)
dimensoes para a quantizacao da gravidade e a sua importancia para o estudo das teorias
topoldgicas, objeto de estudo desta Dissertagao, o objetivo da préxima secao sera de-
monstrar uma das principais caracteristicas deste modelo: a sua indepedéncia em relagao

a métrica e, consequentemente, o fato que nao ha propagacao de ondas gravitacionais.

1.2 Gravitacao como uma Teoria Topoldgica

Assim como mencionado no final da ltima segao, a gravidade 3-dimensional exerce
um importante papel no cenario da fisica contemporanea, estando diretamente ligada a
gravitagao e, em especial, a sua quantizacao. Assim, como existe uma conexao entre a
Relatividade Geral e a teoria de Chern-Simons, o objetivo da primeira subsecao é ilustrar
as principais caracteristicas desta teoria, concluindo com a obtencao de sua equacao de
movimento. Posteriormente, prosseguiremos para a identificacao da Relatividade Geral

como uma teoria de Chern-Simons em 3 dimensoes.

1.2.1 Breves Comentarios sobre a Teoria de Chern-Simons

Uma teoria de Chern-Simons é uma teoria de gauge em dimensoes impares que nao
requer a introducao da métrica ou de qualquer outra estrutura de fundo para a sua
definicao, ou seja, é uma teoria que nao requer uma nocao de distancia, deixando apenas
a topologia da variedade como propriedade relevante da teoria, tornando-a, portanto,
invariante sob transformacodes de difeomorfismo. Dessa forma, a teoria de Chern-Simons é
um exemplo de teoria topoldgica, tema que serd abordado mais adiante nesta dissertacao.
Com isso, seja M uma variedade 3-dimensional e G um grupo de gauge, a acao de Chern-

Simons é definida como

_k
Cdr g

S TT{AAdA+§AAAAA}. (1.47)
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Na acao (1.47), A é uma I-forma, A = A,dx" = AjT,dz", e corresponde a uma
conexao do grupo de gauge G, isto é, A é um potencial vetor da teoria de gauge, que tem

G como seu grupo de gauge e T, como os geradores da sua algebra de Lie, que satisfazem
[Tm Tb] = fabcTc s (148)

em que f,,© ¢ a constante de estrutura do grupo. Desse modo, a transformagao da conexao

A sob o grupo de gauge G é dada por
A— A =UTAU+UOU , (1.49)

em que U é um elemento do grupo G, dado por U = " @®7a 1o qual k é o parametro
de transformacao. Além disso, na expressao (1.47) k é uma constante de acoplamento e
Tr denota um invariante bilinear sob a algebra de gauge do grupo G.

Para obtermos mais informagoes a respeito da teoria de Chern-Simons, vamos calcular
sua equagao de movimento. Para tanto, vamos reescrever a agao (1.47) em termos de

componentes, a qual fica dada por

S = : / By e Tr{A 0,A, + A A, A } (1.50)
™
Assim, sob variagoes infinitesimais do campo de gauge A, a variacao na acao ¢ dada
por
0S = : / P P TT{(SA 0,A,+A,0,(04, )—|— 5A AA, —|— A 0A A,,+ A AL0A }
T

(1.51)

Como o tensor e**P é totalmente antisimétrico, vamos fazer uma permutagao an-

ticiclicas no segundo termo e permutacgoes ciclicas nos trés ultimos termos da equagao
(1.51), de modo que ficamos com

5S = 4“ By e Tr{(SA 0,A, + A,0,(6A,) + 25AMA,,A,,} . (1.52)
T

Notando que Alﬁp(&élu) = 0,(A,64,) —dA,0,A, e que o termo com a derivada total
pode ser eliminado via condigdes de contorno, a equacao (1.52) pode ser reescrita como

58 = 4’; B e Tr{(SA (0,4, — 0,A4,) + 26AMAVAP} . (1.53)

Usando novamente o fato de que o tensor ¢**” é totalmente antisimétrico, podemos
escrever A, A, = %(AI,A,, —A)A) = %[A,,, A,]. Com isso, a variagdo da agao fica

5S = 4’“; By e Tr{cSA (ayAp — 0,4, + [AV,A,)]>} . (1.54)
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O fator entre parénteses corresponde ao tensor field-strenth de gauge A e é definido

CcOomo

F,,=0,A,—0,A, +[A,,A) :F=dA+ANA. (1.55)

Portanto, tomando a variacao da agao como zero, a equagao de movimento da acao

de Chern-Simons 3-dimensional ¢ dada por

58 = 4ﬁ dPx P TT{MHFW} =0 = \F =dA+ANA=0]. (1.56)
T JMm

Portanto, a equacao de movimento (1.56) expressa uma das caracteristicas da agao
de Chern-Simons 3-dimensional: o field-strenth é identicamente nulo. Também podemos
destacar que a acao (1.50) é invariante sob transformagoes de gauge infinitesimais para k
genérico. A referéncia [32] contempla o caso de transformacgoes de Yang-Mills na forma
finita. Uma ampla revisao a respeito das Teorias de Chern-Simons pode ser encontrada
na referéncia [33]. J4 a referéncia [34] aborda uma revisdo das Teorias de Chern-Simons

em conexao com a gravitagao e com a Supergravidade.

1.2.2 Chern-Simons e a Relatividade Geral

O objetivo desta subsegao é demonstrar a relagao entre a teoria de Chern-Simons,
estudada na subsegao anterior, com a Relatividade Geral em (1 4 2) dimensoes, o qual
foi demonstrado por Witten em 1988 [9]. Desta forma, vamos considerar o caso da agao
de Chern-Simons sem a presenga da constante cosmolégica, dada pela equagao (1.47). A
constante cosmoldgica sera incluida na préxima subsecao.

Para realizarmos essa identificacao, é necessaria a escolha de um grupo de gauge G
para a acao de Chern-Simons, o qual sera dado pelo grupo de Poincaré em 3 dimensoes,
ISO(1,2). Este grupo possui 6 geradores, que correspodem a translacdo, P?, e as trans-
formacoes de Lorentz, J% (a,b = 0,1,2). Note que nesta dimensio ¢ vdlida a seguinte
relacao: J* = %eabCch. Com isso, as relagoes de comutacao da algebra destes geradores
sao dadas por

[Jas Jo] = €aped”,
[Jas Po] = €ancPS, (1.57)
[Pu, B] = 0.

Além disso, vamos escolher a forma para o bilinear invariante do grupo. Em ou-

tras palavras, vamos impor o seguinte comportamento para o trago do produto de dois
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geradores
(Jo, PPy =82,
(Ja, Jo) =0, (1.58)
(P,, P,) =0.

Com essas definigoes, podemos escrever o campo de gauge A em termos dos geradores

do grupo 150(1,2), o qual fica dado por
A, (z) = ea#(x)Pa + wua(a:)Ja ) (1.59)

Estas definigoes serao utilizadas mais adiante. E importante destacar que uma p-
forma é um tensor de rank p completamente antissimétrico e que a 1-forma A é dada por
A = A,dz". Além disso, também devemos lembrar que sao vélidas as seguintes relacoes

para as formas diferenciais

1
ANA= §[A“, A ldz" A dx” (1.60)

1
dA = 3 <8MAV - 8VAH> dx" N dx” . (1.61)
Com isso, substituindo-as na expressao (1.47), a acdo de Chern-Simons fica dada por

k 1 2 1
S =— TT{Apdxp A 5 ((%Al, — GVA#) da* Ndx” + gApdxp A (5[14“, A,)dxt A da:”) } )

4 M
(1.62)
Substituindo a expressao (1.59) na agao (1.62), ficamos com
k 1
S = yy y Tr{ (e“pPa + wpaJa) dxP A 3 {au (ebVPb + wbeb) — 0, (ebuPb + w“be>} dx? A dx”
4 2(en Pyt w o Vet Al Pyt w el Pt w .| dat A da (1.63)
Sepawpax 5 | €l T W', €, Pe +w, e | do i .
Trabalhando com o primeiro termo da equagao (1.63), temos
1
/ Tr{ (e“pPa + wp“Ja> dx? N\ [Jb 3 (@Lwyb — &,wub) dxt N dx”
M
ot
1
+ B 3 (8ueby — a,,ebu) dzt A d:r”] } : (1.64)
N ;(arb o

Lembrando que w® = wida? e e = e, dx”, o primeiro termo da equagdo (1.63) ¢ dado por

/ TT{ (&Pa + w“Ja> A <debe + dwab) } : (1.65)
M
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Por outro lado, trabalhando o comutador do segundo termo da equagao (1.63)

2 1
= /M Tr{ 3 (egPa + wpaJa) dx’ N 3 (ebuecy[Pb, Pldz" N dx” + ebuwyc[Pb, JeJdz" N dx¥+

+ wubecy[Jb, P.Jdz" A dz” + wubwyc[Jb, JeJdz" A dw”) } . (1.66)
Usando as relagoes de comutacao (1.57), a equagao (1.66) pode ser reescrita como
2 a a 1 b c b c b c
Tr G P, +wJ, /\5 e’ ANwe[Py, J| + w’ A e[y, Pl +w’ AwCldy, Jo| || (1.67)
M

Portanto, substituindo as expressoes (1.65) e (1.67) na equagao (1.63)
k a a b b
S=— Tr (e P, +w*J, | AN de’ Py, + dw’J, |+
4 M

2 1
+§ (e“Pa + w“Ja) A 5 <eb AW[Py, J] + WP A e[ Jy, P] + w® A wC s, Jc]) } . (1.68)

Desenvolvendo o produto exterior da equacao (1.68), ficamos com

k
S = g / Tr{ <ea A de’P, Py + e® A dw® P, Jy, + w® A deb J, P, + w® A dwaan>
™ Jm

1
+ 3 (e“ AP ANwC P[Py, Jo) 4 e* N’ A e® Py[Jy, P + e Awb Aw® PylJy, J.]  (1.69)

+ W A AwC Jo[Py, Jo] +w AW A el Ty, P+ wt AW AwE T, [, Jc]>} )

Estes comutadores também podem ser calculados através das relagoes (1.57). Além

disso, note que, por exemplo, usando as relagoes (1.58)
Tr(w* Aw’ A e J[Jy, P]) = w* Awb A €€ epea(Ja, PY) = e* AW Aw® €gpe . (1.70)

Repetindo o mesmo procedimento descrito pela equagao (1.70) nos demais termos da

equagao (1.69), temos
k a a b c
S =— 2e* N dwy + €gpe€® N W’ Awe| . (1.71)
47 M
Reescrevendo a equagao (1.71) em termos de w® = w *dx” e e* = e* dx”

k
§= A ™ {eap [au(wa),, - 81/(0%)“] ~+ €abe eapwubwlf} dx’ A d\xf“ Adz” . (1.72)

PRV 3y
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Fazendo uma renomeacao nos indices da equagao (1.72), podemos reescrevé-la como

k

5=
47 M

P o

d*x e“l’pea#{&,w ¢ — Opw," + €% wlw C} : (1.73)

O termo entre chaves da equagao (1.73) é justamente o tensor de curvatura de Riemann

em (1 + 2) dimensoes, dado pela equagao (1.43). Assim, a agao (1.73) fica dada por

k
o 3 uvp a
S=— [ dzePeu R,

1.74
= (1.74)

que é justamente a ac¢ao (1.46). Portanto, escrevemos a acao da Relatividade Geral em (1+
2) dimensodes a partir da a¢do de Chern-Simons (1.47) para o grupo de gauge IS50O(1,2) e
das relagoes (1.57) e (1.58). Dessa forma, a Relatividade Geral nesta dimensao caracteriza-

se como uma teoria que nao depende da métrica, ou seja, uma teoria topoldgica. Também

47

¢ importante destacar que a completa identificacao é feita tomando k = 5%

Variando a acao (1.74) em relagao a vielbein, obtemos a primeira equagao de movi-

mento

R, =0,w," — 0w, + €%, wubwl,c =0, (1.75)

que mostra que a equacao de campo de Einstein é identicamente nula. Assim, esse re-
sultado indica que qualquer solu¢ao da equacao de campo terd curvatura constante, im-
plicando que em (1 4 2) dimensées nao ha propagacao de ondas gravitacionais. A outra
equacao de movimento pode ser obtida pela variacao da conexao de spin, resultando na
condicao de torgao nula, 7, = 0. Desse modo, estabelecemos uma relagao entre a conexao
de spin e a vielbein.

Por fim, o préximo passo de nosso cédlculo é investigar como as transformagoes de
gauge infinitesimais da teoria de Chern-Simons se relacionam com as transformacgoes sob
translacoes locais e as transformagoes de Lorentz locais, que sao as simetrias presentes
na Relatividade Geral. Para tanto, vamos considerar o campo de gauge A, dado pela
equacao (1.59), e que toma valores na élgebra de Lie do grupo 150(1,2). A transformagao

infinitesimal de gauge deste campo é dada por
0A, = =0, —[A,, )], (1.76)

em que A é o parametro de transformacao infinitesimal. Este parametro também toma

valores na algebra de Lie do grupo 1SO(1,2) e é dado por A = p*P, + 7*J,, em que p
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e T sao parametros infinitesimais associados, respectivamente, as translacoes locais e as
transformacoes de Lorentz locais. Substituindo a expressao do parametro A na equacao

(1.76), ficamos com
dA, = ( —0,p" — e“bcebHTc — eabcwubpc> P, + < — 0,7 — e“bcwub7'0> Ja (1.77)

Portanto, comparando a equagao (1.77) com a variagao da equagao (1.59), verificamos

que as transformagoes infinitesimais dos campos de gauge sao dadas por

a __ a a b —c a b c
5eu—— Pt — €%’ T — €w 16,
(1.78)

b
o

5wua = —0,7" — €W, T .

Note que os termos proporcionais a 7 correspondem perfeitamente as transformacoes
de Lorentz locais. Além disso, também devemos notar que as translagoes locais e as
transformagoes de Lorentz locais se misturam na expressao da vielbein (1.78). Assim,
vamos considerar apenas as transformacgoes sob translacoes locais, isto é, aquelas que

estao ligadas ao parametro p

a a a b ¢
oet, = =0up" — w5,

ow,* =0,

(1.79)

e compara-las com as transformagoes sob difeomorfismos, de modo a verificar uma equi-
valéncia entre elas. Assim, as transformagoes sob difeomorfismos gerados por um campo

vetorial —v” sao dadas por
de®, = —v"(0,e", — 0ue”,) — 0, (e? V") (1.80)

5(&) a _ _,Ul/(aywua _ 8Mwya) _ au(wuavl/) . (181)

No caso da vielbein, para que a equagao (1.80) seja equivalente a equagao (1.79),

a

tomamos o parametro infinitesimal p® como p® = vte®,. Com isso, comparando (1.80)

"
com a equagao (1.79), temos
de, —de?, = —v"(dye?, — Due’,) + e“bcwubv”ecl, : (1.82)

Utilizando a equagao (1.21), podemos reescrever a equagao (1.82) como

oe?, —oe”, = —v’(Dye, — D,e”,) + eabcwybv”ecu . (1.83)

Podemos destacar que o termo entre parénteses da equagao (1.83), Dye®, — Dye”,,

corresponde a tor¢ao no formalismo das vielbeins. Contudo, encontramos anteriormente
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que uma das equagoes de movimento da agao (1.74) correspondia justamente a torgao
nula. Ou seja, o termo entre parénteses é zero (on-shell). Além disso, o termo restante

da equacdo (1.83) pode ser identificado como uma transformagao de Lorentz local, cujo

b b

. , o
parametro é dado por 7° = v"w,’.

geau —oe”, = e“bcheCM : (1.84)

Portanto, como Seau representa uma legitima transformacao das vielbeins sob difeo-
morfismos, a equagao (1.84) assegura que oe?, também é uma transformagao da vielbein
sob difeomorfismos. Com isso, verificamos que, on-shell, a transformacao (1.79) para
a vielbein é equivalente a transformacao de difeomorfismo (1.80). Além disso, também
podemos ver que as transformacoes de Lorentz local aparecem, on-shell, por meio dos
difeomorfismos.

No caso da conexao de spin, tomando o parametro infinitesimal como 7% = v w * e

I

fazendo a subtracao entre as equagoes (1.81) e (1.78), ficamos com

Swua —ow,=—v"(Dyw," — Dyw,") + eabCwauc . (1.85)

a

O termo entre parénteses, D,w,

— D,w,?, equivale ao tensor de curvatura dado pela
equacao de movimento (1.75), que é zero. Assim, observamos novamente que a diferenca
entre as duas transformagoes é igual a uma transformacao de Lorentz local. Portanto,
verificamos que as translagoes locais e as transformagoes de Lorentz locais equivalem as

transformagoes de gauge do grupo I50(1,2), desde que haja a inclusao das equagoes de

movimento.

1.2.3 A Inclusao da Constante Cosmolégica

Para encerrar o Capitulo, vamos generalizar a gravitacao 3-dimensional para englobar
o caso envolvendo a constante cosmologica. Para tanto, a inica mudanca necessaria a ser

feita é a modificagao das relagdes de comutagao (1.57), as quais passam a ser dadas por
[Jm Jb] = Eabcjcv
[Jm Pb] = 6abcPC7 (186)
[Paa Pb] = /\eabcjc-
Nas equagoes (1.86), A é justamente a constante cosmolégica. Assim sendo, a diferenca

causada por estas novas relagoes de comutagao aparece na equacao (1.66), em que o termo
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e’ €%, Py, P] deixa de ser zero. Com excegao deste termo, o desenvolvimento ¢ exatamente

o mesmo que no caso A = 0. Assim, o termo extra é dada por

1
g/ Tr{e“/\eb/\ecPa[Pb,Pc] + w “/\eb/\ecJa[Pb,Pc]} : (1.87)
M

Com isso, utilizando as relagoes de comutagao (1.86) e desenvolvendo os mesmos passos
que no caso anterior, a agao da gravitagdo em (1 + 2) dimensoes envolvendo a constante
cosmoldgica é

k A
S = o y B e“”p{ea# (aywpa — 8pwya) + €abce”, (wybwpc — gebyecp> } (1.88)

Da mesma forma que no caso da ac@o (1.74), podemos calcular as equagdes de movi-

mento da nova agao. Variando em relagao a viebein, encontramos o tensor de curvatura

A
Mbwyc - e“bcgeb e, (1.89)

a __ a a a
R, =0w," — 0w, + e w 1€

mostrando que o espaco-tempo deixa de ser plano e torna-se localmente homogéneo com
curvatura proporcional a constante cosmoldgica, A\. A outra equagao de movimento per-
mance a mesma, isto ¢, continuamos sem a presenca de torcao, 7;,, = 0.

E importante destacar que, ao mudarmos as relagdes de comutagao do grupo 150(1,2),
através da adicao da constante cosmoldgica, nés mudamos o grupo de gauge da teoria.
Assim, no caso da constante cosmoldgica positiva, o grupo passa a ser o grupo de de
Sitter, SO(1,3) e, no caso da constante cosmoldgica negativa, o grupo passa a ser anti-
de Sitter, SO(2,2). Logo, o grupo 1SO(1,2) é o grupo de gauge da gravitacdo em 3
dimensoes apenas na situacao em que nao hé a presenca de uma constante cosmologica.
Caso contrario, os grupos sao estes dois mencionados acima, dependendo do sinal de A.

Com isto, encerramos o Capitulo em que evidenciamos a importancia das teorias to-
polégicas, sobretudo em um cendrio gravitacional. Ressaltamos ainda que a referéncia
[35] aborda outros detalhes desta discussao envolvendo Chern-Simons e Relatividade Ge-
ral em trés dimensoes, incluindo um outro método para obter os resultados demonstrados
nesta secao. O proximo passo deste modelo seria desenvolver a sua quantizacao que, como
comentado anteriormente, pode ajudar a elucidar questoes do modelo em 4 dimensoes. O
procedimento de quantizagao da gravitagdo em (142) dimensoes pode ser encontrado nas
referéncias [9][4]. J4 a referéncia [36] aborda outros detalhes da gravitagao 3-dimensional

como, por exemplo, a formulacao Hamiltoniana e modelos massivos.



Capitulo 2

Supersimetria e Supergravidade

2.1 Uma Introducao Alternativa a Supersimetria

O modelo proposto por Gell-Mann [37] e, independentemente, por Ne’eman [38], para
descrever as interagoes fortes, expandia o grupo de simetria SU(2) de isospin isotépico de
Wigner [39] para uma simetria mais ampla, SU(3), de modo a incluir a estranheza entre os
nimeros quanticos. Assim, o modelo era capaz de acoplar particulas com diferentes cargas,
isospin e estranheza, mas com massas muito proximas e idéntico spin em um mesmo
multiplete, que constitui uma representacao irredutivel e unitaria de SU(3). As referéncias
[40][41] apresentam detalhes do modelo Eightfold Way associado & simetria de sabor
SU(3). Com o advento do modelo de quarks por Gell-Mann [42] e, independemente, por
Zweig [43], uma linha de trabalhos, iniciada por B. Sakita [44], levou em conta o cenério
de quarks nao-relativisticos e introduziu a possibilidade de estender a simetria SU(3),
agora considerando o triplete de quarks, para o grupo SU(6), de modo que particulas de
diferentes spins pudessem ser agrupadas em multipletes de maior dimensionalidade, como
o singlete e octeto de mésons vetoriais e mésons pseudoescalares.

Conforme discutido na referéncia [45], o teorema de Coleman-Mandula [46] assegura
que nao ¢ possivel combinar os geradores do grupo de Poincaré com os geradores de uma
simetria interna de uma forma nao-trivial. Isto é, a tinica algebra de Lie possivel é aquela
em que os geradores da simetria interna comutem com os do grupo de Poincaré. Dessa
maneira, seria impossivel implementar a simetria mista SU(6), interna e espago-temporal,
por incluir geradores de spin, na Teoria Quantica de Campos.

No entanto, este teorema pode ser contornado através da generalizacao da dlgebra de

41
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Lie, que envolve a inclusao de geradores que satisfacam relagoes de anti-comutacao. Desta
forma, o subgrupo bosonico ainda seria controlado pelo teorema de Coleman-Mandula,
porém suas relacoes de comutacao com os geradores fermionicos passam a ser nao-triviais.
Estes geradores fermionicos dao origem a uma simetria que agrega bésons e férmions em
um multiplete tinico - o supermultiplete - sendo denominada Supersimetria. Além disso,
a algebra formada pelo anti-comutador dos geradores fermionicos com os geradores das
simetrias internas e do grupo de Poincaré forma a chamada algebra de Lie generalizada
ou graduada (Graded Lie Algebra) [47][48] [49].

O objetivo desta secao ¢ introduzir a Supersimetria através de uma abordagem mais
fundamental, intrinsecamente associada a simetria conforme, que opera no regime de
altas energias, uma vez que uma teoria sem particulas massivas e com constantes de
acoplamento adimensionais possui simetria conforme [50]. O nosso ponto de vista, nao
correntemente adotado, é desvincular a Supersimetria daquilo que sao realmente os mode-
los de quebra da Supersimetria. O nosso objetivo é localizar a origem da Supersimetria.
Parceiros supersimétricos, suas massas e sua aparicao em escalas de energia dos acele-
radores em operagao atualmente é uma questao ligada a mecanismos de quebra, e nao
estao na esséncia do que é a Supersimetria. Esta, na nossa abordagem, é tao fundamental
quanto é a simetria conforme no regime de energias assintoticamente altas. E isto faz
uma grande diferenca. Ao longo das sub-secoes, discutiremos a importancia dos espinores
para a Fisica, evidenciando sua relagao com o espago-tempo e com o cone-de-luz. Baseado
na fundamentalidade dos espinores, vamos discutir a introducao de uma transformacao
com parametro espinorial e obter a algebra das transformacoes de um campo escalar e
um campo espinorial. Com isto, poderemos perceber que a algebra resultante é a mesma
obtida através da evasao do teorema de Coleman-Mandula. Assim, a Supersimetria nao
se resume a uma busca por um grupo estendido de transformacoes que agrupa particulas
de diferentes spins em um mesmo multiplete, e sim a uma consequéncia direta da funda-
mentalidade dos espinores no que diz respeito as isometrias do espaco-tempo e a estrutura

causal deste mesmo espaco-tempo.

2.1.1 O Cone-de-Luz e o Grupo Conforme

Na estrutura do espaco-tempo de Minkowski e da Relatividade Restrita, existe um

objeto chamado cone-de-luz que exerce um papel fundamental para que a teoria possa
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descrever processos fisicos levando em conta a causalidade. O cone-de-luz é uma hiper-
superficie formada pelo conjunto de todos os vetores tipo-luz em relagao a um ponto
especifico do espago-tempo [24] e pode ser estabelecido em todo e qualquer ponto do
espaco-tempo. O cone-de-luz de um determinado ponto divide o espaco-tempo em trés
regices distintas: parte superior (chamada de futuro), parte inferior (chamada de passado)
e na regiao exterior.

A importancia de tal definicao reside no fato de que é através desta estrutura que
estabelecemos a causalidade, que é um dos principios mais fundamentais da natureza.
Assim, um evento que ocorra em um determinado ponto A estabelece relacées de causa e
efeito com qualquer evento dentro ou na superficie de seu cone. No entanto, este mesmo
evento A nao pode desenvolver estas relagoes causais com pontos no exterior do cone.
Desta forma, definimos as regioes causalmente acessiveis a este ponto.

Seja neste ponto A ou em qualquer outro ponto do espago-tempo de Minkowski, é
necessario garantir que as suas regioes nao-causais em um dado referencial nao possam
se transformar, por uma simples troca de coordenadas, em regioes causais ou vice-versa.
Desta forma, estamos tornando univoca a nossa estrutura de causalidade, sem que haja
mistura das regides tipo-tempo, tipo-espaco e tipo-luz. Este é um procedimento ne-
cessdrio, pois a quantizacao dos campos requer o principio da microcausalidade [26].

Isto posto, torna-se fundamental encontrar o conjunto de transformacoes mais geral
possivel que preserve a estrutura do cone-de-luz do espago-tempo. Matematicamente, a

definicao do cone-de-luz no espaco de Minkowski é dada por

ds® = ndatds” =0 (2.1)
em que 7, ¢ a métrica do espago. Tomando o cone-de-luz em um novo referencial

ds”? =, da™dz"” =0 , (2.2)

precisamos encontrar qual o conjunto mais geral possivel de transformacoes que levam
da equacdo (2.2) de volta na sua forma original (2.1), isto é, que deixam o cone-de-luz

invariante. Assim, vamos considerar a seguinte transformacao
/
2 = ot 4 () (2.3)

e sua derivada

D™ = 0" + 0,8"(x) = o+ 0.8 (x) (2.4)
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em que () é um vetor infinitesimal e pode representar qualquer uma das transformagoes
que deixam o cone-de-luz invariante.

Fazendo uma transformagao geral de coordenadas no cone-de-luz definido pela equacao

(2.2)
ox'"  0x"
d8,2 = nw,%dx 8:5)‘ dxA =0. (25)

Substituindo a rela¢do (2.4) na equacao (2.5) e considerando apenas os termos de

primeira ordem
ds” = (5“,6 + 3,@“(3:)) dz"” ((VA + 8A§”(x)) dz* =0,
ds”? = n,,dtdz” + (&,éu + QL&,) dz*dx” +9(€*) =0 .
—_——

Portanto, para que a igualdade seja satisfeita, devemos ter

(&,Su + 8M§V> dxtdz” =0 . (2.6)

Como o termo da*dz” na equagao (2.6) é simétrico, isso significa que o termo 0,&, +
0,&, também deve ser simétrico, uma vez que a parte anti-simétrica é automaticamente
zero. Além disso, devemos lembrar que uma matriz simétrica M, em um espago N-

dimensional, pode ser decomposta em
— 1
M, =M, + N(SM,,TTM , (2.7)

em que MW é uma matriz simétrica de trago nulo e TrM é o traco da matriz M. No

espago de Minkowski em 4 dimensoes, a equacao (2.7) fica
— 1
M, =M, + ZHWTTM . (2.8)

Assim, tomando M,, = 9,§ + 0,§, e substituindo a decomposi¢ao dessa matriz

simétrica (2.8) na equagao (2.6)

— 1
(MW + anTTM) dztdz” =0 . (2.9)

O segundo termo da equac@o (2.9) contém a estrutura do cone-de-luz, n,,dz"dx",
que é automaticamente zero. Dessa forma, na equagao (2.6), o termo nulo nao deve ser
0,&, + 0,&,, mas sim sua parte simétrica de traco nulo, WW. E importante destacar que

isto se deve ao fato de que o termo dx*dz” é simétrico e de traco nulo. Logo,

1
a,ugu + auf,u - szj&zf” =0. (2'10)
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Esta equagao fornece as isometrias do cone-de-luz e é chamada de equacao tipo-Killing
conforme. Ou seja, é a equagao (2.10) que devemos resolver para determinar o conjunto
mais geral possivel de transformacoes locais que deixam o cone-de-luz invariante. A

solugdo geral dessa equagao tipo-Killing conforme (2.10) é dada por [47]
E(x) = e + Wt a¥ + At + a'a? — 22ta’z,, . (2.11)

Esta solucao (2.11), vélida para dimensoes D > 2, é chamada de transformacao con-
forme e inclui as translacoes, transformagcoes de Lorentz, dilatagoes e um termo quadratico
em z, chamado de boosts conformes, cujos paramétros correspondentes sao, respectiva-
mente, €, w" , \ e a*, totalizando 15 componentes em 4 dimensoes. Além disso, estas
quatro transformacgoes, combinadas na equacao (2.11), formam um grupo de simetria
chamado grupo de simetria conforme.

Este grupo de simetria é utilizado na Fisica de Altas Energias, com diversas aplicagoes
em diferentes campos, tais como as Teorias de Campo Conforme, Teoria de Cordas, Gra-
vitagdo, Supergravidade. A importancia da simetria conforme e suas diversas aplicagoes
na Fisica s@o discutidas nas referéncias [51][52]. Além disso, a correspondéncia das
Teorias de Campos Conformes com as teorias de gravidade em espacgos de Anti-de Sit-
ter, conhecida como correspondéncia AdS/CFT, desempenha um importante papel no
entendimento da Teoria de Cordas. Uma revisao sobre esta correspondéncia pode ser
encontrada nas referéncias [47][53].

Com isso, concluimos que o grupo conforme é o grupo de simetrias do cone-de-luz no
espaco de Minkowski. Em outras palavras, o grupo conforme esta diretamente vinculado

aos cones-de-luz da Relatividade Restrista.

2.1.2 O Espinor como um Objeto Fundamental

Na subse¢ao anterior, vimos que as transformagcoes mais gerais que deixam o cone-de-
luz invariante sdo compostas por parametros escalares, vetoriais e tensoriais (2.11). No
entanto, esses objetos matematicos nao sao as quantidades mais basicas do espago-tempo,
isto é, eles podem ser formados a partir de outra entidade mais fundamental, que sao
os espinores. O objetivo desta subsecao é justamente levantar tal discussao em torno da
fundamentalidade dos espinores.

Conforme discutido na referéncia [54], para cada tensor de rank k, existe um espinor
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de rank 2k correspondente, de modo que um quadri-vetor pode ser construido a partir de
espinores e das matrizes de Pauli. As combinacOes entre espinores e as matrizes de Pauli
também sao capazes de produzir escalares, pseudo-escalares, pseudo-vetores e tensores de
Lorentz [55]. Logo, é possivel formar qualquer quantidade das representacoes do grupo de
Lorentz a partir dos espinores. Além disso, também é possivel construir as coordenadas
de um ponto especifico do espaco-tempo através da combinagao de um espinor x com as
matrizes de Pauli do tipo z; = xTo;x. Assim sendo, um conjunto de espinores é capaz de
originar as coordenadas de todos os pontos do espaco-tempo.

Uma outra relacao intrinseca entre o espinor e os vetores do espago-tempo é dada pela
conexao do grupo de transformacao dos espinores, SU(2), com o grupo de rotagoes do
espago euclidiano, SO(3), que é um subgrupo do grupo de Lorentz. Conforme discutido
nas referéncias [23][54][56], os grupos SU(2) e SO(3) sao localmente isomoérficos. Em
outras palavras, a dlgebra de Lie do grupo SU(2) é idéntica a do SO(3), implicando que
estes dois sao 0 mesmo grupo no limite de transformagoes infinitesimais. Do ponto de vista
global, conforme demonstrado por um teorema na referéncia [57], existe uma relacao de
homomorfismo entre os dois grupos, pois existem dois elementos de SU(2) correspondendo
a cada elemento de SO(3). Além disso, tomando uma combinagao entre a matriz de Pauli

00

o; e as matrizes de transformagao do SU(2), U = es , podemos combina-las, de modo

a7 T 7
Ulo,U = (629"‘”) of} (62€j‘7j> = (5ik — ‘9j€z‘jk>0k 3 (2.12)

em que tomamos a expansao do grupo até a primeira ordem. Por outro lado, como o

que

grupo SO(3) é isomorfico ao SU(2) em transformagoes infinitesimais, eles terao o mesmo
parametro de transformacao ¢;, de modo que tomando a versao infinitesimal do grupo
SO(3) ¢ dada por

R=e"%% = Ry = 0y — Osein (2.13)

em que G; é o gerador do grupo SO(3) em uma representacao genérica e irredutivel.

Assim, substituindo (2.13) na equacao (2.12), encontramos
UTO'Z‘U = Rijaj . (214)

Portanto, a equacao (2.14) mostra que podemos obter o grupo de rotagdes do espago
euclidiano a partir da matriz de transformacao do SU(2) e das matrizes de Pauli, eviden-

ciando outra relacao do espago-tempo com os spinors.
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Do ponto de vista quantico, um sistema de spins composto por duas particulas com
spins s; e S, forma um novo autoestado que estd associado a um novo espago de Hil-
bert. Por sua vez, os estados de base do novo espaco de Hilbert sao construidos a partir
dos autoestados das particulas originais, ou seja, seus estados de base sao combinagoes
entre os autoestados originais. Assim, este novo espaco é formado pelo produto tensorial
dos espacos de Hilbert das duas particulas originais. Logo, podemos representar nosso
sistema de spins envolvendo duas particulas em termos dos autoestados dos operadores
das particulas originais ou através dos autoestados do novo operador, que vive no novo

espaco de Hilbert. Desta forma, nosso sistema é descrito por
|31 ) m51> & |S2 ) m82> = |31 +S2, m81+82> ©...0 | |82 - 81| ) m|82—81\> . (2'15)

Assim, tomando o caso particular em que s; = so = %, os autoestados do novo espaco

de Hilbert serao dados por
’1/2, m1/2>®|1/2, m1/2>:‘1, m1>@\0, 0> . (216)

Considerando que valores tomados pelo nimero quantico my sao m; = —1,0,1, con-
cluimos que um sistema de spin constituido por dois estados de spin %, da origem a trés
diferentes estados do spin 1 e um estado de spin 0. Assim, a composicao de um sistema
formado por particulas de spin %, origina particulas de spin 1 e spin 0. De forma geral,
particulas de spin % podem construir sistema composto de todos os possiveis spins inteiros
ou semi-inteiros [23]. No entanto, vale ressaltar que o inverso nao se aplica, isto é, nao
podemos obter particulas de spin % a partir de sistemas formados por particulas de spin
1 e spin 0.

Um exemplo que ressalta o quao fundamentais sao os espinores pode ser encontrado
na formulagao do Modelo-Padrao da Fisica de Particulas, através dos quarks. Os quarks
sao férmions de spin %, cujas combinagoes entre eles e os antiquarks tém a capacidade de
gerar todos os mésons e os barions catalogados pela Fisica de Particulas e agrupados num
esquema conhecido como Eightfold Way [41]. Assim, a estrutura espinorial dos quarks
estd por tras de todos os hadrons (mésons e barions) do modelo padrao.

Estes argumentos apresentados sugerem que a estrutura fundamental para descrever
a natureza é a estrutura espinorial e que as outras quantidades matematicas e a propria
fisica derivam desta estrutura espinorial. Tendo isso em vista, podemos nos questionar

se os quatro parametros do grupo conforme, dado pela equagao (2.11), também possuem



2.1 Uma Introducao Alternativa a Supersimetria 48

uma origem espinorial, ou seja, se eles podem ser escritos em termos de combinagoes de
espinores.

Os quatro parametros que compoem o grupo conforme sao quantidades bosonicas,
pois eles sao a solugao de uma equacgao de cardter bosonico, que é a equacao tipo-Killing
conforme (2.10). Assim, se buscamos uma estrutura espinorial para formar estes quatro
parametros, entao precisamos modificar a equagao tipo-Killing conforme bosénica (2.10),
de modo a obter uma equacao tipo-Killing conforme com carater fermionico.

Como precisamos preservar a estrutura matematica da equacao (2.10), podemos nos
basear na equagao de Dirac sem massa, ¢y*0, ¥ = 0, para encontrar a equacao fermionica
correspondente. Através disso, podemos propor que a equagao tipo-Killing conforme com

carater fermionico é dada por

1
(’yu&, + 7,0, — 577W’y,ﬁ"‘> U(z)=0. (2.17)

Agora, temos uma equacao tipo-Killing conforme de carater fermionico escrita em
termos de um espinor, em vez do vetor £#. A equagao (2.17) possui o mesmo papel que
a equacao (2.10) e o espinor ¥(z) faz o papel do vetor de Killing conforme * nesta nova
equacao.

Para encontrar a forma do espinor ¥(x) podemos multiplicar a matriz v* pela esquerda
da equagao (2.17). Além disso, utilizando a élgebra de Clifford destas matrizes {y*,7"} =
2n* . podemos reescrever a equagao (2.17) como

0,0 (x) = 2" B, (r) (2.18)

Derivando ambos os lados da equacao (2.18) por 0" e lembrando que O = 7"v*0,0,,
encontramos

Ov = imxp(x) — OU(z) =0 . (2.19)

Multiplicando ambos os lados da equagao (2.18) por 420y e usando a 4lgebra de Clifford

das matrizes y* temos
1 1
YN0,V () = 577);8)\ (vuau\lf(x)> W Y030,V () | (2.20)
N—————
0

em que usamos o resultado (2.19) no segundo termo da equagao (2.20). Logo, a partir da
equacao (2.20), encontramos que

71050,V (x) = %ykﬁya,\\ll(x) — 70,0,V (2) =0 . (2.21)
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Por fim, derivando ambos os lados da equagao (2.18) por 0y, temos

050, U (z) = }L%aA (7"0”\1/@)) - }1% (yuﬁAﬁuﬁl(m)) . (2.22)

Por ltimo, utilizando o resultado (2.21) na expressao (2.22), verificamos que o espinor

U(z) da equagao (2.17) satisfaz a seguinte equacao
o, (x) =0, (2.23)

indicando que ¥(z) é no méximo linear nas coordenadas do espago-tempo, z#. Assim, a

solugdo mais geral da equagao tipo-Killing (2.17) é dada por
V() = o + ix,y"Pr (2.24)

em que 9 e 1 sao espinores constantes.

Espinores de Majorana obedecem a uma condicao de realidade [58][59]. Assim, qual-
quer 4-vetor do espago-tempo de Minkowski pode ser construido a partir destes espinores,
pois eles asseguram a realidade do objeto formado. Logo, podemos escrever o proprio
vetor de Killing (2.11) como uma combinacao de dois espinores de Majorana, e ¥, que

passam a ser os objetos fundamentais do cone-de-luz
= iUk (2.25)

em que ¥ é chamado de espinor adjunto e é definido da seguinte forma: ¥ = Wt~0,
Como os espinores de Majorana [ e W estao por tras do vetor de Killing &*, os

mesmos também estao por tras dos 15 parametros do grupo conforme. Assim, precisamos

encontrar as combinagoes de e U que geram os parametros ¢, w* , A e a”. Tomando o

espinor 5 com a forma (2.24) e substituindo na equagao (2.25), ficamos com
H= z(% — ix,,%v”) ola (ﬁo + ixxv’\ﬁl) : (2.26)

Para que haja uma equivaléncia entre as equagoes (2.11) e (2.26), precisamos reescrever

a equagao (2.26), de modo a deixar explicito

(

Um vetor independete de z#

Um objeto de dois indices do espago-tempo multiplicado por z*

Um escalar multiplicado por x*

2

e Um vetor ¢* multiplicado por % e um termo do tipo a¢” multiplicado por z,z*
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Fazendo o produto distributivo na equacao (2.26), temos
S i(%V“ﬁo + iboV Ty B — iz 1y By + %EVVV%WA&) : (2.27)

O primeiro termo da equagao (2.27) fornece um vetor de Lorentz independente de x*.

Assim, ele pode ser identificado como o parametro das translacoes
e* = ioy" By - (2.28)

Trabalhando com o segundo e o terceiro termo da equagao (2.27), podemos usar a

expressao yHy¥ = nt" + %[7“, 7*] para reescrevé-los como

— oy ey B+, Py By = ot (—%61 +Eﬁo) +%wy (—%W‘, VBi+ 7“]%) :

(2.29)

Como as matrizes § e ¥ sao matrizes de Majorana, podemos aplicar a seguinte pro-
priedade na equagao (2.29)

D1y By = Boy" v (2.30)

Com isso, podemos reescrever a expressao (2.29) como
oy aay B+, Py o = o (—%ﬁl +Eﬁo) + %xy (—%[’y“, 7181+ Bo[7", 7”]%) :
(2.31)
Visto isso, conseguimos rearranjar os termos da equacgao (2.26), de modo que a equagao
(2.31) contém um objeto de dois indices do espago-tempo multiplicado por x, e um escalar

multiplicado por x*. Assim, podemos identificar os parametros das transformagoes de

Lorentz e das dilatagoes, reescritos em termos de espinores, respectivamentes como
W =~y (v“v” - 7”7“) B+ %(7“7” - 7”7“) s (2.32)

=~ +P1fo - (2.33)

Por fim, precisamos tornar explicita a forma dos boosts conformes na equagao (2.27).

Aplicando a algebra de Clifford no tdltimo termo do lado direito desta equacao, temos
i, 2D Y Y By = im0 By — imaay Y B (2.34)

O produto das matrizes v*+* pode ser reescrito como a soma da combinacao simétrica

e anti-simétrica destas matrizes. Como o termo x,x) é simétrico, isto significa que a parte
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antissimétrica desta combinacao é nula. Logo, este produto pode ser reescrito em fungao
apenas da sua combinacdo simétrica, de modo que a equagao (2.34) fica

) — N — 1 — 3,
= 20z, 1y B — iy YAy By — Zixuxw#v VB (2.35)

Para o produto das trés matrizes v, podemos usar a identidade
VA =y = — e Ay (2.36)

Novamente, como o termo x,x, ¢ simétrico, ao substituirmos a identidade (2.36) na
equacao (2.35), o tiltimo termo da equacao (2.36) serd nulo, pois o tensor €7 é totalmente
antissimétrico. Além disso, como estamos trabalhando com espinores de Majorana, vale

a seguinte relacao Uy*f = —fB~y*W. Com estas consideracoes, ficamos com
iz, TN Y VB = 2im,at iy By — ma iy By

iz, ALY Y By = —2ix, " By Yy + T3V By (2.37)

Portanto, conseguimos reescrever o termo iz, 17’ y*y* 1 de modo a explicitar um
vetor multiplicado por z? e outro termo multiplicado por z,z#. A partir disto, podemos

identificar os boosts conformes como

a" = By (2.38)

Assim, fizemos uma completa identificagao dos parametros do grupo conforme em
termos de espinores tipo-Majorana, formados a partir da equacao tipo-Killing conforme
(2.26). Portanto, existem espinores por tras do grupo conforme, os quais se combinam

para formar todos os seus parametros.

2.1.3 Uma Simetria entre Bosons e Férmions

Na subsecao anterior, mostramos que existe uma estrutura fermionica por tras do
grupo conforme com os parametros de transformagao do grupo sendo formados por espi-
nores. Quando escrevemos o vetor de Killing conforme £ em termos de espinores (2.25),
levamos os espinores para uma representacao no espaco das coordenadas. Na Teoria
de Campos, todas as simetrias internas sao introduzidas no espaco de configuracao dos
campos, através de parametros bosonicos e qualquer simetria pode ser escrita em ter-

mos da representacao dos campos. Por exemplo, a simetria interna U(1) de parametro
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escalar é implementada na Eletrodinamica Quantica, QFD, no espaco dos campos como
U — €9, Assim, se os espinores sdo as quantidades fundamentais da Natureza, ori-
ginando as coordenadas do espaco-tempo e até proprias simetrias deste espago-tempo,
podemos nos questionar se podemos leva-los para o espago de configuracao dos campos,
através de parametros espinoriais associados a uma nova simetria. Tendo isso em vista,
estamos baseando-nos na abordagem tradicional da Teoria Quantica de Campos, mas
desta vez utilizando um parametro fermionico.

Portanto, a nossa proposicao é entender as consequéncias que encontrariamos na
acao de uma Teoria de Campos, caso o parametro de transformacao fosse de natureza
fermionica.

A estrutura dos grupos de Lie é uma peca essencial na Fisica das Interagoes Fun-
damentais. Grupos de Lie sao grupos que dependem de parametros reais que variam
continuamente e ¢é através deles que implementamos as simetrias e descrevemos as in-
teragoes na Teoria de Campos [60]. Um exemplo destes grupos é o grupo de Lorentz. Em
uma dada representagao R deste grupo, um campo genérico x* transforma-se de acordo

com a seguinte lei de transformacao [23]
e Y o
b

em que Jj” sao os geradores do grupo de Lorentz na representagao R e 6, os parametros

da transformac@o. A versdo infinitesimal desta transformacao (2.39) é dada por

Sy = _% <9WJg”) X (2.40)
b

’

E importante destacar que os indices (u,v) dos geradores sao referentes ao grupo de
Lie em questdo, que neste caso é o grupo de Lorentz, e os indices (a,b) sdo os indices
matriciais de uma determinada representagao R. As referéncias [26][60][61][20] forne-
cem mais detalhes a respeito dos grupos de Lie. Uma abordagem mais técnica pode ser
encontrada na referéncia [27].

Assim, seguindo o procedimento utilizado nas Teorias de Gauge, para implementar
uma simetria de parametro de transformagao espinorial, €, via grupos de Lie, precisamos
assegurar que esse parametro seja real. Logo, o parametro ¢ deve ser um férmion de
Majorana. Além disso, como os geradores dos grupos de Lie tém o mesmo cardter que

os parametros, o gerador da transformacao deve ter indice fermionico, de modo que a
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transformagao infinitesimal (2.40) para o caso de uma simetria continua de parametro
fermionico fica

d campo = i(e*Q,) campo (2.41)

Para obtermos uma melhor compreensao a respeito das caracteristicas desta trans-

formagao, vamos considerar a transformagao de campo escalar real bosonico ¢ de spin 0

e a de um campo fermionico de Majorana ¥, com spin % Uma condigao fundamental
que a transformacao (2.41) deve respeitar é a covariancia de Lorentz, isto é, ambos os
lados da equacao devem possuir os mesmos indices livres. Assim, considerando o caso
de uma transformacao do campo escalar bosonico, d®, como o parametro é fermionico,
devemos ter um campo fermionico do lado direito da equagao (2.41), de modo a assegurar

a covariancia de Lorentz. Logo, a transformacao infinitesimal fica

(2.42)

Portanto, a transformacao de um campo bosonico, 0P, nao envolve outro campo
bosonico, como é comum nas transformagoes das Teorias de Campos, mas sim um campo
fermionico ¥ de spin %

Além disso, podemos obter a transformacao do campo fermionico, 0W¥,, por meio da
mesma argumentacao. Assim, para que o produto tensorial entre o parametro espinorial
e o campo resulte num férmion de spin %, o campo do lado direito deve ser um bdson.

Logo, a transformagao 0¥, é dada por

00, = i(67")a0,D | . (2.43)

O fator ¢ garante que o termo do lado direito também é um espinor de Majorana e a
derivada do campo escalar é introduzida para que ambos os lados da equacao possuam a
dimensao canonica.

Portanto, uma simetria de parametro fermionico gera as seguintes transformagoes para
os campos ¥V, e ¢

0V, = i(e9")a 0,9,
0P = e, 0.

(2.44)

Com isso, esta nova simetria possui um carater diferente das outras simetrias utili-
zadas nas Teorias de Gauge. Agora, a transformacao de um campo fermionico origina
campo bosonico, assim como a transformagao de um campo bosonico resulta num campo

fermionico. Logo, esta nova simetria mistura férmions e bdsons.
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Levando a ideia da fundamentalidade dos espinores ao formalismo da Teoria de Cam-
pos, realizamos um novo tipo de transformacao em termos de um parametro fermionico,
cuja consequencia é que a sua simetria associada mistura bdsons e férmions em um mesmo
multiplete, relacionando cada bdson a um férmion correspondente e vice-versa. Esta nova
simetria é conhecida como Supersimetria. Assim, os campos ¥, e ® sao chamados de
parceiros supersimétricos e suas transformagoes, (2.44), sdo chamadas de transformagoes
supersimétricas.

E importante destacar que a construcao da Supersimetria envolvendo um campo es-
calar ® e um campo fermionico ¥, tem o objetivo de simplesmente ilustrar um caso
simples da Supersimetria no espaco dos campos. No entanto, esta construcao pode ser
estendida para outros conjuntos de campos com diferentes spins, através da introdugao
do superespaco e do supercampo. Uma introducgao a estes conceitos pode ser encontrada
nas referéncias [62][63].

Definida a caracteristica das transformacoes da Supersimetria, o préximo passo é a
obtencao de sua algebra, o que serd feito na subsegao seguinte. Assim, a partir disto,
estabeleceremos sua conexao com o grupo conforme e, consequentemente, com o cone-de-

luz.

2.14 A Algebra da Supersimetria

As interagoes fundamentais sao descritas em termos de simetrias que possuem uma
importante propriedade que é a algebra dos geradores. Esta propriedade é fundamental,
pois é através dela que garantimos que os geradores da simetria formem um grupo, isto
é, garantimos que a simetria seja completamente implementada em uma teoria. Assim, o
objetivo desta subsecao ¢é proceder de modo andlogo as Teorias de Gauge e encontrar a
algebra da Supersimetria, que esta codificada em relagoes de comutacao e anticomutagao
dos geradores.

A abordagem que sera utilizada para encontrar a algebra da Supersimetria também
pode ser utilizada, por exemplo, para encontrar a algebra associada aos geradores do
grupo SU(2), assim como demonstrado na referéncia [64]. Desse modo, vamos calcu-

lar o comutador de duas transformacoes de Supersimetria do campo escalar ®. Logo,
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considerando as equagoes (2.44) e omitindo seus indices, teremos

5251(13 == i€17“8ﬂ<1)€2,

(2.45)
5152@ = i@g’Y“aM(DEl.
Assim, o comutador das duas transformacoes fica
[52, (51](1) == 2(9#@ <€1’)/’u62 - 62’)/“61) . (246)

Como os parametros €; e € sao férmions de Majorana, podemos escrever €xyte; =

—€17" €9, de modo que a equagao (2.46) fica
[(52, 51](13 = 22.((9M<I>)€1’)/M62 . (247)

E importante notar que o termo éy*e; é um vetor sob transformagoes de Lorentz.

Assim, podemos identifica-lo como £ = 2€;v* €. Logo,

(63, 01]® = €(i0, )] . (2.48)

Como i0,, = P, é o gerador das translagoes, a equacao (2.48) mostra que o comutador
de duas supersimetrias corresponde a uma translacao infinitesimal, cujo parametro é &*.
Portanto, a dlgebra da Supersimetria precisa das translagoes para ser fechada. A partir
do resultado (2.48), iremos introduzir o conceito de Supergravidade na préxima segao.

Assim como mostrado na referéncia [64], no caso do grupo SU(2), o comutador de
dois geradores atuando num campo produz um terceiro gerador de SU(2) atuando no
mesmo campo, caracterizando completamente a sua algebra. No caso da Supersimetria,
o comutador de duas transformagoes produziu uma translagao (2.48), implicando que
a algebra da Supersimetria nao estd completamente estabelecida. Desta forma, torna-se
necessario calcular o comutador entre uma translagao e uma transformagao supersimétrica
atuando num campo ® e o comutador entre duas translagoes. Comecando pelo primeiro

deles, obtemos
[05(€), :(§)] P = 65(€)0:(§) D — 0¢()ds(€)P (2.49)
Considerando que 0;(§)® = i€#0, P e as transformacoes (2.44), o comutador (2.49) fica

8.(€). 8,(£)) = i€"0,(6aT) — ea(i€"0, 17 . (2.50)

Como £"0,, nao ¢ um objeto fermidnico, sua comutac¢ao com o parametro espinorial

€, € trivial. Com isso, fazendo essa comutagao,

[05(€), 0¢(&)] 2 =0 . (2.51)
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Assim, as transformacoes de Supersimetria e de translacao comutam. Por fim, preci-
samos verificar a comutagao de duas translagdes. Logo, considerando novamente 6,(§)® =

i£"0,®, temos

[0:(&2), 0:(£1)]P = I (if{‘@,ﬂ>> — 01 (ifg@ucb) =1i&'0, (ifg’&,@) —i&50, (z{’l’ﬁy@> .
(2.52)
Uma vez que os parametros &5 e 1" sdo bosonicos, eles comutam entre si. Além disso,
como os indices do tltimo termo da equagao (2.52) sdo mudos, podemos trocé-los, de

modo que obtemos

[0¢(€2), 0:(&1)]® =0 . (2.53)

Portanto, os resultados (2.48), (2.51) e (2.53) constituem a dlgebra da Supersimetria,
mostrando que as translagoes sao necessarias para que a algebra seja fechada. Esta algebra
pode ser reescrita em termos dos geradores da Supersimetria. Para tanto, vamos nos
inspirar no procedimento adotado nos grupos de Lie, nos quais tomamos o comutador
[i01J,1605.J] para obter a algebra em termos dos geradores. A partir do resultado (2.48), o

comutador deve ser dado por
(€5 Qp, 167 Qa)® = £ P, . (2.54)
Abrindo o comutador do lado esquerdo da equagao (2.54), temos
(i€, Qs i€ Qa]® = — (e@czﬁma - e?QaeQQﬂ) P (2.55)

Como os parametros e os geradores sao espinores de Majorana, podemos usar as
seguintes propriedades: €@, = Q€7 e e?ég = —@5 ef. Além disso, como Q,Qs = QsQu,

o comutador em termos dos geradores (2.55) fica dado por

[ZEgQﬁa ZE?Q&](I) = —€ <Qa@g + @BQa) 6?(1) )

60 Q10 = ~((Qn Qe )0 (2.56)
Anteriormente, haviamos tomado a seguinte definicao: &* = 2€,7y*e;. Assim, rees-

crevendo esta definigdo como &* = —2éyy*€; e comparando as equagoes (2.54) e (2.56),

encontramos que o anticomutador entre dois geradores da Supersimetria é dada por

{Qa, @s} = 2i(1") a0, | - (2.57)
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Podemos repetir este mesmo procedimento nas equagoes (2.51) e (2.53) para reescreve-
las em termos dos geradores. Com isso, a dlgebra da Supersimetria A/ = 1 (com um tnico

gerador espinorial) é dada por

{Qas Qs} = 2i(7*)ap 0,
{Qa, Qs} =0, (2.58)
[Qow PM] =0.

A 4lgebra da Supersimetria (2.58) envolve as translagoes, o que significa que a Super-
simetria esta conectada ao espaco-tempo. Assim, é possivel construir uma representagao
de particulas para a Supersimetria, tendo em vista que na Teoria de Campos as particulas
sao descritas como representagoes irredutiveis do grupo de Poincaré [65]. Para tanto, é
necessario ampliar a algebra (2.58), de modo a incluir os geradores de Lorentz na algebra.
Repetindo um célculo andlogo ao que foi desenvolvido para determinarmos as equagoes
(2.58) e considerando que os geradores de uma transformacao espinorial sao ZH%’%]’

obtemos a super-dalgebra de Poincaré

( {Qou@ﬁ} = 2i(’7“)a,38u7
{Qon Qﬁ} = 07
[Qm PM] =0,

L [Qom JMV] = % [/y,ua’YV]aﬁ Qﬁa

Portanto, podemos estabelecer a conclusao desta secao. O espinor que é solucao da

(2.59)

equagao tipo-Killing conforme de carater fermionico, dado pela equagdo (2.24), é um
espinor local que origina os parametros de transformagao do grupo conforme. Se este
espinor for constante, a unica transformacao que nao se anula do grupo conforme é a
translagao, dada pela equacao (2.28). Logo, como vimos na subsecao anterior que a Su-
persimetria é originada de uma transformacgao de parametro espinorial constante (global)
e conforme indicado pela algebra (2.59) que duas transformacoes de Supersimetria geram
uma translagao, podemos concluir que as transformacoes de Supersimetria estao direta-
mente conectadas ao grupo conforme. Assim sendo, como o grupo conforme é o grupo
que mantém o cone-de-luz invariante, concluimos que a Supersimetria estda diretamente
vinculada ao cone-de-luz do espago-tempo.

E importante destacar que a superalgebra de Poincaré inclui, além das equagoes (2.59),
as relacoes usuais do grupo de Poincaré. Agora, em posse desta algebra, podemos cons-

truir todo um espectro de particulas associadas a Supersimetria e, através dos operadores
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de Casimir, determinar algumas propriedades importantes que estas particulas dos mul-
tipletes supersimétricos terao.

Assim como discutido nas referéncias [66][67][64], como o gerador de Supersimetria
comuta com o gerador das translagoes, e, portanto, com o operador de Casimir P? = P, P*,
todas as particulas em um mesmo multiplete devem ter a mesma massa. Logo, como nao
observamos na natureza férmions e bdésons com a mesma massa, entao a Supersimetria
deve estar quebrada na escala de energia do LHC ( 10 Tev), para que ela esteja de acordo
com a fenomenologia e, assim, ser implementada na Fisica de Particulas. Nesse sentido,
existem diversos mecanismos para descrever a quebra da Supersimetria. As referéncias
[66][68][64] introduzem e discutem alguns destes modelos existentes.

Por outro lado, o gerador de Supersimetria nao comuta com o operador de Casimir
construido a partir do vetor de Pauli—Lubanski. Assim, as particulas dentro de um mul-
tiplete terao spins diferentes. Por fim, os multipletes da Supersimetria possuem o mesmo
nimero de graus de liberdade de bosons e férmions [69][48]. Os tipos de multipletes da
Supersimetria A/ = 1 s@o apresentados nas referéncias [66][68][67]. Nestas referéncias,
também sao apresentadas as principais caracteristicas e os diversos tipos de multipletes
que estao presentes nas Supersimetrias estendidas, que sao os casos em que os geradores
fermionicos possuem um indice interno, i = 1,2,...N. A possibilidade de se obter uma
Supersimetria estendida a partir da equagao (2.17) serd objeto de estudo em trabalhos
futuros.

Existem diversas motivacoes para abordar a Supersimetria em um cenario de Fisica
de Particulas. Conforme introduzido pelas referéncias [70][71], o Modelo-Padrao pos-
sui diversas questoes que precisam ser resolvidas ou aperfeicoadas. Nesta perspectiva, a
Supersimetria é capaz de fornecer solugoes para algumas destas questoes, como por exem-
plo o problema da hierarquia. As referéncias [66][68] discutem brevemente a respeito da
forma com a qual a Supersimetria é capaz de fornecer solugoes para estas questoes.

No que se refere as Supersimetrias estendidas, elas desenvolvem um importante papel
na unificagao das forgas, uma vez que sao capazes de fornecer multipletes que abrigam
diversos spins, unindo, por exemplo, a gravitacao ao setor de gauge e de matéria. Além
disso, estes modelos ganharam mais importancia, pois foi provado que a Supersimetria

N =4 ¢ finita em todas as ordens da teoria de pertubagao [72].
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2.2 Uma Breve Introducao a Supergravidade

Assim como comentado no final da secao anterior, a Supersimetria pode propor al-
gumas solucoes para os problemas da Fisica de Particulas. Assim, se a Supersimetria
realmente pode ser introduzida neste cendrio, é natural que ela também possa ser in-
troduzida em um contexto envolvendo a gravitacao. Esta combinacao recebe o nome de
Supergravidade e serd o tema de estudo ao longo desta se¢ao, cujo objetivo é propor uma
introducao ao tema, apresentando a forma com a qual ela pode ser obtida, suas principais
caracteristicas e sua relacao com um dos maiores problemas da Fisica Tedrica, que é a

quantizagao da gravidade.

2.2.1 A Supersimetria Local e a Gravidade

Uma das ideias que norteiam a construcao das interacoes fundamentais no Modelo-
Padrao é a simetria de gauge, em que as transformacoes de simetria devem ser locais,
atuando independentemente em cada ponto do espaco-tempo. Neste sentido, podemos nos
inspirar neste principio e questionar quais as consequéncias de termos uma transformagao
de supersimetria local. Desta forma, tornando o parametro fermionico local ¢ — €(x)

na equagao (2.54), temos
[i€2(2)Q, 161 () Q)P = & ()P, D . (2.60)

Assim, o comutador de duas transformacoes de Supersimetria locais corresponde a
uma translacao local, isto é, aos difeomorfismos, que é a simetria da Relatividade Geral.
Portanto, a consequéncia de promovermos a supersimetria a uma versao local é o sur-
gimento da gravidade! A necessidade da gravidade no contexto da Supersimetria local
também pode ser vista através de um procedimento similiar ao discutido no Capitulo
Relatividade Geral Como uma Teoria Topoldgica. Neste sentido, vamos considerar um
modelo simples constituido por um campo escalar real, ®, e seu parceiro supersimétrico,

um férmion de Majorana de spin %, Y

£ = L0,8(x)0"B(x) — LU()y"Byas(a) (2.61)

Sob as transformagoes de Supersimetria globais (2.44), a variacao da lagrangiana

(2.61), omitindo os indices spinoriais, ¢ dada por

5L = % #(ww(:@)a@(@ | (2.62)
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Como a 4-divergéncia se anula na agao, vemos que a lagrangiana (2.61) é invariante sob
as transformagoes (2.44). Por outro lado, promovendo as transformagoes de Supersimetria
(2.44) a um carater local, a variacao da lagrangiana (2.61), a menos de termos envolvendo
4-divergencias, fica

0L = 0 €(z)y'~ " (2)0,P(z) . (2.63)

Assim, precisamos introduzir um campo de gauge para recuperar a invariancia da

lagrangiana (2.61), de modo que o termo extra deve ser do tipo
Ly = —rV,(2)y"y"1(2)0,®(z) , (2.64)

em que x ¢ uma constante de dimensdo [k] = [m™!], necessiria para assegurar que a
dimensao de Ly esteja correta. Com isso, para que este novo termo (2.64) anule a
contribuicao indesejada da equagao (2.63), o campo de gauge ¥, deve possuir a seguinte
lei de transformagao

1
5\:[];1@ == EaHGQ . (265)

Portanto, a lei de transformacao (2.65) mostra-nos que o campo de gauge ¥,, ne-
cessario para recuperar a invariancia do lagrangeano sob transformacgoes de Supersimetria
locais é um campo de spin 3/2. Assim como discutido na se¢ao anterior, na Supersime-
tria NV = 1, cada férmion pertence a um supermultiplete, junto com seu superparceiro
bosonico. Uma vez que nao é possivel introduzir particulas de spin maior que 1 em uma
teoria unitdria e casual que nao contenha a gravidade, o campo de gauge de spin 3/2,
chamado de gravitino, deve ter como parceiro bosonico uma particula de spin 2, ou seja,
o graviton [63][73].

No entanto, a necessidade da inclusao da gravidade neste contexto pode ser tornada
mais explicita. Conforme discutido nas referéncias [66][74][75], a simples introdugao
do termo Ly nao é suficiente para recuperar a invariancia, pois §(£ + Ly) ainda nao
¢ invariante sob transformagoes de supersimetria local. No entanto, o tensor energia-
momento pode ser identificado entre as quantidades remanescentes desta transformacao.
Logo, para que a variagao 6(L+Ly) seja nula, precisamos introduzir uma nova lagrangiana
contendo um campo g, acoplado ao tensor energia-momento. Com isso, a transformacao
supersimétrica deste campo deve ser dg,, ~ fi@,;y,,e. Desta forma, identificamos este
campo g, como o graviton e, assim, verificamos que a Supersimetria local requer a

inclusao da gravidade, sendo, portanto, chamada de Supergravidade.
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Por ltimo, é importante destacarmos que o superparceiro do gravitino deve ser a viel-
bein, pois é através deste formalismo que acoplamos os férmions na gravitacao. Conforme
mencionado anteriormente, o formalismo métrico nao é adequado para a descricao dos

férmions.

2.2.2 A Supergravidade em 4 Dimensoes

Conforme ilustrado nas referéncias [47][76], a vielbein e o gravitino possuem, on-
shell, o mesmo numero de graus de liberdade em 4 dimensoes, de modo que eles sao
suficientes para formar o multiplete de uma Supergravidade A" = 1. Assim, a acao desta
Supergravidade serd formada pela contribuicao da particula de spin 2, dada pelo termo de

Einstein-Hilbert, e pela contribuicao do gravitino, dada pelo termo de Rarita-Schwinger
1 v a i VPO,
S = /d%{ — @ee”ae i b(e,w) + 56“ ’ \IIM%%DPII/U} . (2.66)

E importante destacar que a estrutura do segundo termo garante que o gravitino
seja invariante sob difeomorfismos e transformacoes de Lorentz locais, correspondendo ao
termo de Rarita-Schwinger em espaco curvo. Além disso, o fator 1/2 refere-se ao fato
de que estamos trabalhando com um gravitino-Majorana. Uma discussao a respeito da
construgao desta lagrangiana pode ser encontrada na referéncia [18].

a ab

w,*eWV,,. Como a vielbein e o gravitino ja

A agio (2.66) apresenta trés campos: e?,, w,

formam um supermultiplete, a conexao de spin nao pode introduzir nenhum novo grau de
liberdade, ou seja, ela ndo deve ser um campo independente. A referéncia [74] traz uma
discussao a respeito das diferentes formas de implementar esta exigéncia no tratamento

da agao (2.66), cujas transformagoes de Supersimetria dos campos sao dadas por

o, = 5(e(x)r")p ¥ s,
0V, = LDyea(a), (2.67)

5w,ﬁb = 0.

Além destas transformagoes (2.67), os campos da agao (2.66) também possuem trans-
formagoes sob Lorentz local e difeomorfismo, as quais estao explicitadas na referéncia
[47].

A partir da agao (2.66), podemos obter as equagoes de campo, através do formalismo

de primeira ordem, em que os trés campos sao tomados como independentes. Assim,
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podemos escrever a conexao de spin em termos da vielbein e do gravitino, a partir das
equagoes de campos. Variando a agao em relacao a conexao de spin, a equacao de campo
fica dada por

2
a K a
6,8 : T, =~ T,y W, (2.68)

emque T, * = D,e", —D,e?, éatorgao. Desta forma, vemos que a torgao estéd diretamente
vinculada aos gravitinos.
A partir da equagao (2.68), podemos expressar a conexao de spin em termos da vielbein

e do gravitino. Para tanto, tomando a parte anti-simétrica da equagao (1.31), G[Mecy} +

c —_—

Wi, T, = 0, e a multiplicando por e* e",, obtemos
w v c 1 c c c
€7,€ ba[ﬂe V] + 5 Wab " Whqa | — TMV =0 ) (269)

em que identificamos €2,,° = €¥,e",d),e ,; como o coeficiente de rotacao de Ricci. Fazendo
duas permutagoes ciclicas entre os indices da equagao (2.69) e subtraindo estas duas novas

equagoes de (2.69), encontramos
Weab = Qcab + cha - Qabc - Tcab - Tbca + Tabc . (270)

Assim, substituindo (2.68) na equagao (2.70) e multiplicando por €°,, encontramos a
conexao de spin em termos da vielbein e do gravitino
K? — — —
wuab(e, V) = €°, (Qcab + Qvea — Qabc) + ZGC“ (\IIC%\IIG + V.V, — \I/a%lllb) . (2.11)
Agora, variando (2.66) em relagao a vielbein, obtemos

1 —
8.5 1 Rfy = Se' R = "0 57D, U, | (2.72)

Podemos destacar que o lado direito da equagao (2.72) equivale ao tensor energia-
momento do spin 3/2, sendo a fonte do campo do gravitino. Por fim, variando a agdo em

relacao ao gravitino @M, obtemos a terceira equagao de campo
0uS 1 P57y, D, W, =0 . (2.73)

A matéria pode ser incluida no contexto da Supergravidade através do acoplamento de
outros multipletes supersimétricos. Por exemplo, a referéncia [77] traz o acoplamento do
multiplete de spins (1, 1/2) ao multiplete de Supergravidade (2,3/2). A acao deste modelo

sera dada pela soma entre a contribuicao do multiplete gravitacional e a do multiplete de
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matéria. Assim, o modelo envolve um campo vetorial de spin-1 (o féton), A,, um campo

spinorial de Majorana de spin %, além do gravitino e do graviton. Outro multiplete que
podemos acoplar ao da Supergravidade, é o chamado multiplete quiral de spins (1/2,0).

Além deste exemplo, também é possivel construir o acoplamento entre o multiplete
do gravitino (3/2,1) e o da Supergravidade (2,3/2) [78]. Este novo multiplete formado é
constitufdo pelo graviton, dois gravitinos e um campo de spin-1 (o féton), {e?,, ¥ .0, A, }.
Com isso, este modelo unifica a gravitagao e o eletromagnetismo, com o féton pertencendo
a um multiplete de gauge supersimétrico. Destaca-se ainda que a versao quantica desta
Supergravidade é finita em corregoes de 1-loop [79].

Como este modelo envolve um gravitino adicional, é necessario introduzir uma outra
transformagao de Supersimetria local. Assim, o acoplamento entre (3/2,1) e (2,3/2) pro-
duz uma teoria que possui duas transformagoes de Supersimetrias locais, sendo conhecida
como Supergravidade N' = 2 e que traz duas importantes consequéncias: a unificacao da
gravitagao com o Eletromagnetismo, e a finitude a 1-loop de sua versao quantica. Embora
o modelo seja divergente em loops superiores, ele representa um avanco na tentativa de
formular uma teoria quantica da gravidade completamente finita.

A Supergravidade N = 2 pode ser estendida através de novos acoplamentos de multi-
pletes supersimétricos. Os multipletes que formam a Supergravidade N' = 3 sao (2, 3/2),
2 % (3/2,1) e (1,1/2) e correspondem aos campos {e?,, V!, A’ xo}, em que i = 1,2,3
[80][81]. J& uma Supergravidade N’ = 4 englobard uma quantidade maior de campos,
0s quais correspondem ao graviton, gravitino, campos vetoriais, espinoriais—% e escalares
[82] [83].

Por fim, cabe ressaltar que a extensao maxima da Supergravidade em 4 dimensoes
corresponde ao modelo N/ = 8 [84], que contém todos os casos de supergravidades esten-
didas, e é o favorito para fornecer uma descricao unificada das particulas. O conteido de
campos associados a este modelo é {e, ¥, A, v, P}, correspondendo a 1 graviton, 8 gravi-
tinos, 28 vetores, 56 espinores e 70 escalares. A Supergravidade N’ = 8 pode ser obtida
a partir de uma reducao dimensional de uma Supegravidade N' = 1 em 11 dimensoes,
que é o maior nimero possivel de dimensoes em que uma teoria de Supergravidade pode
ser construida [3][85]. Assim, como esta Supergravidade pode fornecer uma descri¢ao
unificada entre as interacoes e particulas do Modelo-Padrao, ela sera objeto de estudo

na proxima subse¢ao, onde apresentaremos algumas de suas principais caracteristicas e
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introduziremos uma discussao para obtermos um modelo em 10 dimensoes via redugao
dimensional.

Outro aspecto que ressalta a importancia da Supergravidade em 11 dimensoes é que
ela é o limite de baixas energias da chamada Teoria-M, que é um modelo que relaciona

todas as Teorias de Cordas através de dualidades [86].

2.2.3 A Supergravidade em 11 Dimensoes

A razao pela qual 11 dimensoes é o limite maximo para a constru¢ao de uma Super-
gravidade esta diretamente ligada ao spin das particulas envolvidas no modelo. Como os
campos de uma Supergravidade sao determinados pelas representacoes irredutiveis da sua
superalgebra de Poincaré, devemos exigir que os supermultipletes da superalgebra obtidos
via reducao dimensional nao envolvam particulas de spin maior que 2, uma vez que as teo-
rias locais que descrevem estes tipos de particulas ainda nao possuem consisténcia. Logo,
esta condicao limita a quantidade de superalgebras que sao aplicaveis na construgao das
supergravidades, restringindo-as, portanto, a terem no méximo 11 dimensoes [87][88].

O primeiro passo na construcao de qualquer modelo de Supergravidade é determinar
os campos envolvidos. Assim como discutido no comeco desta se¢ao, a Supergravidade é
uma teoria supersimétrica local, a qual requer, on-shell, uma equivaléncia entre o ntimero
de graus de liberdade de férmions e bdsons, além da presenca obrigatéria do graviton
e do gravitino. Em 11 dimensoes, as matrizes de Dirac sao 32 x 32 e o gravitino \ifﬂ&,
que é um campo de Majorana—%, possui 32 x (D — 3)/2 = 128 graus de liberdade. E
importante destacar que o gravitino é tomado como um espinor de Majorana com o
objetivo de assegurar sua realidade. Por outro lado, o gréaviton possui D(D — 3)/2 = 44
graus de liberdade em 11 dimensoes. Logo, diferentemente das 4 dimensoes, o multiplete
da Supergravidade em 11 dimensoes nao pode ser formado apenas pelo graviton e pelo
gravitino, pois precisamos adicionar um novo campo que contenha exatamente os 84 graus

de liberdade ausentes. O objeto que preenche este requisito é uma 3-forma de gauge,

Oﬂ,;ﬁ, que é um objeto totalmente antissimétrico, cujo nimero de graus de liberdade é
( D;Q = 84. Portanto, o multiplete da Supergravidade em 11 dimensoes é formado
por

{é@ﬂ;iﬂd;éﬂﬁﬁ} : (2.74)

Conforme destacado na secao Convengoes no comego desta Dissertacao, os objetos com



2.2 Uma Breve Introducao a Supergravidade 65

chapéu, ~ , indicam que estamos trabalhando em 11 dimensoes. Assim, as coordenadas
f,0,p=0,...10,

,B=1,...32,

=0,...10,

jols

dos campos de (2.74) sao tais que

j=}
[N

Como o campo Cjpp ¢ uma 3-forma de gauge, ele possui uma transformacao abeliana

de gauge envolvendo a um parametro &;;, que ¢ uma 2-forma.

6Chsp = 30lop = Chos = Coasp + Ouop + 0ol + 0pin - (2.75)

avp

A partir da expressao (2.75), podemos definir um field-strength associado, que serd

uma 4-forma totalmente antissimétrica invariante sob a transformacgao (2.75)
Fﬂf,/;& = 248[/10,9’3&] . (276)

Com isso, a acao da Supergravidade em 11 dimensoes serda uma combinagao destas

quantidades e, seguindo as convengoes da referéncia [89], é dada por

S S (TP S LI o VL T rorgh ) (7 5 1o oo
5= 16%@5\1,1) /d v e{R(wH—@ (qjﬂr Uo+12¥ 1770 Fﬁﬁl%A+Fﬁ&/%A _EF,&&;}&F
LE nop G+w\ - 1 . . R
_§\Ifﬂrﬂ‘ le; ( 9 ) \Ilﬁ — é(144>26'“0'“#10F[L0~~ﬂ3Fﬂ4~~ﬂ7cﬂ8-~ﬂ10:| . (277)

A referéncia [58] traz uma discussao mais detalhada a respeito da construgao de cada
um dos termos da agao (2.77).

E importante destacar que as matrizes I''s satisfazem a relacao de anticomutacao usual,
{Te T} = 27 e que estamos utilizando a seguinte notacao: 1@ = [efb... Pl Além
disso, também podemos definir a matriz de quiralidade como sendo I''0 = [0...T9 =
—iT™. Outros detalhes a respeito da algebra espinorial de 11 dimensoes podem ser en-
contrados nas referéncias [89][58].

Na agdo (2.77), a conexdo de Lorentz w,,; € similar & expressao (2.71) escrita em 4

dimensoes

~

b= &, (Qb - Qb> F R (2.78)

[a béa
em que K aab é o tensor da contorsao

Kﬂ&i) = _12_6 { - Eﬁfﬂ&g PPy + 2 (Eﬂfi)\ij& - Eﬂfa@g + Tgﬁ,ﬁﬁ@)} . (2.79)
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Além disso, as quantidades @ﬂég e F avpe serao dadas com o auxilio das equagoes (2.78)

e (2.76), respectivamente, sendo dadas por

R N
B kT (2.80)
A ~ 3.~ A 4
Fﬂlgﬁgf = Fﬂgf)& - §\I/[ﬂl_‘pﬁqf5] (281)

Por fim, ainda cabe ressaltar que as transformagoes supersimétricas que deixam a agao
(2.77) invariante sdo parametrizadas por um espinor de Majorana de 32 componentes, €,

e valem

A

5@‘% = 2D, (W)é + i (fﬁ&kAﬂ _ 81;&’%77[{3)17

i (2.82)

PORA
0eCip = 51V,

Além desta simetria, a lagrangiana da Supergravidade (2.77) também ¢é invariante sob
transformagoes gerais de coordenadas e transformagoes de Lorentz locais, SO(1, 10).

Conforme mencionado no final da subsecdo A Supergravidade em 4 Dimensoes, a
Supegravidade esta diretamente relacionada a Teoria das Supercordas, pois ela representa
o limite de baixas energias destas teorias. Em 10 dimensoes, existem 5 modelos diferentes
de supercordas, os quais se relacionam por meio de dualidades e se agrupam para formar
a Teoria-M, que possui a Supergravidade D = 11 como limite de baixas energias. Dentre
estes 5 modelos, o que possui a ligacdo mais direta com a Supergravidade D = 11 é
a chamada Supergravidade Tipo-IIA, pois ela pode ser construida diretamente através
de uma redugdo dimensional da Supegravidade D = 11 [90][91][92], embora também
existam modelos alternativos que nao utilizem o método de redugido dimensional [93].

Assim, com estas considerangoes, o objetivo da préxima subsecao sera apresentar
alguns detalhes do procedimento para obter-se a Supergravidade Tipo-IIA através de

uma reducao dimensional da Supergravidade N =1, D = 11.

2.2.4 Breves Comentarios sobre Redugao Dimensional

A reducao dimensional apresentada nesta subsegdo estd baseada na referéncia [89]
e serd feita através do formalismo de Scherk-Schwarz, o qual considera que os cam-
pos das dimensoes inferiores nao tenham dependéncia das dimensoes extras. Ao longo

desta subsecao, iremos discutir a respeito deste método reducional e do método da com-
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pactificacao, que é baseado na existéncia de dimensoes extras recurvadas. Embora se-
jam métodos diferentes, eles equivalem-se quando consideramos apenas os modos-zero do
método da compactificacao. Esta equivaléncia serd discutida no proximo Capitulo desta
Dissertacao.

O principio central que norteia a redugao é bastante similar ao utilizado no modelo
de Kaluza-Klein, o qual propoe a existéncia de uma quarta dimensao espacial. Como o
espago-tempo claramente possui apenas 3 dimensoes espaciais estendidas, a quarta di-
mensao espacial precisa ser recurvada. Assim, a compactificacao de uma das coordenadas
da métrica do espago-tempo de 5 dimensoes é capaz de originar, em 4 dimensoes, a
métrica (4-dimensional), um campo vetorial, que corresponde ao f6ton, e um campo es-
calar, que é chamado de dilaton. Ou seja, a existéncia e a compactificagao de uma quarta
dimensao espacial tém como consequéncia o aparecimento dos campos gravitacionais e
eletromagnético (bem como o dilaton) em uma descrigao unificada em (1 + 3) dimensoes,
cuja acao resultante é

—1 -1 e~ V3o 1
= | &z = —— [ duy=g|R+ ——F, F" — 28,00"
Ss e / x\/|gs|Rs = S, 167TG/ x g[R—I— 1w 2@08 o

(2.83)

Nesta lagrangiana, gs; é o determinante da métrica em 5 dimensoes, R5 é o escalar de

Ricci construido a partir da métrica 5-dimensional, g45, € G5 é a constante gravitacional

em 5 dimensoes. Além disso, o = —\/Lg In ¢, representa uma reparametrizacao do dilaton,

¢. Detalhes sobre esta reducao dimensional e outras informacoes sobre o modelo de
Kaluza-Klein podem ser encontrados nas referéncias [18][94].

De forma similar, a décima primeira dimensao deve ser recurvada. Assim, a topologia

da décima primeira dimensao corresponde a um circulo S*, de modo que a sua coordenada

10 — 0

219 que daqui em diante seréd identificada como #'° = z no espaco curvo e ' = y no
espaco plano, torna-se periddica

0<z<2rR, (2.84)

em que R é o raio da dimensdo. Assim, a condi¢ao (2.84) mostra que as fungdes sio
periddicas na direcao z, o que significa que elas podem ser expandidas em séries de Fourier.
Logo, considerando que as coordenadas das 11 dimensoes dividem-se em i = (p, z), um

campo 11-dimensional qualquer, ¢, pode ser escrito em termos da sua expansao de Fourier

n=-+oo

> alar)em (2.85)

A 1
(", z) = Wors:
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A equagao (2.85) separa a décima primeira coordenada das demais, pois os coeficientes
¢n(z#) representam fungoes do espago-tempo 10-dimensional, as quais sdo independentes
da coordenada z'° (nesta notacao, ## = 2°,...,2%). Assim, uma vez que expressamos
os campos 11-dimensionais em termos de campos 10-dimensionais, a reduc¢ao dimensional
é feita substituindo a expansao (2.85) na acao (2.77), gerando um modo-zero ¢g(x), que
representa um campo sem massa, e os modos superiores ¢, (z)(n = 1,2,...), os quais re-
presentam campos 10-dimensionais massivos, chamados de modos de Kaluza-Klein, cuja
massa é dada por m? = n?/R% Como o raio da dimensdo recurvada deve ser muito
pequeno, as massas dos modos de Kaluza-Klein devem ser incrivelmente grandes, o que
justifica considerarmos apenas os modos-zeros. Desta forma, estamos assumindo que os
campos sao independentes da décima primeira dimensao, e assim, eles nao variam ao longo
desta dimensao, 9, X" = 0. Esta condicao foi justificada por Oscar Klein através da pro-
posta da dimensao extra (no caso do artigo, a quinta dimensao) ser curva e microscopica,
com o seu raio na ordem de 10*%cm, o que também explicaria o motivo da mesma nunca
ter sido detectada [95].

Com essas consideracoes, nossa primeira tarefa é determinar os campos que aparecem
no multiplete da Supergravidade 10-dimensional, resultantes da decomposicao do multi-
plete (2.74). A métrica das 11 dimensoes, §;p, possui D(D + 1)/2 = 66 componentes
independentes, as quais sao decompostas, nas 10 dimensoes, em uma métrica (55 graus
de liberdade), um campo vetorial (10 graus de liberdade) e um campo escalar (1 grau de
liberdade).

Devido a condicao de nao dependéncia da componente z, as componentes da métrica
J:» € §,. comportam-se, respectivamente, como um campo escalar e um campo vetorial
sob o grupo de transformagoes SO(1,9) do espago de 10 dimensoes e sao definidos como
Gz =—Pe g, =—PA,.

A forma da componente g, pode ser determinada pela imposicao de uma relagao de
ortogonalidade entre o espago 10-dimensional e a direcdo z Sejam é; = {e,, e, } os vetores
de base do espaco 11-dimensional curvo, a métrica do espago 10-dimensional fica dada
por g = et - ;. Neste caso, para garantir a ortogonalidade da métrica g, em relagao

a direcao z, tomamos a componente perpendicular, cuja forma é dada por

L g ol _CwcCs o Gu
€, =eu—e,=¢, p— e, =e, P e, . (2.86)
Logo, substituindo a relacao (2.86) na forma da métrica 10-dimensional, g,,, = ej el
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e usando as defininicoes de g.. e §,. encontramos

g Zgl/Z A~
Guv = €y~ €y — = = Jw = 9w — PAA, . (2.87)
——

zZz

Guv
Com isso, a decomposigao das componentes da métrica 11-dimensional, g, fica dada

por
G = g — PALA,,

oy — G- = —PA,, (2.88)
., = —.

A partir das relagoes (2.88), podemos verificar como a simetria de transformacoes ge-

rais de coordenadas da métrica 11-dimensional se decompoe no espaco 10-dimensional.

Na variedade 11-dimensional, a métrica transforma-se sob transformacoes gerais de coor-

denadas, cuja variacao é dada por
0gs0 = (0p") G0 + (05€7)3p + §7(Opiso) - (2.89)

Nesta equacao, o parametro de transformacao fﬁ pode ser decomposto em f p=(&r,€7).
Com isso, podemos obter as leis de transformacao no espaco 10-dimensional, que sao
mediadas pelos parametros £ e £%, sendo originadas através da decomposicao da equacao

(2.89). Logo, considerando inicialmente £h — &1 a transformacio (2.89) fica dada por
0950 = (0p€”)Gpo + (05€) Gpp + £7(OpGo) - (2.90)

Fazendo as decomposigoes das coordenadas (fi, ) na equagao (2.90) e usando as de-

finigoes (2.88), as transformacoes gerais de coordenadas em 10 dimensoes sao dadas por

09y = (Ou€’)gpw + (0u€”)gpu + £7(DpGur);
5Au = (augp)Ap + §p<apAu)v (2'91)
0P =£r(0,9).

Assim, originam-se trés transformagoes a partir da reducao dimensional da equagao
(2.89), as quais sao precisamente as leis de transformagoes da métrica, do campo vetorial
e do campo escalar. Desta forma, como os campos resultantes da reducao dimensional
possuem as corretas leis sob transformacoes gerais de coordenadas, asseguramos que a
decomposicao (2.88) estd correta. Agora, considerando o segundo caso, em que 5’3 — &7,

ficamos com

0G0 = (0a€°) =0 + (05€7) 9z - (2.92)
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Repetindo os mesmos passos da equacao anterior, obtemos

5g,uu = 07
614# — ;1,527 (293)
0P = 0.

As transformagoes (2.93) indicam que o parametro £* descreve uma transformagao
de gauge, associada ao grupo U(1), para o campo vetorial, A,. Como o grupo de trans-
formagao de gauge do Eletromagnetismo é justamente o grupo U(1), podemos identificar o
campo vetorial A, como o potencial eletromagnético, de modo que a existéncia da simetria
interna, U(1), na teoria reduzida dimensionalmente é fruto da existéncia de uma dimensao
espacial recurvada. Em outras palavras, o Eletromagnetismo aparece como consequéncia
da existéncia desta dimensao extra. Além disso, a transformagao (2.93) também indica
que a métrica nao é afetada por essa transformagao de gauge, o que significa que o campo
gravitacional nao tem carga elétrica.

Antes de prosseguirmos, vamos fazer um reescalonamento, utilizando o chamado string
frame, nas equagdes (2.88). Além disso, vamos fazer o seguinte renomeamento para o
campo vetorial A, = C(IL. Isto posto, a decomposicao das componentes da métrica

11-dimensional g;; fica dada por

G = e_%q’guy — e%q)C(lBLC(l,)j,

Gio — § Gz = —e32CY), (2.94)
Gor = —e3®.
O préximo campo a ser reduzido é a 3-forma, que possui (D_Q)(DG_ HWD-4) _ g4 graus
de liberdade em 11 dimensoes, sendo decompostos em
R Covo=C , 3-forma (56 graus de liberdade);
C[u)ﬁ N Au P pvp ( g ) (2‘95)

Cwz = By, 2-forma (28 graus de liberdade)

No caso do gravitino, embora os espinores de 11 e 10 dimensoes possuam o mesmo
nimero de componentes, suas caracteristicas mudam ao trocarmos de dimensao. Em 11
dimensoes, o gravitino é um spinor de Majorana com 128 graus de liberdade. No entanto,
como o espinor mais simples em 10 dimensoes é o espinor de Majorana-Weyl, cada gra-
vitino de 11 dimensoes pode ser decomposto em dois de gravitinos 10-dimensionais, que

sao espinores de Majorana-Weyl (cada um com 56 componentes independentes), podendo
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possuir a mesma ou diferentes quiralidade (U, @ Wg; 2W; 2Wg). Desta forma, como a de-
composicao origina dois gravitinos, esta Supergravidade ¢ dita N = 2. A Supergravidade
Tipo-IIA envolve os gravitinos com diferentes quiralidades.

Além destes dois gravitinos, a decomposicao também gera dois campos fermiénicos—%
de Majorana-Weyl, em que cada um possui 8 componentes independentes. Estes campos
sao chamados de dilatinos, A\, pois sao os superparceiros fermionicos do dilaton. Logo,
a decomposicao do gravitino gera \ifﬂd — {\I/,(}oa, 111,8202, )\a}. Portanto, o multiplete da
Supergravidade Tipo-IIA N =2 — D = 10 é dado por

{g,ul/ac (I) CMVp7B}LV7\IIMOl7)\Ol} . (296)

Por fim, como a acao da Supegravidade 11-dimensional utiliza o formalismo das viel-
beins, precisamos escrever a decomposi¢ao da métrica (2.94) em termos das vielbeins, o
que pode ser feito através da relagdo (1.4). Assim, considerando 7,, = —1, as vielbeins

que reproduzem as equacoes (2.94) sao dadas por

e = o = " : (2.97)

1
N A~ ,(P
N et et ez®et 0
N a a
el = = o : (2.98)
e, €% —es®CYy e7s?®

A partir das vielbeins (2.97) e (2.98), podemos realizar a redugado dimensional de
varios outros termos da ac@o (2.77). O primeiro deles é a conexao de spin, @,;(e), o qual
compoe varios dos termos da agao 11-dimensional da Supergravidade, incluindo o escalar
de curvatura de Ricci. Como o objetivo é ilustrar o processo de reducao dimensional,
focaremos apenas nos termos bosonicos, o que significa que a conexao de spin (2.71) sera

escrita sem os termos de contorgao, isto é,

Waap = —ape + Qpa + €2

cab

(2.99)

éab
em que §2.;. = = ¢" €7 8[ue ] Me- A partir disso, nosso objetivo é reescrever w,;, em termos de
objetos 10-dimensionais, o que é feito separando os indices em, por exemplo, @ = (a,y).

Assim, para construir o primeiro objeto a partir da conexao de spin (2.99), fazemos a

seguinte escolha: a =a, b =b e ¢ = c. Logo, ficamos com

Deqy = —6" 6,06 nd +éhe cﬁ[ﬂé‘zﬂﬁd er e 5[u€ 17db - (2.100)
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Abrindo os indices somados e anti-simetrizados da equacao (2.100) e lembrando da

condigao de Scherk-Schwarz, 9,é%, = 0, ficamos com

9,6% —9,e¢ |7 éuCéV“@” —0,¢% |9
uwC y v u/’?da+ 9 € lleu Ndb -

(2.101)

sp SV SHAv
€ by e ¢

2

Weab = —

|:a,uédy - 8Véd“:| 7ﬁ/dc +

Note que as vielbeins da equacao (2.101) sao justamente as quantidades expressadas

nas equagoes (2.97) e (2.98). Assim, substituindo-as na equacgao (2.101)

29
- 1 1
Weab = ¢ éuaé b [ B §6_%¢(8M¢,)6dy + 6_%¢8Medu + 56_%¢(6Vq))edu - e_§¢a”ed“:| Nde
e3® 1 1
1 1 1 1
+ 5 el e’ { - ge_ﬁcp(ﬁu@)ed,j +e73%9,et, + ge_§¢(8y<1>)edu — e‘SéayedM} Nda
e3? 1 1
1 1 1 1
+ . er e [ _ ge 5‘1’(8#(I>)ed,/ + eféq)ﬁuedl, + 56*5‘1’(8,,@)6% — 63¢8V€d#1 Nay - (2.102)

Dentre os termos da equagao (2.102), tomando apenas aqueles que possuem a derivada
do campo @, 9,9, e utilizando as relacoes (1.2), (1.9) e (1.10), podemos reescrever todos

estes termos como

e%q’ 2 1
le

e {27701,&1@ — 210, | = 563 NepO0a) P (2.103)

Agora, tomando os termos restantes da equacao (2.102), podemos reescrevé-los da

seguinte forma
6%‘1’ |: — e“aeVbﬁ[uedy} Nde + e“bcha[MedV} Nda + e,uceuaa[#edy]ndb] ’ (2.104)

que ¢é precisamente a equagao (2.100) para a conexao de spin em 10 dimensoes, wgpe. Por
conseguinte, somando as contribuigoes (2.103) e (2.104), a componente Wy da conexao

de spin 11-dimensional, w,;., € reescrita em termos de quantidades 10-dimensionais e vale

2
d}cab - e%@ |:wcab + gnc[baa]‘P} : (2105)

Podemos repetir este mesmo procedimento para obter os outros termos a partir da

~

equagao (2.99). Por exemplo, podemos tomar ¢ = a, b = b e ¢ = y, entre outras
possibilidades. Com isso, as componentes nao nulas da conexao de spin 11-dimensional

W,;, sao dadas por

d}abc = G%CD |:Wabc + %T/a[cab] (I):| ’
4

A _ 1 3
O = { Way = =565 G, (2.106)

abé

Wyab =

1

2
~ _ 2,1
Wyay = 56370, P.
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Nestas equagoes, o termo G, corresponde ao field-strength do vetor A,: Gap = 2010 Ay).
Assim como comentado na referéncia [96], a reducao dimensional do termo de Einstein-
Hilbert da agao (2.77) pode ser simplificada se o escrevermos em termos apenas das
conexoes de Lorentz. Assim, em vez de considerarmos a forma (1.45), com o tensor
de Riemann dado pela equagao (1.38), vamos tomar a seguinte forma para o termo de

Einstein-Hilbert
s /121 P s fia1( ~ bé~ a | o~ ban~ e
/d x\/\g\R:/d T ]g](wd Wt Wy awéc&> . (2.107)
Detalhes da dedugao da equagao (2.107) também podem ser encontrados nas re-
feréncias [89][97]. Assim, lembrando que a conexao de spin é antissimétrica nos dois
ultimos indices, Wape = Wap, € explicitando as coordenadas 10-dimensionais e a décima

primeira coordenada plana, y, podemos escrever a acao (2.107), tomando apenas seus

termos nao nulos, como
11 4 D 11 4 ~ ~ bca a ~ by~ a A ycH a A bea Yy Aye sy
/d x\/|g|R—/d T |g|[(wa Wpe® + W, Yy, + 00, + @, W + 0w,

+ (wbba Dcq + DY+ @D, + 0105, + @yyawyyaﬂ . (2.108)
Substituindo as conexoes de spin (2.106) na equagao (2.108) e fazendo a seguinte

reducdo no determinante da métrica, \/[g] = v/[gle3, ficamos com
1
S = /dnx lg] [ <wb W, Fw,wy, 48a<I>wbb“+4(9a<I>8“CI>>+ZG“bGab] . (2.109)

Como todos os termos da acao (2.109) sao objetos 10-dimensionais, podemos integrar

separadamente a décima primeira coordenada, de modo que obtemos

/ dz / dz/lg| { 24’( (w )—4aaq>wbba+4aaq>aa<b> +iG“bGab1 , (2.110)

em que R = w,"w.°, +w,"w,. 2 é o escalar de Ricci em 10 dimensdes. Portanto, tomando
L como o comprimento da dimensao extra, a reducao do termo de Einstein-Hilbert é dada

por

—L 1
S = 16 G(ll) /le.T |g| |:e_2‘I> (R((JJ) — 4aaq)wbba + 48(1(1)6‘1(1)) + ZGabGab] ) (2111)
TGN

A constante de acoplamento a frente da equacdo (2.111) corresponde a constante
de acoplamento da acao 10-dimensional, de modo que podemos escreve-la como kg =

W Assim, as constantes de acoplamento das diferentes dimensoes estao diretamente
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relacionadas ao tamanho desta dimensao extra. No caso de modelos que propoem a
existéncia de dimensoes extras recurvadas, como o caso do modelo de Kaluza-Klein, po-
demos estimar seu raio através da razao entre as constantes de acoplamento das diferentes
dimensoes. No préximo Capitulo, discutiremos um pouco mais a respeito do tamanho que

este comprimento L deve ter e suas consequéncias.



Capitulo 3

A Supersimetria em Trés Dimensoes

e a Reducao Dimensional

Como o objetivo desta Dissertacao é estudar o carater topolégico da Supergravidade
em 3 dimensoes, este Capitulo terd dois grandes focos principais. O primeiro deles é
mostrar que os espinores também geram as isometrias do cone-de-luz em (1+2) dimensoes,
ou seja, que a Supersimetria em 3 dimensoes também tem origem na fundamentalidade dos
espinores e na estrutura causal do espago-tempo. Na sequéncia, iremos abordar novamente
o processo de reducao dimensional, com o objetivo de fornecer a base tedrica que norteara
o Capitulo seguinte. Assim, na segunda secao deste Capitulo, vamos introduzir o método
da compactificagao e discutir como ele se relaciona com o método de Scherk-Schwarz.
Posteriormente, vamos aplicar este tltimo método para reduzir dimensionalmente a agao

de dois modelos tedricos.

3.1 A Supersimetria em 3 Dimensoes

Ao longo do Capitulo Supersimetria e Supergravidade, mostramos que a Supersimetria
em (1+43) dimensoes estd por tras do grupo conforme e, consequentemente, do cone-de-luz
do espago-tempo. A partir da definigdo do cone-de-luz (2.1), encontramos a equagao de
Killing (2.10) que fornece as suas isometrias, cuja solucao era dada pela equagao (2.11).
Assim, através de uma série de argumentos, tanto do ponto de vista fisico quanto do ponto
de vista matematico, motivamos que as quantidades fundamentais da natureza seriam es-

pinores e, com isso, sugerimos que o vetor de Killing, que é solugao da equacao (2.10),

75
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seria formado por uma combinagao espinorial (2.25). Consequentemente, escrevemos os
quatros parametros que formam o grupo conforme, e em 1ltima instancia o cone-de-luz,
em termos de espinores. A partir desses resultados, verificamos que a consequéncia de
introduzir um parametro de natureza espinorial na Teoria de Campos é o aparecimento de
uma simetria que mistura férmions com bdsons, a qual é chamada de Supersimetria. Além
disso, também comentamos a respeito de algumas motivacoes para a introdugao da Super-
simetria em um cenario de Fisica de Particulas e também como ela estava naturalmente
ligada a gravitacao.

Assim, como queremos introduzir uma discussao a respeito da Supergravidade em
(1 + 2) dimensoes, vamos iniciar esta se¢ao com a mesma discussao que nos levou a
Supersimetria no Capitulo Supersimetria e Supergravidade, isto é, abordando a relagao
entre o grupo conforme (e consequentemente o cone-de-luz) e objetos espinoriais. Para nao
tornar o texto repetitivo, vamos apenas apontar as diferencas do modelo 3-dimensional
para o modelo 4-dimensional, que foi desenvolvido no Capitulo anterior e, portanto, vamos
omitir nesta secao os detalhes técnicos explicitados anteriormente.

A notacao que iremos utilizar neste Capitulo esta indicada na secao Convengdes, no
inicio deste trabalho. Assim, partindo da estrutura do cone-de-luz definida pela equacao
(2.1), podemos repetir o mesmo calculo do modelo 4-dimensional para as 3 dimensoes, de

modo que obtemos a equagao de Killing como

2
augu + 8V§M - gnuuanfn =0. (31)

No entanto, como bem enfatizado no Capitulo anterior e nas referéncias [98][47], a
solugao (2.11) é a solugdo mais geral possivel para um espago-tempo de dimensao D > 2.
Portanto, em (1 + 2) dimensdes a solugao da equacao de Killing permanece sendo dada
por

EH(z) = e + wh, ¥ + \at + ata? — 22ta’x, . (3.2)

Em D dimensoes, os parametros da transformagao conforme (3.2) possuem %(D +
1)(D + 2) componentes, o que significa que sao 10 os parametros independentes do grupo
conforme em 3 dimensoes. Assim, o grupo conforme 3-dimensional possui os mesmos
parametros do grupo conforme 4-dimensional, diferindo apenas pelo niimero de compo-
nentes que eles possuem.

Assim, tendo em vista a argumentacao a respeito da fundamentalidade dos espinores

desenvolvida no Capitulo Supersimetria e Supergravidade, podemos propor uma equacao
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fermionica tipo-Killing para as trés dimensoes, em completa analogia com (2.17), como

2
<w0u + 7,0, — 5%7&“) U(z)=0. (3.3)

Novamente, podemos destacar que a equacao (3.3) preserva a estrutura matematica da
equacao de Killing, mas agora fica escrita em termos de um espinor, ¥(x), em vez do vetor
de Killing £#(z). A grande diferenga entre as equagoes (2.17) e (3.3) reside na estrutura
do espinor ¥(z), que contém apenas 2 componentes neste modelo 3-dimensional, ao passo
que ele possui 4 componentes em 4 dimensoes.

Na sequéncia, realizando os mesmos procedimentos que o do modelo 4-dimensional,
encontramos que o espinor ¥(z) é linear nas coordenadas do espago-tempo, tal qual
obtido para o modelo 4-dimensional (2.24). Portanto, também podemos construir o vetor

de Killing em termos de espinores de Majorana, ou seja, a relagao

=Wyt 3 (3.4)

permanece valida no caso das trés dimensoes. Assim, tal qual o procedimento realizado
no Capitulo anterior, podemos nos apropriar da linearidade dos espinores ¥ e (§ para
também escrever os parametros do grupo conforme em termos de espinores. Logo, as

mesmas expressoes para 0 modelo 3-dimensional permanecem inalteradas

(

et = ihoy* b,

Wt =~y ('y“v” - 7”7“) B+ %(7“7” - 7”7“) Y,
A= —dobh + U1 o,

a' =iy,

\

Assim, a diferenga das equagoes (3.5) para as suas correspondentes do modelo em 4
dimensoes permanece sendo a algebra das matrizes v empregada, o nimero de componen-
tes dos espinores (neste caso sao duas) e, consequentemente, o nimero de componentes
que cada um dos parametros possuem, com excecao do escalar X\. Além disso, também é
importante destacar que a identidade (2.36) é valida apenas em 4 dimensoes, mas que ha

um analogo no espago 3-dimensional, que é dado por
VA =y = €N T (3.6)

em que Zoyo € a matriz identidade de tamanho 2 x 2.



3.2 O Método da Reducao Dimensional 78

Assim, a nossa conclusao é que os parametros que formam o grupo conforme em
(1 + 2) dimensoes, os quais representam o grupo de invariancia do cone-de-luz do espago
de Minkowski nesta dimensao, também podem ser escritos em termos de espinores. Em
outras palavras, o préprio cone-de-luz indica que ha uma estrutura mais fundamental que
vetores e escalares. Portanto, é possivel prosseguir da mesma forma que fizemos no espaco
4-dimensional e obter as transformagoes de campos que misturam bdsons e férmions, ou
seja, obter as transformacoes de Supersimetria, bem como sua algebra, neste novo espaco
3-dimensional.

Dando sequéncia ao desenvolvimento deste Capitulo, o objetivo da proxima secao sera
mostrar em detalhes o processo de reducao dimensional dos varios tipos de campos que
aparecerao na reducao da Supergravidade 4-dimensional, tornando mais claro o processo

de truncamento que utilizaremos no préximo Capitulo.

3.2 O Método da Reducao Dimensional

Assim como comentado no Capitulo Supersimetria e Supergravidade, a hipétese da
introducao de dimensoes extras sempre esteve ligada ao desejo de promover uma unificagao
entre diferentes forcas nas 4 dimensoées usuais. A reducao dimensional é o mecanismo que
permite estabelecer uma conexao entre a fisica com a presenca de dimensoes extras e a
nossa fisica tradicional, descrita em termos de trés dimensoes espaciais e uma temporal.
Assim, a forma com a qual conectamos diferentes dimensoes, isto é, com a qual fazemos
uma reducao dimensional permanece sendo objeto de estudo, principalmente no ambito
da Teoria de Supercordas. A referéncia [99] traz alguns do mecanismos de redugao que
sao utilizados nas Teorias de Supercordas. J& a referéncia [100] traz uma grande revisao
histérica dos mecanismos de reducao dimensional.

Um dos principais mecanismos de reducao dimensional é o da compactificacdo, que
consiste em considerarmos que as dimensoes extras sejam recurvadas. Ao longo da Dis-
sertacao, seja neste Capitulo ou no préximo, a compactificacdo nao sera o método que
utilizaremos para fazer as reducoes. Em vez disso, utilizaremos a abordagem de Scherk e
Schwarz, a qual consiste apenas em considerar que os campos das dimensoes usuais nao
sao sensiveis as dimensoes extras, ou seja, que eles nao possuem dependéncia nas coorde-

nadas das dimensoes extras. No entanto, como a compactificacao é uma das abordagens
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mais importantes e populares da redugao dimensional, e como podemos obter a condi¢ao
de Scherk e Schwarz a partir dela, a préxima subsecao terd um carater pedagogico, cujo
objetivo é explicitar a compactificacado do campo escalar e vetorial. Apds isso, comenta-
remos o truncamento necessario para obtermos a condi¢cao mencionada.

Na sequéncia, usando justamente a condi¢ao de Scherk e Schwarz, vamos calcular a
agao do campo de Rarita-Schwinger e do modelo de Super Yang-Mills em (14-2) dimensoes,

a partir dos seus correspondentes 4-dimensionais.

3.2.1 Compactificacao e o Formalismo de Scherk-Schwarz

Para simplificar a descricao, vamos considerar apenas a presenca de uma dimensao
compacta, cuja topologia é a de um circulo S'. Assim, a variedade do espaco-tempo
(D + 1)-dimensional, com a presenga desta dimensao recurvada, é MP ® S, em que
MP ¢ o espaco de Minkowski em D dimensdes. Com isso, vamos denotar R como o
raio da dimensao compacta, chamar de y a coordenada desta dimensao, a qual obedece
uma condi¢ao de contorno periddica, 0 < y < 27R, e chamar de p as coordenadas do
espago-tempo D-dimensional. Assim, as coordenadas do espaco (D +1)-dimensional ficam
descritas por i = (0...D —1,y) = (u,y). Neste sentido, num espago com uma dimensao
temporal, trés dimensoes espaciais estendidas e uma compacta, as coordenadas deste
espaco 5-dimensional sao ji = (0...3,y) = (u,y).

Como caso inicial, vamos considerar um campo escalar sem massa @(m“,y), o qual

obedece a equagao de Klein-Gordon (D + 1)-dimensional

2
ﬂ&:o:mé+<a%) d=0. (3.7)

Devido a presenca da dimensao recurvada, o campo obedece a condi¢oes de contorno

periédicas na coordenada ¥, ou seja,
d(x",y) = d(a",y + 27 R) (3.8)

Com isso, podemos expandir o campo escalar ® em termos de uma série de Fourier
1 o

o2, y) = Nory: Z em/E P (a1 (3.9)

Substituindo a expansao (3.9) na equagao (3.7), temos

n=—oo

\/Qlw_R S iR {D@n(w") - %@n(w)} ~0. (3.10)

n=—oo
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Portanto, a equagao de Klein-Gordon no espaco D-dimensional fica

2
{D - %} O, (") =0 (3.11)

A equagao (3.11) descreve uma particula escalar de massa m,, = (n/R)? em D di-
mensoes. Assim, vemos que a redugao dimensional de uma teoria escalar com dimensao
recurvada gera massa para as particulas escalares da dimensao inferior. Além disso,
também podemos extrair desta equacao que o espectro da teoria em D dimensoes contém
um numero infinito de escalares massivos, os quais sao inversamente proporcionais ao
raio da dimensao recurvada. Se este raio for do tamanho do comprimento de Planck,
R ~ 10733cm, as massas sao da ordem de 10*?GeV.

Ao longo das préoximas secoes e dos préximos Capitulos, vamos trabalhar apenas com
particulas sem massa, ou seja, utilizaremos apenas o modo-zero da equacgao (3.11), que é
dado tomando n = 0. Em outras palavras, estamos trabalhando num limite cujas massas
sao muito menores que 1/L ~ 10*GeV. Veja que esta equacio referente ao modo-zero
também teria sido obtida se tivéssemos tomado a condicao de Scherk-Schwarz, d,(---) = 0,
na equagao (3.7). Assim, vemos que o limite das particulas sem massa é equivalente

Passando para o préoximo campo, vamos considerar agora o campo vetorial Aﬂ, o qual

obedece a equagao de Maxwell
O Fyy = 0 (aﬁfiﬂ - aﬂAﬁ) = 0A; — 0,0"A;, =0 . (3.12)

Veja que o campo vetorial é capaz de gerar um campo vetorial e um campo escalar na
dimensao inferior. Assim, devido a presenca de uma dimensao recurvada, vamos expandir

estes campos em termos de séries de Fourier

. 1 <
Auatyy) = — > et A k) (3.13)
. 1 <
Ay(a" y) = NCES: D e A (g (3.14)

Assim, vamos analisar primeiramente o caso em que i = y. Logo, substituindo as

expansoes (3.13) and (3.14) na equagdo (3.12) e tomando essa componente, temos

o0

\/21?% Z {ﬂ(einy/R Aé”)(x“)) —0,0" <emy/R A(ﬁ”)(x“))} —0. (3.15)

n=—oo

Veja que tomando n = 0, isto é, tomando o modo-zero, a equagao (3.15) fica

OAD (@) — 0,0 AL (a") = 0 = OAO(2#) = 0, (3.16)
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que é justamente a equacao de Klein-Gordon. Assim, do ponto de vista das D-dimensoes,
(0) .
a componente A, descreve uma particula escalar sem massa.
Antes de tomarmos o caso em que ji = u, podemos simplificar nossa analise através

de uma escolha de gauge. A transformacao de gauge do campo Ay ¢é dada por
Al (at,y) = A, (2", y) + 0,4(a", y) (3.17)

em que é (x#,y) é o parametro de gauge da transformacao. Substituindo as expansoes de

Fourier na equacdo (3.17) de A,(z",y) e £(z*,y), temos
n n m
Al () = A (a#) + E{(x“) : (3.18)

Desta forma, quando n = 0 obtemos que o campo Aéo)(x“) ¢ invariante de gauge, isto
é, A;O)/(:c“) = AZ(,O) (z*). Este resultado ja era esperado, uma vez que haviamos visto que
este campo obedecia a equagao de Klein-Gordon e era, portanto, um escalar. Na situacao
que n # 0, a equagao (3.18) mostra que podemos tomar a seguinte condigdo de gauge:
AP (z) = 0.

Com essa escolha de gauge, vamos substituir novamente as expansoes (3.13) e (3.14)
na equagao (3.12), mas dessa vez para i = p. Assim, ficamos com

\/217T_R i {ﬂ(einy/R Agp)(mu)) — 9,0 (einy/R Aé")(x“))} —0 (3.19)

n=—oo

Operando com as derivadas e considerando a condigao de gauge A?(Jn)(x“) =0, a
equagao (3.19) fica dada por
e POy v AM) () =
{ _ﬁ] W (@) = 0,0" AV (aM) =0 (3.20)
Assim, vemos que a presenca de uma dimensao recurvada também é capaz de gerar
uma torre de massas para o campo vetorial A, e que elas sdo inversamente proporcionais
ao raio da dimensao compacta. Novamente, como estamos interessados apenas nos casos
de massas zero, vamos trunca-las e trabalhar apenas com o modo-zero, que é dado por

n = 0. Assim, obtemos

OAD (z#) — 0,0" AP (") = 0, (3.21)

que ¢é justamente a equagao que descreve um campo vetorial e sem massa em D-dimensoes.
A referéncia [58] traz outros detalhes sobre a abordagem que fizemos acima, além

de também demonstrar a redugao e a obtencao das massas do campo fermionico e do
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gravitino. Com isso, concluimos a subsecao sobre o processo de compactificagao dos cam-
pos. Na proxima subsecao, vamos realizar a reducao dimensional do campo de Rarita-
Schwinger usando a condicao de Scherk-Schwarz que, nas palavras deste Capitulo, é equi-

valente a truncarmos todas as massas e considerarmos apenas os modos-zeros.

3.2.2 O Campo de Rarita-Schwinger

Assim como mencionado no Capitulo Supersimetria e Supergravidade, a equivaléncia
entre o nimero de graus de liberdade fermionico e bosonico é parte fundamental e ca-
racteristico das teorias supersimétricas. O gravitino, objeto que iremos apresentar nesta
se¢ao, é parte fundamental da Supergravidade; é o parceiro fermionico do graviton. Ele
¢ uma particula de spin-3/2, o que significa que ele carrega uma representagao vetorial
e uma espinorial do grupo de Lorentz. Em outras palavras, o gravitino tem um indice
vetorial com g = (0,..., D — 1) componentes e um spinorial com 2/?/?/ componentes. No
entanto, é importante destacar que, por motivos de economia na notagao, vamos omitir o
indice espinorial. Assim, o gravitino fica representado por ¥,, = ¥, tornando implicito
que ele contém um cardter espinorial.

Ao longo desta subsecao, vamos considerar apenas a lagrangiana do gravitino livre em

um espago-tempo D-dimensional plano, a qual é dada por
S =— / dPx W, T"0,¥, | (3.22)

em que ['"P = %F[“F”FP]. Em quatro dimensoes, podemos simplificar esta acao utilizando
a seguinte identidade: ['*?7 = —ie"P?I'51',. Logo, ja adotando a notagao com o chapéu,

", para os indices 4-dimensionais, a agao do gravitino fica dada por
S = Z/d4l’ G[Lﬁﬁ& _ﬂF;)Ff,@ﬁ\ifg, . (323)

Uma importante caracteristica que podemos destacar da agao (3.23) é a dimensio-

A

nalidade em massa do gravitino; sua dimensdo canoénica é [¥] = [massa]*?. Como o
operador derivada tem dimensao candnica [0] = [massal', vemos que a agio (3.23) estd
dimensionalmente correta, uma vez que [d*z] = [massa]™. Além disso, também podemos

destacar que esta acao é invariante de gauge, com a transformacao do gravitino dada por

A ~

Uu(x) — Uu(x) + () . (3.24)
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Outras caracteristicas e detalhes sobre o gravitino podem ser encontradas nas re-
feréncias [58] e [18]. Agora, nosso objetivo é reduzir dimensionalmente a agao (3.23)
para obter sua versao em um espago-tempo com trés dimensoes. Para tanto, como menci-
onado no inicio desta secao, vamos usar apenas a condigao que os campos 3-dimensionais
nao dependem da coordenada 3, a qual serd identificada como 3 = z. Ou seja, 0,(---) = 0.

Para todas as reducoes dimensionais que faremos neste trabalho, utilizaremos a notacao
das matrizes I' na representacao de Majorana, a qual foi definida na secao Convencoes.
Além disso, também é importante destacar que o gravitino ¥, que é um espinor com 4 x 1
componentes, sera divido em dois espinores com 2 x 1 componentes cada um. Desta forma,
escrevemos um espinor de 4 dimensoes em termos dos espinores presentes na dimensao

inferior, o qual é dado por

U, = Vi , U, = v (3.25)

& £

Com estas consideragoes, podemos realizar a redugao dimensional da acao (3.23), a

qual pode ser reescrita como

S=i / d'z P TOTST,0,05 . (3.26)
Considerando a representacao das matrizes ['s definida na secao Convengoes e os

gravitinos (3.25), podemos abrir a soma no primeiro indice, i, de modo que obtemos

s [ fom (.5 e o (2T)nat) . o
A tinica contribui¢ao nao-nula do segundo termo da equagao (3.27) se da quando v, p

e ¢ sao diferentes de z, devido a presenca do tensor de Levi-Civita. Ou seja, temos

S = / d'x {eﬂﬁﬁ& <Ew %) 00,05 4 €77 (Z, E) r,,a,,\ifa} . (3.28)

Vamos abrir todas as somas do primeiro termo de forma separada dos outros termos

da equacgao (3.28). E importante destacar que estamos assumindo que as derivadas com
relacao a coordenada z sao nulas. Logo, a coordenada p nao pode assumir o valor de z
neste primeiro termo. Além disso, também devemos notar que, do ponto de vista das 3
dimensoes, €7 = (), uma vez que todos os indices vao de zero até dois. Logo, o primeiro

termo fica

163, Y Tatya = (6,5, .00 + 0 (6,5, )00 . (329
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Assim, a agao (3.28) fica

$- / o {e“l’pz (5,“ %) 0,0, ehorm <gu, @ D0, 4P (g, w) ryap\if(,} (3.30)

Fazendo novamente a multiplicagao entre todas as matrizes envolvidas, ficamos com

5= [ {e (Eﬂyapw - %@5) | jereeo (E,ﬁp% " Zﬂapga)

+ P (Zyyapwg — Efy,,ﬁpfg> } . (3.31)

A convencao que vamos adotar para escrever o tensor de Levi-Civita em trés dimensoes

ehrPr = ehve (3.32)

Desse modo, vemos que €*?7 = —e"P? e que e**? = 7. Com estas defini¢oes, a acao

(3.31) pode ser reescrita como

5= [d { e <§ﬂyapw - %%ag) L jeneo (Euapm " 5@@)

— €’ (Efyuapwa - E'yuapfa) } . (333)

Além disso, vamos fazer a seguinte troca de indices na equacao (3.33): v — pu, p = v

e 0 — p. Logo,

5= [ {e (Eu%apw - %%apf) e (Euaywp + Eﬂa,,sp)

— P (Z%&,wp — Em&,ﬁp) } ) (3.34)

Desta forma, a redu¢do dimensional da ac¢ao (3.26) do gravitino fica dada por

S = /dz/d?’x {26“”” (guvyﬁpw —Euvy(’?pf) + et (E#&,@DP +Zu&,§p)} . (3.35)

Assim, a agao (3.35) fica toda escrita em termos de objetos 3-dimensionais. Em
uma reducao dimensional via compactificacao, a coordenada z é integrada ao longo desta
dimensao compacta, resultando num fator 2r R. No entanto, como nao estamos compac-
tificando a dimensao, vamos integra-la entre 0 e um certo comprimento L, o qual nao é

necessariamente pequeno, podendo tender ao infinito. Com isso, a acao fica dada por

S=1L / dPx {25#1/,0 (Eﬂ%ﬁp?ﬁ — E#”ylﬁp£> o+ getve (@u&/wp -+ Zu&,fp) } . (3.36)
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Note que a agao (3.36) nao estd dimensionalmente correta, pois a dimensao de seus
termos é de [massa]®. Para resolver este problema, vamos fazer uma redefinicdo nos
campos de spin-1/2 e no gravitino, de modo a incluir este comprimento oriundo da redugao
dimensional. Consequentemente, vamos redefinir os campos, tal que ¢ = VL) e Y, =
\/Zzﬁu. Com isso, vemos que a dimensao extra impacta diretamente na dimensao canonica

que os campos possuem e, assim, a agao em trés dimensoes fica dada por

S = / dz {QeWP <Eﬂyap¢ — Eﬂ,,ag) + ietvP (%pr +Euaygp)} . (3.37)

Um dos artificios que utilizaremos no proximo Capitulo sera o truncamento de alguns
campos que aparecerao ao longo da redugao. Assim, para ilustrar este processo, vamos
fazer os seguintes truncamentos na equagao (3.37): {, = 0 e £ = 0. Com isso, a acdo

truncada fica
S =i / dPx PP, 0,1, . (3.38)
Assim, encerramos a reducao dimensional da agao do gravitino (3.26). Agora, o
proximo passo é fazer a reducao da acao de Super Yang-Mills, a qual contém outros

tipos de campos, como os campos vetoriais e escalares.

3.2.3 Acao de Super Yang-Mills

A préxima acao que iremos fazer a reducao dimensional é uma teoria de gauge su-
persimétrica N' = 1. O modelo é constituido de um campo vetorial de gauge Al em
que, neste caso, a ¢ um indice da representacao adjunta de um grupo nao-abeliano de
gauge, do seu parceiro fermionico chamado de gaugino, A%, e também de um campo au-
xiliar pseudo-escalar, P%, o qual é necessario para garantir a equivaléncia dos graus de
liberdade na acao. Com isso, a acao deste modelo é dada por

. 1o oo lza o1
S = / d'x [ — 1 Fasa PP = SNTIDA - PP (3.39)

O tensor F, wia desta acao é o field-strength do campo vetorial flz e é dado por

A

Fopt = 0,A% — 0,A% + gf,, " AL AS | (3.40)

em que f,.* é a constante de estrutura da algebra. Por sua vez, a derivada covariante que

aparece nesta agao é dada por

DA = 9\ + gf, "ALNC (3.41)
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Como o objetivo desta subsecao é apenas ilustrar o método da redugao dimensional,
nao nos alongaremos na discussao desta teoria supersimétrica. As referéncias [58][64][68]
trazem mais detalhes a respeito deste modelo, como as transformagoes de Supersimetria
que cada campo possui.

Para realizarmos a redugao dimensional, vamos fazé-la termo a termo. Desta forma,
vamos iniciar pelo primeiro termo, que ¢é o field-strength do campo vetorial AZ E impor-
tante destacar que, como ¢ um indice interno, nao sera afetado pela redugao dimensional,
a qual ocorre apenas nos indices do espaco-tempo. Abrindo este termo em componentes,

temos

1A s 1~ = 1. = 1. - 1. =
——Fppo F*¥ = ——F " — —F o FPY — —F o 7 — = F, % . 3.42
4" 4" 4" 4 4 ( )

O primeiro termo da equagao (3.42) ja estd automaticamente reduzido, uma vez que
o termo F),,, nao possui indices espaco-temporais somados. Além disso, o ultimo termo
desta equagao é zero, pois o field-strength é um objeto antissimétrico. Por fim, o segundo

e 0 terceiro termos combinam-se em um s6, de modo que a reducao deste termo fica

1. 1/ : . :
— S B = =2 <8#A§—8ZAZ+ g fbc“A’;Ag) (aﬂAm—aZAﬂu g be“A“bA"‘C> . (3.43)

Em (1 4 2) dimensoes, /Al‘; comporta-se como um escalar. Portanto, vamos identificar
A% = " ¢ A* = —p°. Além disso, lembrando que 0. A, = 0, temos

1 1 1
—§FMZQF“Z“ =3 (@gpa + gfbc“AZgoc) (8“@“ + gbe“A“bgpc) = §DM¢“D“@0“ . (3.44)

Tendo isso em vista, a redugao dimensional do primeiro termo da acao (3.39) fica

1~ A 1 1
—ZFﬂpaFuya — _ZLF;U/aFMVa + §DMQDGDNQOG . (345)

Dando continuidade & nossa redugao, vamos tomar o segundo termo da equagao (3.39)
e abrir suas componentes
lza_ . N lza A lza A
—5)\ D" = —5)\ D, A" — 5)\ [*D,\* . (3.46)
Utilizando a definigao (3.41) e lembrando da condigao 0,(---) = 0, temos

leo . oo . o 1
—SATADAN = SN TH@A + 0fy “ALA) = Sfi "N TPARXC (3.47)

O campo \* serd escrito tal qual a equagdo (3.25), isto é,

A= . (3.48)
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Com esta definigao, podemos fazer a multiplicagdo das matrizes na equagao (3.47)
utilizando a algebra definida na secao Convengoes. Assim, lembrando que As = Ag =

—p® a reducao dimensional do segundo termo fica dada por

lza_ . Ya j a 1—a a 1 a ~a c . ~Ya c
_§>‘ MDA = _5)\17NDM)‘1 - 5)‘2’7“Du>‘2 + §9fbc (_ Ao’ AT + )‘1S0b)\2) - (3.49)
Por fim, restaria a reducao do terceiro termo. No entanto, como P é um pseudo-
escalar, sua reduc@o torna-se trivial. Desta forma, unindo as equagoes (3.45) e (3.49), a

acao de Super Yang-Mills em (1 + 2) dimensoes fica dada por

1 1 1—a 1—a

+%gfbca( — X;gob)\f + thlgob)\g) + %P“P“} )

Note que esta acao também nao estd dimensionalmente correta, uma vez que todos
os termos tém dimensao [massal]!. Assim, vamos fazer uma redefinicio dos campos,
novamente incluindo o comprimento L, oriundo da integracao na coordenada z. Logo,
faremos a seguinte redefinicdo: ¢ = VL, Al = AZ\/Z, o= MWL N = NV
P = P/Leg = g/ VL. Desta forma, corrigimos as dimensdes dos campos e da
constante de acoplamento envolvidos na acao (3.50), de modo que a ac¢do de Super Yang-

Mills em (1 + 2) dimensoes é

1 1 1—a j —
S = /d3x l — ZLF“”C‘FWCL + §DH¢CLD“<,0“ - 5)\17“D“>\‘1’ — Esz“DuAg (3.51)

1 — - 1
+§gfbc“( — NS + A‘fgpbAg) + §P“P“] .
Com isso, concluimos este Capitulo, cujo principal objetivo foi introduzir de forma
mais clara o método da reducao dimensional que sera utilizado no proximo Capitulo, onde

iremos obter a acao da Supergravidade em trés dimensoes, partindo de sua correspondente

acao em 4 dimensoes.



Capitulo 4

A Supergravidade em Trés

Dimensoes

Como o objetivo desta Dissertacao é investigar o carater topoldgico da Supergravi-
dade em um espaco 3-dimensional, este Capitulo serd dedicado a obtencao da acao da
Supergravidade em (1 + 2) dimensoes, a partir de uma redugao dimensional da acao 4-
dimensional. Para tanto, iremos utilizar o método de Scherk-Schwarz que foi ilustrado no
Capitulo anterior. Assim, a primeira secao do Capitulo serd uma breve apresentacao do
modelo on-shell em quatro dimensoes e das suas transformacoes de Supersimetria. Na
sequéencia, abordaremos a reducao dimensional das transformagoes supersimétricas. Esta
serd uma se¢ao importante, pois a reducao dimensional gerard, como vimos no Capitulo
anterior, campos extras, que nao devem aparecer na versao minima N = 1 da Supergra-
vidade tridimensional da supergravidade e, portanto, devem ser truncados. No entanto,
este truncamento precisa satisfazer uma certa condicao para que ele possa ser realizado.
Assim, a segunda secao sera dedicada ao estudo de como ficarao as redugoes dimensionais
das transformacoes de supersimetria e os truncamentos dos campos indesejados. Por fim,
a terceira secao do Capitulo sera propriamente a reducao dimensional da acao de Super-
gravidade. Este conteiido nao se encontra em livros-texto e esta disperso, bem como sem
os devidos detalhes, em artigos. E, mesmo assim, a construcao da Supergravidade em 3
dimensoes ¢ feita diretamente neste espaco-tempo. A nossa preocupacao aqui é realizar,
de forma sistematica e pedagogica, o procedimento de reducao dimensional, de modo que
vamos partir da SUGRA N = 1,D = 4 e obter a SUGRA N = 2,D = 3; com os trun-

camentos devidos, constréi-se, finalmente, a versao N' = 1 — D = 3 da Supergravidade.

88
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Esta contribuicao ¢é original e é parte de uma colaboragao de pesquisa que esta sendo
iniciada e que se desenvolverd apds a apresentagao desta Dissertacao; pode ser visto como

um Projeto para o inicio do Doutorado.

4.1 A Supergravidade On-Shell em 4 Dimensoes

Ao longo da secao 2.2.2 do Capitulo Supersimetria e Supergravidade, apresentamos
uma descricao detalhada da Supergravidade, incluindo suas transformacoes de simetria
e equacoes de campo. Além disso, também mencionamos o seu papel na unificacao com
outros campos através de supersimetrias estendidas e a sua relacao com a Teoria-M. Ao
longo desta secao, vamos abordar as caracteristicas da agao e das transformacoes que
pretendemos reduzir nas proximas segoes.

Neste Capitulo, vamos continuar trabalhando com a Supergravidade on-shell. Isto
significa que usaremos as equagoes de movimento para eliminar graus de liberdade da acao
e, portanto, a acao que iremos trabalhar serda a mesma apresentada anteriormente, dada
pela equagao (2.66). Conforme resumido na segdo Convengées no inicio deste trabalho,
indices com chapéu, " , pertencem ao espaco-tempo 4-dimensional e indices sem o chapéu
pertencem ao espaco-tempo 3-dimensional. A componente z representa a coordenada
curva de indice 3, que é a componente que iremos reduzir e os indices gregos e latinos
continuam representando indices curvos e planos, respectivamente. Assim, tendo em vista
a discussao desta se¢ao mencionada, a agao on-shell é dada por

~ 1 ~ 1 .o ~
S = /d%{ - ﬁéR(e,w) — Eewpwﬂmrﬁz)ﬁqf&} : (4.1)

Na agao (4.1), a derivada covariante é dada por

DUy = 0,05+~ [0y, T3] Uy (4.2)

0| =.

A representacao que iremos utilizar para as matrizes I'’s é a mesma que utilizamos no
Capitulo anterior e esté definida na secao Convengoes. As transformagoes de supersimetria

que os campos da agao (4.1) possuem sao dadas por

~d Rarg2
o, = §€F Uy, (4.3)



4.2 Redugao Dimensional das Transformacoes de Supersimetria 90

Com isso, finalizamos a apresentacao da Supergravidade em 4 dimensoes. Na préxima
secao, apresentaremos o ansatz que utilizaremos para a vielbein e faremos a reducao

dimensional destas transformagoes (4.3) e (4.4), bem como os truncamentos necessarios.

4.2 Reducao Dimensional das Transformacoes de Su-
persimetria

Para fazermos a reducao dimensional da Supegravidade em 4 dimensoes, é necessario
definirmos um ansatz para as vielbeins e sua inversa, da mesma forma que fizemos nas
equagoes (2.97) e (2.98). No entanto, como naquele momento estdvamos apresentando a
reducao dimensional como uma possivel forma de unificacao de campos, a dimensao extra
induzia o aparecimento de um campo vetorial e de um campo escalar. Agora, como nao
queremos que aparecam campos extras no espago-tempo de 3 dimensoes, uma vez que a
Supegravidade 3-dimensional on-shell nao requer a introducao de campos extras, vamos

tomar o seguinte ansatz

) et, e e, 0
sa peo Sz | 1
A U . (4.5)
ev, év, 0 0

Isto é, a vielbein das 3 dimensdes tem a mesma forma que a das 4 dimensdes, de modo
que o ansatz matricial que haviamos utilizado anteriormente nao é mais necessario. Logo,
a reducao da vielbein é simplesmente é&ﬂ — €, de modo que a redugao da inversa fica
& 5 el

Com isto estabelecido, podemos passar para a definicao da conexao de spin. Da mesma

forma que no caso da equagao (2.71), a conexao de spin é dada por

A

Weap = —age béa 2ab

2 o ~ Ay A =z ~
+ Q” ‘|‘ Q 7 + % (Eérgqja + \I’BF&\P@ - \IJ&Fé\I/l;) 5 (46)

em que §).;. = e &é”i)amé‘il,} fs- Para os termos envolvendo o coeficiente de rotacao de Ricci,
2, podemos repetir o mesmo calculo que fizemos anteriormente para obter as expressoes
(2.106). No entanto, neste caso precisamos considerar também os termos envolvendo os
gravitinos. Como estamos interessados em obter a SUGRA AN = 1,D = 3, vamos usar o
truncamento dado pela equacao (4.19). A verificagdo da consisténcia deste truncamento

e a discussao sobre a razao para usa-lo sera discutida ao longo das préximas segoes.
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Portanto, as conexoes de spin ficam dadas por

7

a)abc = Wabc
R djabB = 07
abe 77\ . (4.7)
wW3apy = 0,
L W3a3 — 0.

Desta forma, w.. € a Unica conexao de spin que nao se anula, cuja expressao é dada
por
2

K _ _ —
Weab = _Qabc + cha + QcaLb + Z (77Z}c’7b¢a + 77Z)b7a¢c - ¢a7c¢b) . (48)

Com essas quantidades definidas, podemos iniciar a reducao dimensional das trans-
formacoes de Supersimetria (4.3) e (4.4) e verificar a consisténcia da escolha da parame-
trizacdo das vielbeins (4.5). Ao longo destas redugoes, vamos usar a mesma algebra para
as matrizes I' que utilizamos no Capitulo anterior e que foi definida na secao Convencoes.
Assim, lembrando que o espinor ‘ilﬂ tem a forma (3.25) e que o parametro é pode ser es-
crito de modo andlogo & equagao (3.48), vamos tomar primeiramente o caso da expressao

(43)onde f=pea=a

see, = géra\ifu . (4.9)

Substituindo as devidas decomposicoes de \i/ﬂ e €, a reducao dimensional desse termo
fica

de?, = g(m“wu + Ezvaﬁu) ; (4.10)

que resulta no aparecimento de dois gravitinos em trés dimensoes e dois parametros de
Supersimetria. No entanto, como queremos obter a Supergravidade N’ = 1,D = 3 preci-
samos truncar um destes gravitinos e um dos parametros supersimétricos. Deste modo,

tomando o seguinte truncamento: £, = 0 e €; = 0, ficamos com

K

de?, = 5&7“1/)# . (4.11)

Tomando agora i = 1 e @ = 3 na equacgao (4.3), temos

0¢%, = ga“fsqzu = zg ( — €, + E@) : (4.12)

Veja que, repetindo este mesmo truncamento, &, = 0 e e = 0, na equagao (4.12),

teremos o cancelamento dos dois termos, isto é,

6e°, =0. (4.13)
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Assim, lembrando que haviamos tomado é3u = 0, vemos que a sua transformacao, 5é3w
também é zero, o que indica que esta escolha é consistente. Podemos repetir este mesmo
procedimento para as outras duas quantidades da vielbein e constatar que elas também
sao zero, devido ao truncamento U, = 0, que tera sua consisténcia mostrada a seguir.
Assim, podemos observar que os truncamentos escolhidos anteriormente sdo consistentes.

Operando agora com a outra transformacao de Supersimetria (4.4), vamos comegar
tomando i = p. Assim,

R 1 1 g
(5\I/,u = _Dué = — (aué + Edj ab[rfl? Fl}k) : (4'14)
K

K 8 H

Utilizando a definigdo das conexdes de spin (4.7) e a decomposigao do ¥, ficamos

com

o 1 €1 1 €1
) o, + gwu‘lb[%, Vo] ) (4.15)
55;1 R €2 €2

Assim, tomando o truncamento de um dos parametros supersimétricos, e = 0 , a

redugao da componente {1 = p da lei de transformacao fica dada por

1 T, 1
0y, = E <au€1 + gwu b[%,%]ﬁl) = EDuel : (4.16)
Por fim, vamos analisar o caso em que i = z. Logo,
A ]_ " ]_ R Z N &g N
W, =—-D,e=—( 0,6 +-w,”[I'5,I}]é) =0. (4.17)
K KA\~ 8~

0

Assim, como a equacao (4.17) mostra que 60, = 0, concluimos que o truncamento
U, = 0 6 estdvel e serd aplicado na reducao dimensional da Supergravidade, que seré feito
na préxima secao. Portanto, concluimos que as leis de transformacoes de Supersimetria
da Supergravidade tridimensional sao dadas pelas expressoes (4.11) e (4.5) e que os outros

objetos podem ser tomados como zero.

4.3 Reducao Dimensional da Acao de Supergravi-

dade

Apéds a reducao dimensional das transformacoes de Supersimetria e a verificacao da

estabilidade do truncamento dos campos, a ultima etapa deste Capitulo serd a reducao
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da agao de Supergravidade em 4 dimensoes, dada pela equagao (4.1), a qual repetiremos

abaixo

N 1 o 1 A
S = /d4${ - 2—H2éR(€,UJ) - §EMVPU\I’/1F5F,;D/3\IJ5} . (418)

Vamos iniciar a redugao dimensional pelo segundo termo, que é o termo do gravi-
tino. Nesta reducao, vamos utilizar a mesma algebra das matrizes I’s que utilizamos no
Capitulo anterior e que esta definida na se¢do Convengoes. Além disso, vamos tomar o
truncamento U, = 0, cuja estabilidade foi demonstrada na equagao (4.17). Este trunca-
mento € necessario, pois o gravitino e a vielbein tridimensionais contém, on-shell, o mesmo
numero de graus de liberdade, de modo que a acao da Supergravidade on-shell em trés
dimensoes nao requer a introducao de outros campos. Por fim, como a reducao dimen-
sional levaria a uma Supegravidade N = 2, precisamos truncar uma das supersimetrias.

Desta forma, a decomposicao do gravitino serd dada por

U, = Y , U, =0. (4.19)

0

A partir dessas condigoes, vamos abrir a soma do termo do gravitino em fi, 7 e tomar

apenas os termos nao-nulos, de modo que obtemos
L popoy i L wwpo it i Lewso it i
—5¢ V.5 DV, = —5¢ WL, Dy Vs — 3¢ Wi T, Dy (4.20)

Vamos comegar trabalhando com o primeiro termo do lado direito da equagao (4.20).

Abrindo as somas em p e &, temos

1 psc : 1 : N -
— 5@ TsT, Dy = =2 7 WITTsT, Dy Wy — S Wi ToIsT, DoWy - (4.21)
0 0

_%Euypzq,L TolsT, &0& —% E\“O/ UiTls0, D0, =0 .
Desta forma, vemos que o primeiro termo da equagao (4.20) é nulo. Assim vamos
passar ao segundo termo desta mesma equacao. Como um dos termos ja é o indice z, p e
o necessariamente precisam ser diferentes de z. Fazendo a multiplicagdo das matrizes I''s

com o gravitino, podemos reescrever esse termo como

1 < A 1 — A
—§€”ZPJ\I’LF0F5F2DF,\I]J = —§€HZPJ (”Lp“, O) (aqua +

i

o |

) V. rﬁ]xig,) . (4.22)
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Usando as conexoes de spin definidas na equacao (4.7), temos

—%G“ZPU@LTOFE,FZD,D@J _ _%Euzpa <Eu> O) 9, 120 n é%mn[%n,%] 120
(4.23)
Assim sendo, fazendo os produtos matriciais, encontramos
1 pzpoJt \T 1 pzpo g
—5¢ v Dol D, ¥, = —5¢ Y, Dty (4.24)
em que D), = 0,15 + éwpm”[’ym,”yn]wg. Aqui, vamos utilizar a seguinte convencao:

etz = et de modo que €77 = 7. Com isso, o termo do gravitino, dado pela

equagao (4.20), fica
1 ... A 1 _
_§€MVPU\IJﬂF5F0Dﬁ\I]& = _§Eul/pquywp . (425)

Voltando a agao (4.18), podemos realizar o mesmo procedimento de integragdo que

comentamos no Capitulo anterior. Assim,

_ / &'z %eﬂﬂﬁﬁﬂmrwﬁ\if& __ / dy / e %E’WPEHDV@DP — I / &P %ewaﬂpﬂ/}p .

(4.26)

Conforme ilustrado no Capitulo anterior, para ajustarmos as dimensoes canonicas dos

campos, precisamos fazer uma redefinicao envolvendo o parametro L. Assim, ajustamos

a dimensao da acao 1, = \/pr. Desse modo, a reducao do termo do gravitino fica dada
por

- / d*z %eﬂﬁﬁ&@mrﬁpﬁ\if& =— / &z %euvpaupyzpp . (4.27)

Para encerrarmos a redugao dimensional, e consequentemente o Capitulo, iremos rea-

lizar a redugao dimensional do termo de Einstein-Hilbert da acao (4.18), isto é,

1. 1 D p B ad
—/d%—éR(e,w) =——— [d'wéeé e R,,™ . (4.28)

k2 QK2 b pr
Substituindo a forma do tensor de Riemann, lembrando que a redugao da conexao de

spin é dada por (4.7) e que a inversa da vielbein é dada por é", — e#, | ficamos com

1 1
. 4 n o v ab ab a, . b b .a _ 4 n v ab
=52 d'zee e’ Ouw,” — 0w, +w, v, —w, w, =53 d'zvee e R,"> .
(4.29)
Usando que R, ab — eabCRWC e a seguinte expressao et e”, e = e“””ecpe_l, podemos

escrever a reducao dimensional do termo de Einstein-Hilbert como

1 .- 1
—/d4x Q—HQéR(e,w) = —z—ﬁ/dz/di;x e, (4.30)
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Fazendo a integracao em relagao a coordenada z e redefinindo a constante de acopla-

mento como k2

= x?/L, encontramos que a reducao do termo de Einstein-Hilbert ¢ dada
por

1 - 1
—/d4x —¢R(e,w) = ~5,2 P’z ey R, " (4.31)

2K2 K2
Desta forma, unindo as equagoes (4.27) e (4.31), encontramos que a Supergravidade

on-shell em trés dimensoes é dada por

1 1—
S = /d3g; euw{ — Z_MQWRVpa — §¢uDywp} . (4.32)

Para encerrar o Capitulo, vamos obter as equagoes de movimento que sao geradas a

partir desta acao. Variando em relacao a vielbein, obtemos
0.5:R,,*=0. (4.33)

Variando em relacao a conexao de spin, obtemos

0,8 1 Dyeyq — Dyeyq = E,ﬂa% , (4.34)
em que D,e,q = 0yeyq + eabcw#”ecy ¢ a derivada covariante. O lado esquerdo da equacao
(4.34) é identificado como a tor¢ao, o que nos mostra que ela estd diretamente relacionada

a presenca de férmions no modelo, isto é,

T, =v7 " (4.35)
Finalmente, variando em relagao ao gravitino, obtemos que
dyS 1 €’ Dyip, =0 . (4.36)

Assim, obtivemos neste Capitulo a acao de Supergravidade em trés dimensoes, dada
pela equagao (4.32), e as equagdes de movimento que sao originadas dela. Estes resultados
serao importantes no proximo Capitulo, cujo objetivo sera recuperar esta mesma acao

(4.32) partindo da acao de Chern-Simons.



Capitulo 5

A Supergravidade como uma Teoria

Topologica

Ao longo dos Capitulos desta Dissertagao, estudamos diversos temas que culminaram
no desenvolvimento deste Capitulo final. Assim, o objetivo do presente Capitulo é utilizar
os conteudos apresentados nos Capitulos anteriores para verificar se a Supergravidade em
trés dimensoes, cuja agao foi obtida no Capitulo precedente (equacao (4.32)), mantém
o cardter topoldgico que a acao de Einstein-Hilbert apresenta (e que foi verificado no
Capitulo 1) neste mesmo espago-tempo. O fato do graviton que emerge da agao de
Einstein-Hilbert em trés dimensoes nao possuir graus de liberdade on-shell ¢ um indicativo
deste resultado. Mas, é preciso que isto seja efetivamente demonstrado. Desse modo, este
Capitulo consistira apenas neste tema e, portanto, nao havera divisoes em sec¢oes, como foi
feito anteriormente. No que se refere a notacao, é importante ressaltar que adotaremos a
notacao W para representar o gravitino em trés dimensoes, diferentemente do que fizemos
no Capitulo anterior.

O procedimento que realizaremos ao longo do presente Capitulo sera similar ao que foi
desenvolvido no Capitulo Relatividade Geral Como uma Teoria Topoldgica, isto é, vamos
partir da agdo de Chern-Simons (1.47) e utilizar uma &dlgebra proposta para os geradores
de tal modo que ela nos conduza ao nosso objetivo final. A dlgebra que utilizaremos é uma
extensao da que foi utilizada anteriormente, dada pela equagao (1.57), pois precisamos

introduzir a contribuicao que os termos fermionicos geram. Deste modo, a algebra dos

96
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geradores de Supersimetria que iremos utilizar ao longo do Capitulo é dada por

(

[Ja, Qo] = (Va)asQs;

[Jaa Pb] - 6abc-PC7

{Qa, Qs} = 2(v"C)ap by,
[PaaQa] = [Paapb] = 0.

(5.1)

(

Nestas equagoes, J, é o gerador de Lorentz, P, é o gerador das translacoes e (),
o gerador espinorial das transformagoes de supersimetria. Além disso, tal como feito
anteriormente, precisamos escolher a forma para o bilinear invariante do grupo. Assim,

vamos usar as seguintes relagoes

( (Jas Py) = —Nap,

(Qa, Qp) = Aa€ag,

(Ja, Jo) = (Fa, o) = 0,
| (Qur ) = (@u P =0

(5.2)

Nestas equacoes, Ay € apenas um fator numerico que serd ajustado posteriormente
9
e €43 € 0 tensor de Levi-Civita bidimensional, no espaco espinorial. Com estas relagoes

estabelecidas, podemos tomar a agao de Chern-Simons (1.47), a qual reescrevemos abaixo
K 2

Sz—/ Tr{A/\dA+—A/\A/\A}, (5.3)
47 M 3

e escrever o campo de gauge A desta acdo em termos dos geradores do grupo de simetria,

tal como feito em (1.59). Logo,
A, (z) = eau(x)Pa + wua(a:)Ja + )\1@2(:6)@& ) (5.4)

Note que o campo de gauge A tem dimensao de massa, [A] = [massal', de modo que
cada termo do lado direito da equagao (5.4) também deve ter dimensao de massa. Porém,
em trés dimensoes o gravitino e o gerador tém, respectivamente, as seguintes dimensoes:

(U] = [massa]' e [Q] = [massa]'/?

. Com isso, vemos que o termo @z@a nao possui a
correta dimensao que o campo de gauge A exige na equagao (5.4). Logo, introduzimos
um parametro \;, de dimensdo [\] = [massa]~/? para garantir que esta equacio esteja
dimensionalmente consistente. A forma exata deste parametro serd estabelecida ao final

do calculo.
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Dando sequéncia ao desenvolvimento do célculo, vamos utilizar as propriedades (1.60)

e (1.61) para escrever a a¢ao como

k 1 2 1
S =— / Trq Apda” A= | 0,A, —0,A, |dxt Ndz” + Ay da? N | <[A,, A)da! Ndz” )
i o 2 3 2
(5.5)
Vamos trabalhar inicialmente com o primeiro termo da equagao (5.5). Lembrando
que uma I-forma pode ser escrita como A = A,dx", substituindo a relacdo (5.4) nesta

equacgao e reorganizando os termos, temos

— / Tr{ <eapa + wJ, + Aﬁ“@a) A (debe + dwJy + Ald@%B) } . (5.6)
M

Lembrando do passo descrito na equagao (1.70), vamos abrir o produto exterior da

equagao (5.6) e utilizar as relagoes (5.2), de modo que obtemos
— /M ( — €A dw® gy — w® A del ng, — A2A T A d@ﬁeaﬁ> : (5.7)
Portanto, o primeiro termo da equagao (5.5) é dado por
/M Ayda A % (8MA,, - 8VAM) dat A dz¥ = /M ( — 2% A dwy — N2AT A d@ﬁeaﬁ) (5.8)

Finalizado este primeiro célculo, vamos passar ao segundo termo da equagao (5.5), ou

seja,

% /M Tr{ Apda? A ([AM, A)dz" A dx”) } : (5.9)

Inicialmente, vamos trabalhar com o comutador desta equagao (5.9). Substituindo a
relagdo do campo de gauge (5.4) e utilizando as relagoes de comutacao (5.1), podemos

escreveé-los como

[A,, A)dz" A dx” = {e“uwybeabcPc + wuaebyeabCPc + wuawybeachc (5.10)

a7 B T wBza, 5 v
+ )\10{)# \I/V(’}/a)lg,l@a — /\1\I/“wyb<’}/b)a,3Q5 + 2)\%\I/V\I/“(’y C)agpa}dl“u Adx” .

Note que a equagao (5.10) pode ser simplificada. Fazendo uma simples manipulagao

de indices, podemos unir os termos que possuem os mesmos geradores, de modo que

[A,, A ]dzH A dz¥ = (QeaﬂwybeabcPc + 2)\1wlfﬁf('ya)5aQa (5.11)

+ w#“wybeachc + 2/\%@f§3(700)a5Pg) dax! A dx” .
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Uma vez que calculamos a relagao (5.11), podemos realizar o produto exterior da
relagao (5.9), isto é,

1

=3 /M Tr{ (e“pPa +w, Sy + Al\I/an> dxP N\ (5.12)

c T2 c =B o v
[(26buw,j ped P+ 2)\1wa\1/5(%)57@7+¢¢)“wa ebchd—i—Q)\%\IlV\IfZ(fy C’)wgPU> da* Ndx } } )

Novamente, vamos utilizar o passo (1.70) para realizar o célculo da equagao (5.12).
Além disso, também é importante destacar que ¥ e () sdo quantidades anti-comtutantes, o
que significa que ganharemos em um sinal negativo cada vez que trocarmos suas posigoes.

Com isso, ficamos com

1
5/ TT{Apdxp A ([A“,Ay]dx” A dx”)} = (5.13)
M
1

3 ( — 3" AW P Aw %eqpe + 2X2W AT A ﬁﬂ(%C’)w — 220" AW A Tﬁ(vb)m )\gew) .

Vamos considerar inicialmente o tltimo termo da equacao (5.13) para trabalhar em sua

simplificagao. Usando €,, = —iC,, e lembrando das seguintes propriedades da algebra
fermionica: (1,C)gy = (%C)p € ¥y = —V5C5,, podemos reescrevé-lo como
—2\2T% AW A ﬁﬂ(%)m Aoy = = 2NN 0" AW A T ()50 - (5.14)

Assim, vamos fazer uma renomeagao nos indices e definir o parametro numérico como

sendo \y = —%. A partir disso, encontramos que o iltimo termo da equagao (5.13) pode

ser escrito como
CONZTY AW AT (1) 5y Asfar = —AZTT AW A TP (7,) 05 - (5.15)

Além disso, também podemos reescrever o segundo termo da equagao (5.13). Usando:

Uy = U305, , w* AV = U Aw® e fazendo uma renomeacio de fndices, ficamos com
2N AT AT (7,0),5 = —2X30" AW A UP 5.16
W AU AT (7.0)p VAW AT (Ya)ag - (5.16)
Substituindo os resultados (5.15) e (5.16) na equagcao (5.13), encontramos que o termo
(5.9) ¢é dada por

1 —a
§/ Tr{Apdmp A ([AM, A,]dxt N dx”) } = " Aw " Aw %gpe — AU AW AT (7,) 05 -
M
(5.17)
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Por fim, substituindo as expressoes finais (5.8) e (5.17) na equagao (5.5), temos

k —a _
S = ( — 26" A dwy — N2 TY A A8 e
4
M
— " ANwPAw e — )\%@a Aw® A \Ifﬁ(%)ag) ) (5.18)

Na equagao (5.18), os termos bosonicos, isto é, os termos ligados a vielbein e a conexao
de spin ja indicam a formacao do termo de Einstein-Hilbert da agao de Supergravidade
em trés dimensoes, dada pela equagao (4.32). Tomando apenas estes termos, podemos

reescreveé-los como

k a a b ,c v
Shos = yy /M { —e [@u(wa)y — 8,,(wa)u] — €ape €°,W, W, } da? A diyr“ Adx” . (5.19)

ePrV A3y

Assim, o lado bosonico fica

k
Sbos - _E “ dgx 6'U‘V'D‘sa,u,{al/("}pa - apwua + 6abc wubwpc} . (520)
k 3 nrp a
Sbos —E “ d°x € BMQRW) 5 (521)

que é justamente o primeiro termo da equagao (4.32), a menos da constante de acopla-
mento a qual sera introduzida mais adiante.
Do ponto de vista fermionico, precisamos trabalhar com o segundo termo da expressao

(5.18) para recuperarmos o termo do gravitino da equacdo (4.32). Novamente, usando

que €,5 = —iC,s € que Ay = —i/2, podemos reescrever este segundo termo como
—a ) 1 o—a
AT A AT ey = N (au\pm - 8,,\IIW) da? A dz A da?, (5.22)
ep‘;,d?’a:
—a = J [
AT A AT e = SN0, Y o (5.23)

Por fim, ainda podemos reescrever o tltimo termo da equagao (5.18) como
AT A WA TP ()0 = —A%@wa‘lfg(%)aﬁ PPy (5.24)

Com isso, tomando os termos (5.23) e (5.24), a parte fermionica da agao (5.18) fica

escrita como

k 1—a —a
Sper = —)\%E ; >z P (a\lf“a,,\lfpa + \I/uwya\lfﬁ(%)ag ) : (5.25)
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Omitindo os indices fermionicos, podemos reescrever a expressao (5.25) como

k b, 1— u
Ster = _)\%E 8 B e §\IJH (@ + 2w, Yq )\Ilp ) (5.26)

Fazendo a seguinte definicao para a derivada covariante que atua no gravitino
D,=0,+ 2w v, , (5.27)
podemos finalmente escrever a parte fermionica da agao (5.18) como
Ster = —A2ﬁ/ &z e 1§ p,w (5.28)
fer Y41 g 9 VR '

Unindo a parte bosonica, dada pela equagao (5.21), com a parte fermionica, dada pela

equagao (5.28), a agao de Chern-Simons em trés dimensoes fica escrita como

k . 1. o=
S=_ /M d*x e’“’p< — eualt,) — 5)\f\IJuDV\pr) : (5.29)
Por fim, para realizar a completa identificacao da acao de Chern-Simons com a Su-
pergravidade em trés dimensoes, precisamos ajustar a constante de acoplamento ﬁ que
acompanha esta acao. Vamos tomar essa constante k, tal que
47

Em trés dimensdes, a constante de acoplamento gravitacional, k, tem dimensao [k] =
(massa)™'/?, de modo que [k]?> = (massa)™'. Tento em vista esta observacdo, devemos
lembrar que, no inicio deste Capitulo, haviamos introduzido o parametro A; para tornar
a equagao (5.4) dimensionalmente consistente, e que este parametro deveria ter dimensao

de [\] = [massa]~'/2.

Com isso, o termo ligado ao gravitino na equagao (5.29) fica
adimensional. Por fim, para obtermos o mesmo coeficiente a frente do termo do gravitino,

reescalonamos esta constante A2 — 2\?, de modo que encontramos

S = / d*x e“”"( — Q_;BWRWQ - %WMD,,\IJP) : (5.31)
M
que ¢é justamente a agao da Supergravidade em trés dimensoes que haviamos encontrado
ao final do Capitulo passado, dada pela equacao (4.32). Portanto, partindo da agao de
Chern-Simons, obtivemos diretamente a acao desejada, o que mostra que a Supergravidade
em trés dimensoes é uma teoria topoldgica.
Desta forma, este modelo nao tem dependéncia da métrica da variedade e seu tensor de

energia-momento é nulo. Isso significa que, por ser um modelo topoldgico, nao descreve
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ondas que se propagam e que carregam energia e momento. Em paralelo a esta visao
ondulatéria, podemos nos colocar no cenario corpuscular e, por nao haver transporte
de energia e momento, o modelo nao deve propagar excitagoes que sejam identificadas
com particulas fisicas, ja que estas excitagoes seriam expressao de energia e momento
propagados. Isto é plenamente compativel com o fato de que tanto o graviton quanto
o gravitino nao possuem graus de liberdade on-shell. As quantidades que aparecem na
equagao (5.31) sdo campos sem densidade de energia definida e sem particulas associadas.
Também vale ressaltar que esta acao nao reage a deformacoes continuas da geometria
(métrica) do espago-tempo, o que significa que podemos passar de uma determinada
métrica para outra sem alterar o tensor de energia-momento da teoria. O tensor de
energia-momento ¢ uma resposta a variagoes da métrica do espago-tempo.

Note que ja possuiamos indicios de que este resultado seria obtido. No Capitulo
anterior, haviamos encontrado que uma das equagoes de movimento mostrava que o tensor
de Ricci e o tensor de energia-momento sao nulos, as quais sao caracteristicas dos modelos
topologicos. Além disso, também podemos observar que nao ha dependéncia da métrica
na prépria acao, nem de seu determinante.

Por fim, podemos novamente proceder de modo anédlogo ao realizado no Capitulo Re-
latividade Geral Como uma Teoria Topoldgica e obtermos as transformagoes infinitesimais
associadas aos campos de gauge. Tendo em vista a equacao (1.76) e escolhendo o seguinte

parametro de transformacao infinitesimal
A= P, + 7%, + € Qq , (5.32)
podemos reescrever a equagao (1.76) como

5A, =

— 0, (paPa + 7%, + EaQa> — {e“upa +w, o+ U, Qa, p" Py + 70Ty + €Qs| . (5.33)

Repetindo os mesmos procedimentos feitos no caso da Relatividade Geral, encontramos

que as transformagoes de gauge sao dadas por

c (¢ Ccpa a ke ¢
56 L = —8Hp — eab e HTb - Wu prabc - 25 \I];L(fy C)C!57
0w’ = —0,T° — W, T €ape, (5.34)

—3 -3 e —a
5\1111 = _aﬂg — Wy, f (’Ya)aﬁ + \I]u,rb(’yb)ﬂéﬁ'
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’

E importante destacar que este caso possui uma diferenca fundamental em relacao
ao caso da Relatividade Geral, que foi estudado no Capitulo Relatividade Geral como
uma Teoria Topoldgica. No primeiro Capitulo, mediante a auséncia de torcao e a algebra
de ISO(2,1), mostramos que havia uma conexao entre as transformagoes de gauge com
as transformagoes locais de Lorentz e as translacoes locais, que sao as transformagoes
contidas na Relatividade Geral. No entanto, como no contexto da Supergravidade existe
a presenga de tor¢ao, dada pela equagao (4.35), fica a ser demonstrado, o que nao é feito
neste trabalho, a equivaléncia entre as transformagoes.

Com isso, concluimos este tltimo Capitulo da Dissertacao, no qual nos propusemos a
investigar mais a fundo o carater topolégico da Supergravidade em trés dimensoes: sem
acoplamento a matéria, a Supergravidade pura é uma teoria topolégica em 3 dimensoes.
Elaboraremos um pouco mais sobre este resultados em nossas Discussoes Conclusivas, em
que apresentaremos novos encaminhamentos sobre os quais pretendemos continuar tra-
balhando apés a apresentagao desta Dissertacao. Ressaltamos que este presente trabalho
de conclusao do Mestrado foi instrutivo para a minha entrada no campo da Gravidade
Quantica e, além de me trazer o instrumental para atuar na area, abriu questoes de

pesquisa que serao desenvolvidas como parte inicial do Projeto de Doutorado.



Capitulo 6

Discussoes Conclusivas e

Encaminhamentos

Nesta Dissertacao, foram discutidos temas estudados durante o Mestrado, dentre eles:
Supersimetria e alguns de seus modelos supersimétricos, Supergravidade em véarias di-
mensoes, modelo de Chern-Simons e Relatividade Geral, além do esquema de reducao
dimensional de Scherk-Schwarz e do processo de compactificacdo. A seguir, apresenta-
remos uma analise mais geral do que foi abordado em cada Capitulo. Relembrando que
este trabalho teve carater de revisao para preparacao a um Projeto de Doutorado na area
da Gravidade Quantica. Como ilustraremos ao final, duas questoes de pesquisa, que ja
estao sendo desenvolvidas em uma colaboracao, foram delimitadas a partir dos estudos
realizados nesta Dissertacao.

No Capitulo 1, apresentamos uma breve revisao do formalismo das vilbeins e da co-
nexao de spin da Relatividade Geral. Este formalismo foi fundamental ao longo de todo o
nosso trabalho, pois nos permite a introducao de férmions em um contexto de gravitagao.
Além disso, manipulamos as equacoes de modo a escrever o tensor de Riemann e a acao
de Einstein-Hilbert para um espacgo-tempo em trés dimensoes. Na segunda parte deste
Capitulo, obtivemos a agao de Einstein-Hilbert diretamente da agao de Chern-Simons
mediante introdugao do grupo ISO(1,2) e do uso de algumas relagoes adicionais. Esta
abordagem torna claro o carater topologico da Relatividade Geral em trés dimensoes.
Assim, podemos reinfatizar que a Relatividade Geral em trés dimensoes nao depende da
métrica do espaco-tempo, ou seja, € uma teoria topologica, o que lhe confere estabilidade

frente a deformacoes da métrica que seja imposta a variedade tridimensional. Outro fato
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relevante é a total auséncia de perturbacgoes que se configuram como particulas livres.

No Capitulo 2, introduzimos uma abordagem alternativa para a obtengao da Super-
simetria. Na primeira secao deste Capitulo, demonstramos o cardter fundamental que os
espinores tém na constituicao do espaco-tempo, dando base para o estabelecimento da es-
trutura de cones-de-luz, para os vetores, tensores e escalares que vivem no espaco-tempo.
Desta forma, isto motivou que desenvolvéssemos o formalismo da teoria de campos para
um parametro fermionico, o que nos levou diretamente a Supersimetria e suas principais
caracteristicas. Assim, mostramos que as transformagoes de Supersimetria estao na base
do grupo conforme e, consequentemente, dos cones-de-luz do espaco-tempo. Esta aborda-
gem é importante, pois evidencia que a Supersimetria pode ser vista como uma simetria do
espaco-tempo e que ela nao depende da existéncia dos parceiros supersimétricos para ser
considerada, tal qual acontece com a simetria conforme. Isso difere do que os livros-base
apresentam, uma vez que eles abordam apenas a eventual participagao da Supersimetria
em um cenario de Fisica de Particulas, atrelando a validade da Supersimetria a deteccao
dos parceiros supersimétricos em experimentos com aceleradores. Portanto, verificamos
que nao ¢ crucial para a Supersimetria providenciar uma representacao de particulas nas
baixas energias para que se possa imagina-la como descrevendo parte dos processos da
Natureza; pode vir a ser apenas uma simetria das altas energias, no mesmo status que
tem a simetria conforme. Associar a Supersimetria a existéncia dos "inos”é apenas um
(importante, claro!) expediente que se encontra para se resolver algumas das limitagoes
do Modelo-Padrao da Fisica de Particulas.

Posteriormente, neste mesmo Capitulo, introduzimos a Supersimetria num cenario
de gravitacao - a Supergravidade - e apresentamos as principais caracteristicas que sao
necessarias para construir a acao da Supersimetrica local. Em seguida, discutimos a
necessidade e a utilizacao de considerarmos Supergravidades estendidas, comentamos que
a versao 11-dimensional é o limite maximo em que uma teoria de Supergravidade pode ser
escrita e que ela pode dar origem a outras SUGRAs em dimensoes inferiores, formando
assim a base para as Supergravidades. Por fim, ao discutirmos o método da redugao
dimensional, evidenciamos como obter uma versao desta teoria nas dimensoes inferiores.
Assim, finalizamos este Capitulo calculando um dos termos da Supergravidade em dez
dimensoes, o que reforca a ideia da obtencao das demais Supergravidades a partir da

versao 11-dimensional.
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Uma vez que o objetivo desta Dissertagao foi trabalhar com a Supergravidade em trés
dimensoes, iniciamos o Capitulo 3 fazendo a mesma descricao para a Supersimetria que
fizemos para as quatro dimensoes, no Capitulo anterior. Com isso, mostramos que o for-
malismo é idéntico ao das quatro dimensoes e que a Supersimetria é consistente também
em trés dimensoes. Na sequéncia, a fim de descrever o procedimento de reducao dimen-
sional que fizemos no Capitulo 4, via método de Scherk-Schwarz, realizamos a redugao
dimensional dos campos de Rarita-Schwinger e Super-Yang-Mills, os quais envolviam
campos de diferentes naturezas, mas que ao mesmo tempo simplificou a demonstracao do
processo. Neste Capitulo, também verificamos que o método da compactificacao pode ser
relacionado ao de Scherk-Schwarz, e que ambos produzem a mesma redugao dimensional
ao considerarmos os modos-zero.

Na sequeéncia, o Capitulo 4 teve por objetivo obter a forma da Supergravidade on-
shell, que foi recuperada no Capitulo final, a partir da acao de Chern-Simons. Além
disso, encontramos a versao reduzida das leis de transformacao dos campos e, assim,
verificamos que os truncamentos que realizamos ao longo da reducao sao consistentes.
Foram necessarias também redefinicoes multiplicativas nos campos e na constante de
acoplamento. Com isto, asseguramos que a acao encontrada estava correta, inclusive do
ponto de vista dimensional.

Por fim, o Capitulo 5 teve como proposta mostrar a ligagao entre Supergravidade
e teorias topoldgicas, que sao dois possiveis cendrios tedricos para o estudo da Gra-
vidade Quantica. Partindo da agao topoldgica de Chern-Simons e usando o grupo de
transformgoes supersimétricas, recuperamos a acao que haviamos obtido via reducao di-
mensional no Capitulo anterior. Desta forma, asseguramos que, em trés dimensoes, a
Supergravidade é uma teoria naturalmente topoldgica, estendendo o resultado de Witten
da gravidade pura para a Supergravidade pura.

A partir dos estudos aqui realizados, duas questoes de pesquisa puderam ser elabo-
radas e serao o objeto de uma colaboracao com o Dr. Diego Julio Cirillo-Lombardo da
Universidad Nacional de La Plata: buscar identificar anisotropias em sistemas planares
como efeitos gerados pela condensacao de gravitinos, quando se adota um cenério de as-
sociar defeitos geométricos a curvatura e a torcao. Nesta proposta, adotando um cenario
de modelos andlogos, traremos os nossos resultados da Supergravidade em trés dimensoes

para aplicacdo em sistemas de Matéria Condensada em dimensoes mais baixas. Com o
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objetivo de adotar a linha de modelos analogos, fica claro que a gravidade pura nao pode
responder pela condensacao que gera anisotropias. Mas, a dinamica da Supergravidade
pode fazer com que um férmion parceiro - neste caso, o gravitino - possa se condensar e
ser identificado com anisotropias. Esta proposta estende, introduzindo a Supersimetria,
a linha de trabalhos que se encontra nos dois volumes de Hagen Kleinert que formam a
colegao " Gauge Fields in Condensed Matter”[101]. Vemos na Supergravidade planar um
possivel cendrio para abordar a discussao das anisotropias em sistemas de baixa dimen-
sionalidade. O segundo aspecto que pode ser estudado é enquadrar a chamada teoria de
gauge quiral para o grafeno, introduzida por Roman Jackiw [102], no ambiente da Su-
pergravidade e verificar se a origem do escalar de Kekulé, que descreve as ondulacoes nas
folhas de grafeno, pode ser vista como um modo escalar, também condensado fermionico,
da Supergravidade em 3 dimensoes. Concluindo, estamos vislumbrando a possibilidade de
concretizar uma abordagem baseada em Supersimetria para estudar defeitos geométricos
em sistemas de baixa dimensionalidade. Afinal, resultados recentes apontam para Super-
simetrias emergentes em sistemas planares da Matéria Condensada [103][104]. Outros
trabalhos que incluem a gravitacao e Teoria Quantica de Campos em modelos andlogos de

Matéria Condensada podem ser encontrados, respectivamente, nas referéncias [105][106].



Apeéendice A
Teorias de Campos Topoldgicas

As teorias de campos topoldgicas sao caracterizadas por acoes que nao dependem da
métrica, o que implica que a nocao de distancia entre pontos nao € exigida. Desta forma,
a teoria ¢ naturalmente invariante sob difeomorfismos e apenas a topologia da variedade,
isto é, as caracteristicas globais da variedade passam a ser relevantes para a acao. O

exemplo mais simples de uma teoria topoldgica é o da agao de Chern-Simons
S=L [ Brema,0,4 Al
=5h xe 1O Ay (A1)

em que A, é um campo de gauge U(1) que toma valores na élgebra de Lie e x é uma
constante.

Como comparagao, podemos tomar a agado de um campo escalar, ¢, em espago curvo,
a qual é dada por

5(0) = [ av=3(s 9,0, (A2)

em que V, ¢ a derivada covariante. Assim, podemos notar que todas as quantidades da
acao (A.2) dependem da métrica, diferentemente da acao (A.1).

Classicamente, o tensor energia-momento descreve a forma com a qual a acao de
uma teoria depende da métrica da variedade. Desta forma, como nas teorias de campos
topoldgicas a acao nao depende da métrica da variedade, o seu tensor energia-momento é

nulo
2 0Sr

V909

em que Sr é uma acao topolégica e g,, a métrica da variedade. Assim, como a Hamil-

T/’“’ — =0 , (AS)

toniana ¢ a componente T% do tensor energia-momento da equagao (A.3), entao uma
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caracteristica fundamental das teorias de campos topoldgicas é que sua Hamiltoniana é
nula, H = 0!

Do ponto de vista quantico, a dependéncia da acao em relacao a métrica é dada pelo
valor esperado do tensor energia-momento. Assim, seja {¢} um conjunto de campos, S(p)
um funcional real desses campos, o qual corresponde a acao da teoria e O () operadores
que correspondem a funcionais dos campos, o valor esperado do tensor energia-momento

é dado por

A 1 0S 1
Th = 5 [ Degopme 59, (A4

onde Z é a funcao particao, a qual é dada por

7 = /D @6—%5(90) (A.5)

Portanto, podemos caracterizar uma teoria de campo topoldgica como uma classe
especial das teorias quanticas de campos, em que o valor esperado do tensor energia-

momento é nulo, isto é,

(T) = 0 (A.6)

Por fim, podemos destacar que, de modo geral, existem dois tipos de teorias quanticas
de campos topoldgicas. O primeiro deles é chamado de tipo-Schwarz, a qual consiste
em encontrar (classicamente) uma agao que seja independente da métrica. Um exemplo
bastante famoso deste tipo de teoria topoldgica é a acao de Chern-Simons. Detalhes e
outras informagoes a respeito deste tipo de teorias topologicas podem ser encontrados nas
referéncias [107][108]. O outro tipo de teoria topoldgica é chamado tipo-Cohomoldgica
e tem como principal exemplo a teoria de Donaldson-Witten [8]. Conforme discutido
na referéncia [109], uma caracteristica importante destes modelos é que os observaveis
topologicos sao independentes da constante de acoplamento, ou seja, eles podem ser cal-
culados nos limites de acoplamento fraco e forte, sendo estes os regimes onde aparecem as
maiores divergéncias das teorias de campos. Uma introducao as Teorias Cohomoldgicas

também pode ser encontrado nas referéncias [107][110].
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