Gabriel Camacho de Pinho

Ruido multiplicativo num buraco negro

Euclidiano

Rio de Janeiro, Brasil

Julho de 2020



Gabriel Camacho de Pinho

Ruido multiplicativo num buraco negro Euclidiano

Dissertacao de mestrado apresentada ao curso
de pos graduacao do Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisicas como requisito parcial para
a obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

Orientador: Dr. Nami F. Svaiter

Rio de Janeiro, Brasil

Julho de 2020



Pinho, Gabriel Camacho de
P654r Ruido multiplicativo num buraco negro Euclidiano/ Gabriel Camacho de Pinho. — Rio
de Janeiro, Brasil, Julho de 2020-

55 p. : 3il. (color.); 30 cm.

Orientador: Dr. Nami F. Svaiter
Dissertacdo de Mestrado — Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Julho de 2020.
1. Teoria de campos em espacos curvos. 2. Sistemas desordenados. 3. Método da funcdo

zeta distribucional. I. Svaiter, Nami Fux, orient. Il. Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas. IlI.
Coordenacado de Fisica Tedrica. IV. Ruido multiplicativo num buraco negro Euclidiano




Gabriel Camacho de Pinho

Ruido multiplicativo num buraco negro Euclidiano

Dissertacao de mestrado apresentada ao
curso de pos graduagao do Centro Brasileiro
de Pesquisas Fisicas como requisito parcial
para a obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Dr. Nami F. Svaiter

Dr. Nami F. Svaiter (Orientador)
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
(CBPF)/ Coordenagao de Fisica Teérica

Dr. Tobias Micklitz
Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas(CBPF)/ Coordenagao de Fisica
Teoérica

Dra. Maria Emilia Xavier Guimaraes
Instituto de Fisica-UFF

Rio de Janeiro, Brasil
Julho de 2020

iii



iv

Este trabalho ¢ dedicado a todos os que estdo arriscando suas vidas na luta contra a
COVID-19. Que esta dedicatoria ajude a preservar a imagem de sua luta para geracoes

posteriores.



Agradecimentos

Agradeco, em primeiro lugar, & minha Familia (ndo os que se ligam a mim por sangue,
mas por escolhal), que segurou junto a mim (e quando ndo mais pude segurar, seguraram
por mim) as pesadas vigas desta trajetéria incrivel que teve como resultado este trabalho,
que classifico como a experiéncia mais especial de toda minha vida. Em especial, meus
pais e minha irma Mariana se destacaram ao acompanharem cada passo desta caminhada
ao meu lado! Agradeco também a Dra. Ana Carolina Dias Vieira e ao Dr. Leandro Baierl

Melo, sem os quais jamais teria concluido este trabalho.

Gostaria de agradecer a meu orientador Professor Dr. Nami F. Svaiter por todos os
ensinamentos e pela perseveranga no meu trabalho. Gostaria também de agradecer ao
grupo que conosco trabalhou por todo o suporte. Dentre estes, gostaria de prestar um
agradecimento especial ao Professor Carlos Augusto Domingues Zarro pelo incrivel apoio,
nao apenas técnico, mas também pessoal. Estes atributos me levaram a apelida-lo de “O

anjo” nesta trajetoria.

Gostaria de agradecer a CAPES pela bolsa de Mestrado que me deu a oportunidade
de me dedicar a este trabalho. Finalmente, agradeco ao CBPF pela oportunidade de fazer

parte do programa de Mestrado Académico com auxilio de uma bolsa de Mestrado.



Poema em Linha Reta

Nunca conheci quem tivesse levado porrada.

Todos os meus conhecidos tém sido campeodes em tudo.

E eu, tantas vezes reles, tantas vezes porco, tantas vezes vil,

Eu tantas vezes irrespondivelmente parasita,

Indesculpavelmente sujo,

Eu, que tantas vezes nao tenho tido paciéncia para tomar banho,
Eu, que tantas vezes tenho sido ridiculo, absurdo,

Que tenho enrolado os pés publicamente nos tapetes das etiquetas,
Que tenho sido grotesco, mesquinho, submisso e arrogante,

Que tenho sofrido enxovalhos e calado,

Que quando nao tenho calado, tenho sido mais ridiculo ainda;

Eu, que tenho sido comico as criadas de hotel,

Eu, que tenho sentido o piscar de olhos dos mocos de fretes,

Eu, que tenho feito vergonhas financeiras, pedido emprestado sem pagar,
Eu, que, quando a hora do soco surgiu, me tenho agachado

Para fora da possibilidade do soco;

Eu, que tenho sofrido a angustia das pequenas coisas ridiculas,

Eu verifico que nao tenho par nisto tudo neste mundo.

Toda a gente que eu conheco e que fala comigo
Nunca teve um ato ridiculo, nunca sofreu enxovalho,

Nunca foi senao principe - todos eles principes - na vida...

Quem me dera ouvir de alguém a voz humana
Que confessasse ndo um pecado, mas uma infamia;
Que contasse, nao uma violéncia, mas uma cobardia!

Nao, sao todos o Ideal, se os oi¢co e me falam.
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Quem hé neste largo mundo que me confesse que uma vez foi vil?
O principes, meus irmaos,

Arre, estou farto de semideuses!

Onde é que ha gente no mundo?

Entao sou s6 eu que é vil e erréneo nesta terra?

Poderao as mulheres nao os terem amado,

Podem ter sido traidos - mas ridiculos nunca!

E eu, que tenho sido ridiculo sem ter sido traido,

Como posso eu falar com os meus superiores sem titubear?

Eu, que venho sido vil, literalmente vil,

Vil no sentido mesquinho e infame da vileza.

Fernando Pessoa (Alvaro de Campos)



Despertar

Pela manha, vi o sol nascer
Vi o nascimento e gloria de um deus
Vi uma estrela se acender e reluzir

Vi o infinito a minha frente

Pela tarde vi o Sol frouxo
Vi um deus fragil e mortal
Vi uma estrela se esvair lentamente

Vi metade do caminho

Pela noite ja nao via Sol algum
Via um deus pendurado a forca
Vi uma estrela se apagar a escuridao

Nada mais vi além do que ja tinha visto

Pela manha, acordei e comeco a ver tudo outra vez

viii

Nao tenho relégio e nao sei quando vem a tarde ou a noite, mas creio como quem cré em

deuses, que sempre hei de despertar novamente.

Rafael Nogueira da Silva



Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo principal de promover uma revisao do artigo, “Multi-
plicative Noise in Euclidean Schwarzschild Manifold,”, dos autores M. Soares, N. F. Svaiter
e C. A. D. Zarro, publicado na revista Classical and Quantum Gravity, 37 065024 (2020).
Neste artigo, foi estudado um campo escalar de interacdo A\p*(x) + pp®(z) na presenca de
um ruido multiplicativo do tipo quenched, acoplado ao termo quadratico do campo, que por
sua vez esta definido sobre a se¢ao Euclidiana da solugao de Schwarzschild. Nos Capitulos
2 e 3 foram apresentados alguns elementos fundamentais da teoria quantica de campos
em espacos Euclidianos, teoria estatistica de campos e sistemas desordenados necessarios
aos calculos e interpretacoes subsequentes. Dentro destes elementos, ¢ destacado o uso do
método da funcao zeta distribucional, desenvolvido por N.F. Svaiter e B.F. Svaiter, “The
distributional zeta-function in disordered field theory,”, International Journal of Modern
Physics A, 31 1650144 (2016) para calcular a média do ruido quenched do funcional
gerador das fungoes de correlacao conexas. No Capitulo 4, foram utilizados os métodos
apresentados nos capitulos anteriores para estudar a estrutura dos estados de vacuo e o
comportamento da atividade do vacuo, (©*(z)) na presenga do ruido multiplicativo. Esta
analise feita no capitulo 4 revelou dois importantes resultados: O primeiro ¢ o de que pode
haver uma estrutura de inimeros vacuos, induzida pelo ruido multiplicativo. O segundo

resultado é o da troca do sinal da atividade do vacuo, seja qual for a intensidade do ruido.

Palavras Chave: Teoria quantica de campos em espacos curvos, métodos funcionais
em teoria quantica de campos Euclidiana, método da funcao zeta distribucional, ruido

quenched.



Abstract

The main objective of this thesis is to provide a review of the paper “ Multiplicative noise
in Fuclidean Schwarzschild Manifold,” written by M. Soares, N. F. Svaiter and C. A. D.
Zarro, published in Classical and Quantum Gravity, 37, 065024 (2020). In this paper, the
authors have investigated a scalar field with interaction Ap*(x) + pp®(x) in the presence
of a multiplicative noise coupled to the quadratic term. The scalar field in this scenario is
defined over the Euclidean section of the Schwarschild solution of Einstein’s equations.
In the Chapters 2 and 3 we presented the fundamental aspects about quantum field
theory in spaces of Euclidean signature, statistical field theory and disordered systems,
required to the subsequent calculations and interpretations. Among those elements, it
is highlighted the use of the distributional zeta function, developed by N. F. Svaiter e
B. F. Svaiter (“The distributional zeta-function in disordered field theory,”, International
Journal of Modern Physics A, 31 1650144 (2016) in order to calculate the quenched average
generating functional of the conected correlation functions. In Chapter 4, We used the
methods presented in the later chapters to investigate the structure of the vacuum states
and the behavior of the vacuum activity (p?(x)) in the presence of multiplicative noise.
This analysis made in Chapter 4 has revealed two important results: the former is that
there may have a multivacuum structure induced by the multiplicative noise; the last one

shows that the sign of the vacuum activity changes independently of the noise intensity.

Keywords: Quantum field theory in curved spaces, functional methods in Euclidean

quantum field theory, zeta distributional method, quenched noise.
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1 Introducao

O século passado foi marcado, sem sombra de duvidas, por avancos cientificos bastante
notaveis, pelo menos no que diz respeito a Fisica fundamental. A elaboracao das teorias
da relatividade restrita e geral e da mecanica quantica trouxeram um novo cenario para a
compreensao da natureza pelos fisicos. Um dos grandes paradigmas que veio a seguir foi
o de unificar as interagoes fundamentais a partir de um pequeno nimero de principios.
A teoria quantica de campos, versao relativistica da mecanica quéntica, acrescida do
fato de trabalhar com infinitos graus de liberdade, obteve grande sucesso na descricao de
interagoes fundamentais entre particulas elementares, principalmente no que diz respeito a
interacao eletromagnética e eletro-fraca. Em meados da década de 70, foram intensificados
varios esfor¢os para incorporar a interagao gravitacional ao formalismo de teoria quantica
de campos. Uma abordagem que obteve bastante sucesso nesta direcao é chamada de
gravitacao semi-classica. Esta abordagem se baseia na quantizacao de campos de matéria
definidos sobre um espago-tempo classico [1]. Este estudo evidenciou uma relagao muito
profunda entre a geometria dos horizontes de eventos e efeitos térmicos [2, 3, 4, 5, 6],

tendo como seu principal resultado o de que um buraco negro, esfericamente simétrico

1

e sem carga, emite radiagdo como se fosse um corpo negro a temperatura T = ¢,

chamada de temperatura de Hawking, onde M é a massa do buraco negro. Recuperando
o Sistema Internacional de unidades, é possivel mostrar que a temperatura de Hawking
é da ordem de T' ~ 108K (%), onde M é a massa do Sol, o que é muito menor do
que a temperatura da radiacao césmica de fundo de 3 K para buracos negros astrofisicos
[7]. Importantes previsoes acerca do paradigma da gravitacao semi-classica podem ser
testadas com o auxilio dos recentes avancgos acerca de medidas de ondas gravitacionais
[8]. Nesta dissertagao, utilizaremos uma abordagem chamada de gravita¢ao Euclidiana,
que consiste na rotacao de Wick no parametro temporal, da gravitagao semi-classica.
Nesta técnica, adicionalmente a condi¢oes peridédicas adequadas associadas ao parametro

temporal imaginario, é possivel descrever um sistema de campos quanticos a temperatura



Capitulo 1. Introdugdo 2

finita [9, 10].

Neste trabalho, fomos motivados por estudos que propoem que uma compreensao
adequada da termodinamica de buracos negros deve utilizar a ideia de que o buraco negro
em si é um sistema aberto fora do equilibrio. Portanto, precisamos de um tratamento de
teoria quantica de campos nesta situagao [11, 12]. Assim, um estudo profundo acerca de
flutuagoes na temperatura de Hawking [13, 14] faz-se necessario. Esta discussao nos motiva,
a inserir em nossa teoria um parametro que incorpore as flutuacoes devidas ao fato do
buraco negro ser analisado como um sistema aberto, levando em consideracao flutuagoes
a temperatura de Hawking. Em particular, para um modelo de Landau-Guinzburg
tradicional, V(¢) = m%p? + A\p?, o pardmetro m? = m?(T') é dependente da temperatura
[15], 0 que nos motiva a utilizar um parametro multiplicativo de desordem associado ao
termo ? da densidade Lagrangiana do modelo que utilizaremos nesta dissertacao. este
pode representar uma flutuacao local da temperatura de Hawking. Queremos salientar
que este método é essencialmente diferente da gravitacao quéantica estocastica, onde sao
induzidas flutuagoes estocésticas diretamente na métrica [16].

Nesta dissertacao, estudaremos uma teoria quintica de campos definida sobre a secao
Euclidiana do espago de Schwarzschild, onde adicionaremos ao termo quadratico uma
contribuicdo que leva em conta flutuacgoes externas. O modelo mais simples possivel
consiste num campo escalar com auto-interaciao, chamado de modelo Ap?, porém, como
veremos nos proximos capitulos, na presenca do ruido, este modelo pode ser instavel.
Para garantir a estabilidade do vdcuo, adicionaremos um termo py® ao nosso modelo.
Depois, considerando que o ruido é do tipo quenched, usaremos a técnica da funcao zeta
distribucional introduzida por N. F. Svaiter e B. F. Svaiter na referéncia [17] para calcular
a média quenched. Este método foi utilizado para investigar propriedades de sistemas
fisicos com desordem quenched na literatura [18, 19]. Apos calcularmos a média quenched,
usaremos métodos funcionais [15, 20, 21, 22| para obtermos a chamada atividade do vacuo
definida, para um campo escalar real, por (©?(x)). Adicionalmente, calculamos, a partir
da atividade do vacuo, o tensor energia-momento renormalizado da teoria.

A organizacao desta dissertacao é a que segue: no Capitulo 2, apresentaremos os méto-
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dos de teoria quantica de campos em variedades Euclidianas. Discutiremos também alguns
aspectos sobre variedades de Schwarzschild e Rindler Euclidianas, que serdao necessarios
no seguimento desta dissertacao. No Capitulo 3 , introduziremos o conceito de sistemas
desordenados e de média quenched. O método da zeta distribucional sera apresentado em
detalhe. No Capitulo 4, utilizaremos os métodos ja desenvolvidos nos capitulos anteriores
para investigar o efeito do ruido quenched na atividade do vacuo. Os apéndices A e B
apresentam elementos relevantes ao tema, porém, nao fundamentais a compreensao desta
dissertacao. No apéndice A revemos a solucao de Schwarzschild em relatividade geral e no
apéndice B apresentamos um brevissimo resumo de teoria quantica em espacos curvos.

Esta dissertagio ¢ fortemente baseada na referéncia [23]. Também fizemos kg = ¢ =

h=G=1.



2 Meétodos Euclidianos em Teoria Quantica

de Campos e Relatividade Geral

2.1 Teoria quantica de campos Euclidiana e teoria estatistica de
campos

Nesta secao discutiremos alguns aspectos de teorias de campos definidas sobre secoes
Euclidianas de espagos-tempos. Comecaremos definindo a chamada teoria quantica de
campos Euclideana. Depois apresentaremos a teoria estatisticas de campos e finalmente
chegaremos a condigao KMS (Kubo-Martin-Schwinger) que conecta estas duas abordagens.

Em teorias de campos é necessario sabermos como uma configuragao inicial influencia
em outra configuracdo num tempo posterior. Ou ainda como a probabilidade de encontrar
o sistema num determinado estado ¢é afetada pela probabilidade de encontrar o sistema em
um outro estado, ou seja, a correlagao entre estas quantidades. As chamadas fungoes de
correlacao, ou fungoes de dois ou mais pontos, representam o cerne das interpretagoes fisicas
destas teorias, tanto em estudos de interagoes de particulas fundamentais [21], relacionadas
a elementos de matriz S, como em teoria estatistica de campos [15], relacionadas a

propriedades termodinamicas, como expoentes criticos em transi¢oes de fase.

2.1.1 Teoria quantica de campos Euclidiana

Numa teoria quantica de campos escalares reais, estas fungoes de correlacao podem ser

obtidas a partir de quantidades do tipo:
I= /[d(p]eis[“"}, (2.1)
onde [dp] é uma medida funcional, S{g| é o funcional agao definido por

Slel = [ dsL(@((@)) (22)

onde L(¢)(z) é a densidade Lagrangiana de interesse, definida para o campo escalar real

¢(x). Na discussao acima M é uma variedade com métrica de assinatura Lorentziana,
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temos entao ¢ : M — R. A integral funcional é feita sobre todas as possiveis configuracoes
do campo ¢(z) e x = (t,Z). Doravante, por brevidade, iremos omitir o argumento de
 sempre que nao for relevante em nossas discussoes. Devido ao carater oscilatério do
integrando, a integral acima, para campos reais, ha problemas de convergéncia [20]. Para
resolver este problema, fazemos a chamada rotacao de Wick, que leva a variavel temporal ¢
numa variavel imagindria 7 = —it. Dessa forma, a integral funcional I se torna I definido

por:
1= / ldg)e=51), (2.3)

onde 2y = (7,7) e S(¢) é a acdo nas novas coordenadas, chamada também de acio
FEuclidiana do campo. O nome Euclidiano deve-se ao fato de que apds a rotacao de
Wick, o elemento de linha passa a ser positivo definido. Nesta formulagao, para campos
reais, o integrando é positivo e tende a convergir. Conforme comentado na referéncia [20],
esta observagao acerca da convergéncia das integrais como as realizadas na equagao (2.3)
revela que a teoria de campos deve ser definida sobre alguma secdo Euclidiana do espaco-
tempo original onde os campos quanticos sao definidos. Porém, para melhor interpretar
os resultados deveriamos desfazer a rotacao de Wick, voltando para os resultados de
assinatura Lorentziana.

Uma das mais importantes funcées de correlagao em teoria quantica de campos,

chamada de propagador de Feynman ou causal, que para campos escalares, é definida por:

OIT (o (2)e(y)) 0) (2:4)

onde 7T é o operador ordenamento temporal, que estabelece a ordem dos campos a partir
das varidveis temporais 2° e 3°:

@ely) se >,
T oo =1 Y (25)

oy)p(z), se y° >

Uma questao essencial é a de como este importante objeto se modifica (e até mesmo se é

bem definido) numa rotagao de Wick.
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2.1.2 Teoria estatistica de campos

Antes de apresentarmos as condi¢bes um pouco mais formais para que possamos
efetuar e interpretar uma rotacao de Wick implementada em uma variedade mais geral,
comentaremos um pouco sobre uma teoria de campos que ja é naturalmente formulada de
forma a ter a equagao (2.3) como quantidade fundamental: teoria estatistica de campos
para flutuacoes lentas de § = % Nesta formulacao, similarmente a da mecanica estatistica,

definimos uma funcao de partigdo para um campo escalar p(zg) como [15, 24]:

Z = / [dg)e— 1 (2.6)

onde H[p] é o hamiltoniano do campo e zg é o conjunto de coordenadas espaciais. O
termo usual 5 presente em Z foi implicitamente incorporado a H|p].
A funcao de correlagao de n pontos, em teoria estatistica de campos, também chamada

de funcao de Schwinger de n pontos é dada por

G(1, T2, ..., xn) = (p(x1)p(x2)...0(xp)) . (2.7)

Por simplicidade, omitimos o indice E na variavel x. Sempre que houver ambiguidade
o utilizaremos explicitamente. A média representada em (2.7) é efetuada no ensemble

canonico, portanto, pode ser escrita como:

Cl1, o, ooy n) = 21 / [dy] ((21)p(a)... () e~ HI4, (2.8)

Para que possamos calcular estas quantidades a partir da funcao de particao, inseriremos
uma fonte ficticia no Hamiltoniano, que ira se acoplar linearmente com o campo. Sendo

assim, definimos o funcional gerador das fungoes de correlagao como:
21j) = [ ldgle el 7ot (2.9)

onde m ¢é a dimensao do espago do espago Euclidiano. Usando técnicas de derivacao

funcional, é possivel ver que [22]:

iy 211 = [ldglp(eye ] maoeto (2.10)
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671
0j(x1)07(x2)...07(xy,)

Z[j] = / Al (1) (x2).p(,)e HlAH] dmei@e@ —(917)

Portanto, a partir do funcional gerador Z[j], podemos calcular as fungdes de correlagao

a partir da seguinte expressao:

0j(x1)07(z2)...07(xy)

G(;Cl,.fllg,...,.l’n) =7 (212)

J=0
Para o caso de n = 1, a funcao de correlacao de n pontos ¢ o valor médio do campos

no ponto x, que chamaremos de parametro de ordem:

0Zj]
j(x)

q(z) = (p) = (2.13)

(o)

j=0
2.1.3 Conexao entre TQC Euclidiana e teoria estatistica de campos

Vimos no inicio desta segdo que a fim de que a equagdo (2.1) seja bem definida,
efetuamos uma rotacao de Wick, e que com isso, a teoria passa a se parecer, de certo modo,
como uma teoria estatistica de campos pois os funcionais geradores tem a mesma forma
funcional. Até o presente momento, nao ha nenhuma mencao a temperatura ou a qualquer
outra quantidade termodinamica. Vamos considerar agora que o sistema apresentado no
inicio desta secdo esteja em contato com um reservatério térmico de temperatura 7' = 371
Podemos calcular a média das flutuagoes térmicas de um determinado operador fl(t)

usando os métodos padrao de teoria estatistica de campos como:

(), = 27 T [ePTA(t)] (2.14)
onde Z = Tre P ¢ [T ¢ o operador Hamiltoniano. Lembrando que o operador e—iall ¢

responsavel por translagoes na coordenada temporal:

(A(t), = 27" Tx [e P A(t)]
=7 'Tr [e‘ﬂﬁfl(t)eJ“Bﬁe_ﬁg}
=Z'Tx [e‘ﬂﬁe_ﬁgfl(t)frﬂg}

= (At +iB)),. (2.15)
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Efetuando a rotacao de Wick como no inicio da sec¢ao e ocultando 7 na notacao, temos:

(A(m)s = (AT + 8)) 5 (2.16)

Esta condicao de periodicidade imposta sobre a coordenada temporal imaginaria 7 é
chamada de condigao KMS (Kubo, Martin, Schwinger) [9, 10]. Assim, para um campo
escalar, podemos descrever um sistema de teoria quantica de campos a temperatura finita
T efetuando uma rotacao de Wick na coordenada temporal e impondo a condicao de

periodicidade acima na teoria Euclidiana. !

2.2 Analise da secao Euclidiana do espaco tempo classico

2.2.1 Secdo Euclidiana da solucdo de Schwarzschild

Para discutir efeitos nao triviais gerados pelo ruido aleatério definido sobre a se¢ao
Eulclidiana de um buraco negro precisamos apresentar brevemente a solugao de Schwarzs-
child discutida no apéndice A. A métrica pseudo-Riemanniana de Schwarzschild é definida

pelo elemento de linha, valido para r > 2M:

2M 2MN !
ds? == (1= "R (1-75) s setdg?). (217)

Fazendo a rotacao de Wick, 7 = it, obtemos uma métrica positiva definida Euclidiana

para r > 2M. Introduzindo a coordenada radial

2M
x=4M <1 — >, (2.18)
r
o elemento de linha fica
a5t = et TG 246 4 sen0dg? 2.19
3—16M27+16M4x+r( + sen“fdgp”). (2.19)
Usando a seguinte transformacao de coordenadas:
. T
T=—
4anM’
r = 2Msena, (2.20)

1 Para o caso de um campo fermidnico, descreve-se uma teoria de campos & temperatura finita T

implementando uma condi¢do de anti-periodicidade na coordenada tau [6]
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o elemento de linha se torna:
ds* = 4M* (da2 + sen2ad7~'2) + () <d02 + sen29d¢2) . (2.21)

Nesse sistema de coordenadas, é possivel notar que se 7 tem periodicidade 27, entao,
4M? (da? + sen?ad7?) é um elemento de linha de uma 2-esfera de raio 2M. Sendo assim,
este elemento de linha possui apenas uma singularidade de coordenada, nos poélos Norte
ou Sul. Voltando as coordenadas originais (2.20), 7 deve ser periddica de periodo 87M e
x deve estar confinado no intervalo 0 < x < 4M, o que equivale, para coordenada r, ao
intervalo 2M < r < oo.

Portanto, a singularidade em r = 2M (z = 0) é removida se 7 é uma coordenada
periodica de periodo 87 M. Supondo que a coordenada 7 é periddica, obtemos uma métrica
Euclidiana positiva definida livre de singularidades. Portanto, a variedade definida na
regiao 0 <o <4M e 0 < 7 < 81M ¢é a secao Euclidiana da solugdao de Schwarzschild. De
acordo com a condicao KMS, uma TQC Euclidiana nesta variedade descreve um sistema

1

a temperatura finita 7' = -

2.2.2  Secao Euclidiana da solucdo de Rindler

Analisaremos agora o comportamento da variedade de Schwarzschild nas proximidades
do horizonte de eventos definido por r = 2M. Esta andlise se mostrara bastante ttil no
seguimento dos calculos. O procedimento que sera executado aqui é intimamente baseado

na referéncia [25]. Iniciaremos por definir a coordenada espacial £ como:

= [ Vool

v oM

= (1 - — )dr’
2M T

— Jr(r —2M) +2M h—1< LA 1). 9.22
r(r )+ sen o ( )

Em termos das novas coordenadas (t,&, 6, ¢), o elemento de linha ds? fica:

r(¢)

Nas proximidades do horizonte de eventos:

¢~ 2\/2M (r — 2M). (2.24)

ds* = <1 — 2M> dt* — de? —r*(£)dQ. (2.23)
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Usando esta aproximagao, o elemento de linha toma a forma:

dt

ds* = <4]\4> — d&% — r*(&)d0?. (2.25)

Se considerarmos agora uma regiao de pequenos angulos (6 < 1), podemos substituir as

coordenadas angulares por coordenadas cartesianas da seguinte forma:

x =2M 6 cos ¢,

y = 2M 60 seng. (2.26)
Usando esta aproximacao, e definindo uma nova coordenada temporal como:

= 2.2
r=o (227)

o elemento de linha nas coordenadas (7,&, z,y) fica:
ds* = £2dr* — d¢* — da* — dy?. (2.28)

Os coeficientes deste elemento de linha sao chamados de métrica de Rindler. Fisicamente,
a métrica de Rindler é usada para descrever o movimento de uma particula livre num
referencial uniformemente acelerado [26]. Existe ainda uma mudanca de coordenadas 1til

a fim de elucidar algumas propriedades deste espago:

T = Esenh T,

Z = ¢coshr. (2.29)
Nestas coordenadas, o elemento de linha fica:
dS? =dT?% —dX? —dY? — dz°, (2.30)

que representa obviamente a métrica do espaco de Minkowski. Parece que estamos prontos
entao para abandonar as tais coordenadas de Rindler, na qual tivemos algum trabalho
para derivar. A resposta a este dilema comeca a ser respondida na figura 1, que compara
as coordenadas de Rindler e Minkowski. O conjunto de transformagoes (2.29) cobre apenas

uma parte do espago de Minkowski, representado na figura acima como regiao R. O
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T
Z=T
§=cte
F
L R
z
P
Z=-T

Figura 1 — Sistema de coordenadas de Rindler. Ilustramos a linha de mundo de um
observador com £ = constante.

interessante desta regiao do espacgo tempo é a de que é exatamente a regidao que fica fora

do horizonte de eventos de Schwarzschild [25].

Assim como feito para o espaco tempo de Schwarzschild, analisaremos as propriedades
da se¢ao Euclidiana do espago tempo de Rindler. Para tal, lembramos que o espago de
Rindler (definido como a parte Rindler R do espago de Minkowski), pode ser definido a
partir de uma mudanga de coordenadas como em (2.29). Portanto, podemos a principio
definir a secdo Euclidiana do espago de Rindler com uma tinica mudanca de coordenadas a
partir das coordenadas de Minkowski. Para isso, primeiro efetuaremos a rotacao de Wick

nas coordenadas de Rindler habituais como:
T =T,

£=p.

A nova coordenada temporal T serd a partir de agora apenas de 7, por simplicidade.

(2.31)

Inserindo entdo as novas coordenadas (2.31) em (2.29), temos que a se¢do Euclidiana do

espaco de Rindler pode ser definida a partir da seguinte transformagao de coordenadas:

T = psenT,
(2.32)

Z = pCOST.
Nota-se pela figura 2 que este sistema de coordenadas varre todo o espago Euclidiano,
exceto a origem, ou seja, estas coordenadas pegam pontos fora da regiao causal delimitada

por R. Outra ponto importante que merece destaque é o de que a coordenada imaginaria

temporal 7 é periddica de periodo 27, o que, pela condicao KMS, deve representar uma
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T

p=§=cte

Figura 2 — Espaco de Rindler Euclidiano . Evidenciamos a curva p = £ = constante.

temperatura no ensemble canoénico igual a T = ==, que, recuperando as unidades originais

2m?

1

da mudanga de escala feita em (2.27), ¢ igual a T' = 7,

similarmente a se¢ao Euclidiana

do espaco de Schwarzschild.

2.3 Teoria Quantica de Campos Interagentes para o Campo escalar

2.3.1 O funcional gerador para as funcdes de correlacado

Nesta se¢ao, em complemento a se¢ao 2.1, continuaremos as discussoes acerca de
teoria quantica de campos, onde discutiremos técnicas e interpretacoes fisicas de sistemas
representados por campos escalares auto-interagentes, mais especificamente, estamos
interessados em campos com acoplamento Ag* + pe®, apesar do formalismo ser mais
geral. Assim como evidenciado na se¢ao 2.1, estamos interessados no calculo de fungoes de
correlagdo, as quais calculamos a partir do funcional gerador Z[j]. Iniciaremos a discussao
por definir a agdo Euclidiana para um campo escalar ¢(z) auto-interagente sobre uma
meétrica g, como:

So] = [ d's £(p)(@), (2.33)

onde a notagao z = (7, ) representa o conjunto de coordenadas obtidas ap6s a rotagao de
Wick nas coordenadas espago-temporais originais e £ é a densidade lagrangiana, definida

COIMo:

L(p)(x) = Vi | (A +m*) o +V(p)], (2:34)
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onde, por brevidade, omitimos o argumento do campo ¢(z), V(¢) = 3¢* + o8 e A é o
operador Laplaciano, definido por
Ap = -0, (VG 9"0,0) (2.35)
¥ = g9 ovp). .
Vg "

Assim como na se¢do 2.1, definimos para esta teoria um funcional gerador adicionando
uma fonte ficticia j(x) acoplada linearmente a ¢(x). Desta forma, o funcional gerador de

todas as fungoes de correlagao pode ser escrito como:

2j) = [ldelexp |~ [d'o£(o) + [d'o o] (2.36)

A maneira de se obter as fungoes de correlacio é sutilmente alterada em comparacao ao
caso Euclidiano plano, devido ao termo ,/g junto a fonte, colocado para que o elemento
de volume quadri-dimensional seja um escalar. A funcao de correlagdo de n pontos pode
entao ser escrita como:

1 L A

(\/g)n [J] 5](171)5]($2)5j(xn) - . (2.37)

G(z1, 29, ...k,) =

2.3.2 Expansao perturbativa da teoria

Para compreender um pouco melhor a natureza matematica das fungoes de correlagao,
vamos olhar primeiro somente para a parte livre do funcional gerador, ou seja esqueceremos,

por enquanto, o termo V' (¢). Definimos o funcional das fungoes de correlagao livres, como:

Zolj) = [ldglexp |~ [ d'oy (e(o) (=2 +m?) pla) + j(a)e(o)) (2.38)

Neste momento, utilizaremos a seguinte mudanca de variaveis:

o(z) = 3(x) + / da'\JgH (z,2)j ('), (2.39)
onde H(x,x') satisfaz:

(—AI + m2> H(z,z') =06z — ), (2.40)
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ou seja, H(x,2') é uma fungdo de Green associada ao operador (—A, + m?). Introduzindo

tal mudanga de varidveis, se pode mostrar que [22]:

Zulj) = Zuf0 exp |~ [ d'aa's!\[gla)fo(@)i@H @ )i@)] . (241

Desta forma, conseguimos fatorar a fonte ficticia j(x) da integral funcional. De fato, se

calcularmos a funcao de correlacao de dois pontos, usando a equagao (2.37), temos que:
G(z,y) = H(z,y), (2.42)

o que evidencia o fato de que a funcao de correlagao para a teoria sem interagao é uma
funcao de Green, e que sugere que outras funcoes de correlagao da teoria livre sao de
alguma forma combinagoes da funcao de Green de dois pontos, que sera chamada de
G(z,y) a partir de agora. E possivel mostrar também que o funcional gerador completo

pode ser representado por [22]:

Z[j] = exp [—/d‘*:pv (cﬁ?w))] Zolj]. (2.43)

A teoria de perturbagao consiste na expansao em série de Taylor funcional da exponen-

cial que depende das derivadas funcionais com respeito a fonte ficticia j(x). Claramente,
ordem zero de expansao em série, o funcional gerador é o proprio funcional gerador livre.
Nao é dificil ver que as func¢des de correlagao da teoria completa, em qualquer ordem,
dependem de alguma forma de combinagdes de G(z,y). Algumas destas combinagoes sdo
simplesmente produtos de duas ou mais fungdes de correlagio de ordem mais baixa (o que
representa uma soma de processos envolvendo menos pontos) [15, 21, 22]. Estes termos da
série perturbativa sao chamados de desconexos. Para que nao tenhamos que subtrair estes
termos manualmente, felizmente, é possivel definir um novo funcional gerador que elimina
automaticamente estes termos, o qual chamaremos de funcional gerador das funcoes de

correlagdo conexas, definido como:
W1j] = log Z[j]. (2.44)

A partir dele, introduziremos as fungoes de correlagao conexas por:

1 "Wyl
(va)" 0303 (ea)-b5 () |y

Ge(xy, 29, ...2,) = (2.45)
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As observagoes feitas no paragrafo anterior se encontram detalhadas nas referéncias [15,
21, 22] para um espago-tempo plano e aprofundam a discussiao dos resultados apresentados

acima.

2.3.3 Aproximacao de campo médio

Nesta subse¢ao, abordaremos uma técnica perturbativa para o funcional gerador das
fungoes conexas W[j], e consequentemente, para as fun¢oes de Green conexas. Por
simplicidade, apresentaremos o formalismo adotado para uma teoria estatistica de campos
num espaco Euclidiano plano. E possivel ver, a partir das defini¢des dadas pelas equacdes
(2.13) e (2.44) que o pardmetro de ordem associado a uma teoria estatistica de campos

pode ser definido como:
oWl
5](.%) j=0

Para que possamos implementar a aproximagao proposta nesta secao, definiremos uma

q(z) = (¢) (2.46)

quantidade chamada de campo cléssico [22], definida por:

SW1j]
0j(x)

onde é possivel notar que ¢.(z)[j] é um funcional de j(z). Vale notar também que

e()[7]

(2.47)

de(x) = ¢e(x)[0] é justamente o pardmetro de ordem. Dadas estas defini¢des, suponha que

o funcional gerador de todas as fungoes de correlagao sao escritos como:

21j) = [ lagle 51, (2.48)

onde a é uma constante positiva. Este forma funcional surge com frequéncia em modelos
de teoria de campos [15, 21, 22]. A ideia por tras desta aproximagio é a de analisar o
limite em que o parametro a é muito pequeno. Esta aproximacao é conhecida em analise
complexa como o método da fungao estacionaria [27]. Este método consiste em mostrar
que esta integral pode ser aproximada pelo valor do integrando no seu ponto critico.
Na referéncia [22], é demonstrado que isto nos leva a equacao diferencial funcional (em

aproximacao de ordem zero em a), e é dada por:

05 [Pe () 1j], 1]
¢e(x)[j]

—j(x) =0, (2.49)
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que é chamada de equacdo de Dyson-Schwinger em ordem zero para o caso particular
a = h. Fazendo j(x) = 0, temos uma equagao diferencial para o pardmetro de ordem, que
¢ justamente a equagao cléssica de para o campo. Esta equacao é chamada de equacao de

campo médio e é escrita como:
3.5 [pe(z)]

MCZI) ~ 0. (2.50)

2.3.4 Quebra espontédnea de simetria

Outro tema envolvendo teoria quantica de campos, extremamente relevante a este
trabalho, ¢ o de quebra espontanea de simetria, que estd intimamente ligado ao conceito
de vacuo. Este ltimo conceito é um dos mais importantes em teoria quantica de campos.
E necessdrio, para que se construa uma teoria consistente, que haja uma quantidade que
se possa identificar como a energia do sistema e que esta possua uma minimo global. O
estado quantico referente a este minimo é chamado de vacuo quantico, e toda teoria é
construida a partir dele. No formalismo funcional identificamos a a¢ao Euclidiana como
a energia, que tem dependéncia explicita no campos ¢(z). Dizemos que uma simetria
¢ quebrada espontaneamente, caso esta simetria continue sendo uma simetria da agao,
mas nao seja mais uma simetria de outros objetos fisicos calculados no estado de vacuo.
Por exemplo, a agao descrita pela equagao (2.33) possui a simetria ¢ — —. E suficiente,
neste caso, para que tenhamos uma quebra espontanea de simetria que (0]p|0) = (@) # 0,
onde |0) é o estado de vacuo.

Definimos como estado fundamental de nossa teoria um valor uniforme de () = ¢
que satisfaca a equacao de campo médio (2.50). Dentro destas condigoes, e usando a agdo

definida na equagao (2.33), temos?:

1

Bo+ i (2

i m?¢? + V(¢)) = 0. (2.51)

Como ¢ é uniforme, o primeiro termo do lado esquerdo da ultima equacgao se anula, e esta

S€ resume a
dU(¢)
do
Em espacos curvos, esta hipdtese ndo é em geral satisfeita, pois ¢(x) = cte pode nao ser solucao das
equagdes de movimento [28].

=0, (2.52)

2
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onde

A+ V(8) = g’ + A6+ (2.53)

N | —

U(g) =

Restringindo nossa defini¢ao, o estado fundamental deve ser, nao apenas um ponto critico
do potencial U(¢), mas um minimo global. Para uma teoria com todas as constantes de
acoplamento positivas, o tnico extremo é ¢(x) = 0, onde portanto, esta discussao nao
é relevante. Entretanto, analisaremos um caso mais geral onde o pardmetro A pode ser
negativo e portanto é possivel que haja valores de ¢ # 0 que correspondam a minimos
globais. O problema se resume entéo a encontrar os minimos globais do potencial U(¢),
mantidas as condicoes de que m? > 0 e p > 0. A tltima condicdo é necessaria para que a
energia possua um minimo global.

Derivando a equacao (2.53) com respeito a ¢ e igualando a zero (cf. a equagao (2.52)),

temos:
M2+ A8 + p¢® = 0 ¢ (m? + \o* + pg') = 0. (2.54)

Claramente, ¢ = 0 é uma das solugoes, como previsto. Nos resta agora investigar os pontos
criticos ndo triviais da equagao (2.53). Antes disso, é ilustrativo analisar os gréficos deste

potencial, U(¢), como mostrados na figura 3. Existem trés casos interessantes apresentados

U(¢)

\ g T S f— ¢

Figura 3 — Potencial U(¢) = 3m?¢* + 3 A¢* + §p¢®

na figura 3. O primeiro caso é representado pelo potencial representado por uma linha fina
(em azul na versao colorida), onde m? > 0, A > 0 e p > 0, possui apenas um minimo local,

portanto, global. O segundo caso, representado pela linha tracejada (em laranja na versao
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colorida), mostra um cenario onde, m? > 0, p > 0 e A embora negativo, ¢ menor do que
um valor critico a ser discutido posteriormente. Nele existem outros dois pontos criticos
que sdo minimos locais, porém nao sao globais. De fato, ¢ = 0 é sempre uma solugao e
U(0) = 0. Portanto, a tnica forma de termos minimos globais para valores de ¢ # 0 é
impor a condi¢ao de que o potencial U(¢) < 0 para estes outros pontos extremos (situagao
ilustrada pela linha espessa na figura. Voltando & equagao para os pontos extremos (2.54),

a equacao para raizes nao triviais fica:
m? + \p* + po? =0, (2.55)

que possui 4 solugoes, que sao:

qb(:t) _ \J A+ vV A2 — 4pm2 qb(:t) _ _\J i ==Y/ A2 — 4pm2

2.56
| 5 { i (2.56)

Como a equagao tem simetria de paridade, podemos usar a solugao de sinal positivo, i.e.
¢§i). O argumento utilizado para escolher uma das duas raizes restantes é um pouco
mais sutil. A partir de agora omitiremos o sub-escrito 1 na notacao do ¢§i>, Estamos
supondo aqui que A < 0, para que possamos ter quebra espontanea de simetria. Deste
modo, U(¢(7)) <0 e U(¢7)) < U(¢H)), sendo portanto um minimo global. Portanto, os

valores dos novos vacuos devem ser:

S0 _ iJ N+ /N

5 (2.57)

tendo de satisfazer a condicao U(¢*)) < 0. Usando a equacio (2.57) em (2.53), temos:

16m?p
3 Y

2> (2.58)

Resolvendo esta inequagao, temos a seguinte condi¢ao para A a fim de que (2.57) seja um

A< —4m\/§. (2.59)

Podemos agora expandir o campo em torno de seu novo vacuo, fazendo uma mudanga

minimo global:

no campo ¢(z) do tipo:

P(z) = plz) +¢. (2.60)
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Desta forma:
(@(z)) =0. (2.61)
Portanto, temos que investigar o formato da Lagrangiana a fim de analisar os efeitos nos

parametros de acoplamento. Este procedimento sera feito com mais detalhes no capitulo 4

para este modelo na presenca de um ruido multiplicativo acoplado ao quadrado do campo.

2.4 Funcio de Schwinger com temperatura na secdo Euclidiana da
solucao de Schwarzschild

No decorrer deste capitulo, destacamos a importancia das fungoes de correlagao para
uma teoria de campos. Na se¢do anterior, observamos que uma func¢ao de correlacao de
n pontos pode ser obtida a partir de func¢des de correlacao de dois pontos, e que estas
ultimas sao fungoes de Green do operador de campo, ou seja, satisfazem a equacao (2.40).
Estas constatacoes indicam que se faz necessario um estudo acerca de fungoes de Green
para que possamos prosseguir.

O primeiro comentario que se faz relevante a esta discussao é que existe uma variedade
de fungoes de Green associadas a um determinado operador hiperbélico de campo[6]. Estas
fungdes de Green, por sua vez, podem ser univocamente determinadas a partir de condi¢oes
implementadas sobre as func¢oes de correlagao. Portanto, para que possamos determinar a
forma da funcdo de Green de que temos interesse, temos de saber quais as condigoes que a

definem.

2.4.1 Funcao de Schwinger a temperatura finita

Foi enfatizado no Capitulo 2 que uma das mais importantes fungoes de Green em
teoria quantica de campos é o chamado propagador de Feynman dado pela equagao (2.4).
Inclusive, é esta funcdo de Green que surge no funcional gerador da versao Lorentziana de
teoria de campos. A versao Euclidiana desta quantidade é a chamada fungdo de Schwinger
[6] & temperatura zero. Nestas fungoes, é possivel considerar a presenca de temperatura

utilizando condigoes de periodicidade na variavel temporal imaginéria (condigoes KMS).
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Portanto, nesta dissertacao, estamos interessados nas chamadas fung¢oes de Schwinger
a temperatura finita T = % Definiremos esta quantidade a partir do que chamaremos
de modos do campo. Os modos do campo sdo um conjunto completo de fungoes wu,(z),
onde {n} representa o conjunto de indices necessarios para definir u(x). Eles satisfazem a
equacao

(A +m?) un(z) = 0. (2.62)
Esta equagao pode ser resolvida, nos casos de interesse desta dissertacao através da
substituicao de varidveis u, (7, ¥) = T,,(7)1,(Z). Os passos desta solugao serdo omitidos,
um leitor interessado devera consultar as referéncias [29, 30, 31, 32]. Nestas referéncias é
demonstrado que a fungao de Schwinger a temperatura 7' = % ¢é dada por:

Gﬁ(T, f, 7_/7 a—j»l) — Z Z wn(g)jn(x )e—wn|‘r—7‘/+m,@|‘ (263)

m=—oo N

2.4.2 Modos de Schwarzschild Euclidiano

Agora obteremos os modos do campo escalar livre com massa na secao Euclidiana
de Schwarzschild. Com esta finalidade, partiremos da equacao de campo para o campo
escalar o(z):

(—A +m?)p(x) =0, (2.64)

onde m? é uma constante positiva e A é o operador Laplaciano definido sobre o espaco de
Schwarzschild Euclidiano. Definiremos este operador como o operador D’Alambertiano
apos a rotacao de Wick e com o sinal trocado. Assim, usando um resultado obtido para o

D’Alambertiano num espago curvo [33], podemos escrever o operador Laplaciano como:

~Apla) = jgau (VGO () (2.65)

Usando esta tultima identidade para o caso do espago de Schwarzschild Euclidiano nas

coordenadas (7,7,0, ¢), a equagdo (2.64) fica:

2MN"t 92 10 0
[(1%) w*wm(“’”—maf)*

1 1 90 %) 1 1 0
2 sen 00 (Sen 9%) + ﬁserggwl p(z) = 0. (2.66)
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Para solucionar esta equacao, serd usado o método de separagao de variaveis, onde sera

proposta a seguinte solucao:
p(7,1,0,0) =T(1)Y(0,0)R(r). (2.67)

Substituindo a equagdo (2.67) na equacao (2.66), temos as seguintes equagoes diferen-

ciais :
d*T
ar b
L g sen@a—y L oY Y,
sen 6 00 90 ) " sen20 9¢2 7
1d dR
- —o2M) — | — = 2.
o <r (r ) dr) V(r)R =0, (2.68)
onde V(r) = —% + c1—5;;. Usando o procedimento padrao de solucdes de equagoes

diferenciais separaveis e levando em conta que a variavel 7 é periddica de periodo § = 87 M,

a funcao T'(7) pode ser escrita como uma série de termos T,,(7) dados por:
To(r) = €' 7, (2.69)

onde n é inteiro e vai de menos a mais infinito. A fungao Y (6, ¢) obedece simplesmente
uma equacao de harmonicos esféricos, portanto pode ser expandido como Yj,,. A funcao
R(r) ndo é trivial como as anteriores e requer bastante cuidado. Em resumo, nao existe
solucdo analitica para (2.68), portanto, analisaremos sua forma assintética em alguns

limites. Para isso, definiremos uma nova coordenada radial como:

r
. = 2MIn ( — —1). 2.
re =1+ n<2M ) (2.70)

Com algumas manipulagoes algébricas (vide [34]) e definido up, = rRuym(r) e w, = =

a equagao (2.68) pode ser escrita como:

d2
<dr2 +wp+ Vz<?")> Unim (7+) = 0, (2.71)

onde

(2.72)
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A equacao acima é chamada de equacao de Regge-Wheeler. Podemos observar que V]
possui zeros em r = 2M e r — 0o. Desta forma, a solucao nas proximidades do horizonte

de eventos e no limite de longas distancias deve ser do tipo:
U~ e (2.73)

Devido ao fato de que as equacoes de Regge-Wheeler nao terem solugao numa forma
fechada [5, 35|, torna-se interessante discutir as propriedades das solugoes nas proximidades
do horizonte de eventos, onde é possivel obter solu¢oes numa forma fechada para os modos

do campo. Isto serd feito na subsecao seguinte.

2.4.3 Modos de Rindler Euclidiano

Seguiremos entao o caminho da secao anterior e determinaremos as solugoes da equagao
(—A+m?)p(x) = 0, desta vez, na se¢io Euclidiana do espago de Rindler. Nas coordenadas
de Rindler Euclidianas (7,&, z% ) temos:

1

1
D
S

oo 0 — 07 + m2> o(1,6,27) = 0. (2.74)

Para resolver esta equacao, utilizaremos, mais uma vez, o método de separacao de

variaveis. Implementaremos entao, uma solucao do tipo:

d—1
¢(r. & %) = T(r)X (&) [[ X1(a), (2.75)
=2
e utilizando a equacao (2.74), temos as seguintes equagoes:
d*T
X ’
5 = —kXL, (2.77)
dz',
d? 1d w? 9
N T B X = 2.
<d§2+§d§+§2+’u> 0 (2.78)

. . ~ ~ . _ ; ; R
As duas primeiras equacgdes tem solucdes simples com: T(7) = e ™7 e X (2%) = %0, A

ultima equacao tem uma solu¢ao um pouco menos trivial chamada de fun¢ao de MacDonald,
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ou funcao de Bessel modificada de segundo tipo, denotada por K, [36]. Podemos entao

escrever um conjunto completo de solugoes a partir de combinagoes lineares de:

ug, (6 T1) = Kiy(p€)e ™ e, (2.79)

)

Para estas solugoes, utilizaremos uma normalizagao obtida em [37], onde os novos modos
sao escritos como:

. 2wsenh (mw)

UEL,w(ga ry)= WKiw(ﬂé)eifl.kLe_wT. (280)

Utilizando as equagoes (2.80) e (2.63), é possivel escrever a fungao de Schwinger a tempe-
ratura T = 5= como [31, 32]:

/ / / - o 2 senh(ww) /

Gor(T, 76,521 ,2) = > /0 dw/d kLWKM(M@Km(Mf)

Tt )

X eikj_'(xi_*x/i)e_w|7—_7—/+27m‘. (2.81)
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3 Sistemas desordenados e o Método da fun-

cao zeta distribucional

3.1 Sistemas desordenados

Nesta subsecao discutiremos alguns aspectos gerais de sistemas desordenados, em
especial, os do tipo quenched, que serao posteriormente definidos. Os sistemas desordenados
comecaram a ser estudados nos anos 70 no contexto de matéria condensada, onde lidavam
com impurezas em cristais. Estas impurezas quebravam simetrias importantes, e por esta
razao, tornou-se necessaria a criacao de um mecanismo para estuda-las, o que introduziu
grande complexidade ao problema, mas por outro lado, revelou novos efeitos fisicos nao
vistos em materiais “puros” [38]. O estudo de sistema desta natureza recebeu o nome
de Sistemas Desordenados. Assim como em varias outras situagoes fisicas, o mecanismo
que descreve estes sistemas em matéria condensada, pode descrever situagoes fisicas
essencialmente diferentes, como é o caso da referéncia [16] e do trabalho apresentado nesta
dissertacao.

Assim como em mecanica estatistica para sistemas puros, estamos interessados no
calculo da funcao de particao. Mais especificamente, estamos interessados no calculo de
quantidades formadas a partir da fungao de particdo que possam, no limite termodinamico,
descrever as propriedades termodinamicas do sistema em questao. Para o caso do ensemble
canodnico, esta quantidade é a chamada energia livre de Helmholtz, que para um sistema

puro, esta relacionada com a fun¢ao de particdo Z por:

1
F=——logZ (3.1)
p
onde
Z =3 ePb, (3.2)

onde E sao todos os possiveis valores de energia do sistema classificadas pelo indice s e T'

é a temperatura do reservatorio em que o sistema esta em equilibrio térmico. Em teoria
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quantica de campos Z é analogamente substituido pelo funcional gerador das funcgoes
de correlacao dos campos e a energia livre de Helmholtz, F', é substituida pela W, e é
chamada de funcional gerador das fung¢des de correlagao conexas, como descrito na se¢ao
anterior e em [15]. Até aqui, nada de novo. A funcdo de partigdo depende de varidveis nas
quais a dinamica, seja classica ou quantica, ¢ bem conhecida. Introduziremos as nossas ja
conhecidas varidveis, uma variavel m?, que é determinada a partir de uma distribuicao de
probabilidades P(dm?), ou seja, uma varidvel aleatéria. Em linhas gerais, como uma nova,
variavel, a fungao de particdo deveria incorporar os novos graus de liberdade na expressao
(3.2).

Neste ponto inicia-se uma andlise um pouco mais minuciosa sobre a natureza da variavel
dm?. Existem duas situacoes fisicas envolvendo ém? de bastante interesse. A primeira
delas é de que as flutuacoes envolvendo dm? mesmo que nao deterministicas, sejam, em
tempo, da ordem das flutuagoes das outras varidveis do sistema (as varidveis puras). Este
caso é chamado de annealed. Na outra situacao, chamada de quenched, as flutuacoes de
dm? sdo muito mais lentas que a do resto das varidveis, a ponto de podermos definir uma
energia livre (ou funcional gerador das fungdes de correlagao conexas) para cada valor
desta variavel, ao passo que, do ponto de vista das outras variaveis, esta “parece” estatica.

Portanto, podemos definir uma funcdo energia livre que seja dependente de ém? como:
2 1 —BEs(om?)
F(om?) = —Blog > e : (3.3)

onde desta vez, nao estamos somando sobre o os indices de desordem. Mesmo que muito
mais lentas que as flutuagoes das variaveis “puras”, espera-se que as flutuacoes inerentes a
dm? sejam muito mais rapidas do que eventuais medidas de laboratério, ou seja, o efeito
medido num experimento de matéria condensada [39, 40, 41, 42], por exemplo, deve ser

entao a média na desordem da energia livre, ou seja, observa-se:
1
E[F] = — / dom? P(sm?)In [ 3 e PE(m*) | (3.4)

onde E[F] representa a média sobre a desordem da energia livre F'.
Temos entao, que para problemas fisicos do tipo quenched, a chave para calcular

as propriedades termodindmicas é a determinagdo de (3.4). Analogamente, em teoria
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estatistica de campos, a chave para encontrar as fungoes de correlacao conexas é determinar

o a média do funcional gerador das fungoes conexas na variavel aleatéria como:

E[W (J)] = [dom?] log Z[J] (3.5)

1
B
onde W[J] é o funcional gerador das fungdes de correlacao conexas, Z[J] é o funcional
gerador de todas as fungoes de correlagao e [ddm?] é uma medida de integral funcional
usual. A integral funcional é feita sobre todas as possiveis configuragoes da varidvel de
desordem dm?. O cdlculo de (3.5) é de grande dificuldade matemdtica. Uma proposta
acerca de sua solugao foi apresentada por [43, 44, 45, 46, 47] e consistia em transformar o
logaritmo da funcao de particao numa expressao limite que dependia de uma poténcia
da funcao de parti¢do, o que introduzia grande simplicidade ao calculo, e que recebeu o
nome de truque da réplica. Posteriormente, foi aperfeicoado por G. Parisi e foi usado para
resolver problemas importantes em matéria condensada, como prolemas de vidros de spin
[48]. Nao seguiremos a metodologia deste calculo, tendo em vista que nao serd utilizada
nesta dissertacao, porém, vale a pena comentar que o método consistia na substituicao da

forma explicita do logaritmo da seguinte forma:

oo =1
logx = lim
n—0 n

(3.6)

Este procedimento, entretanto padece de problemas mateméaticos [49, 50, 51, 52], o
principal esta ligado a interpretacao da continuagao analitica para obter o limite n — 0.
Um leitor interessando em uma discussao mais aprofundada sobre o limite n — 0 pode
consultar as referéncias [53, 54]. Na secao seguinte, um método alternativo para o célculo
da equagao (3.5) e que ndo apresenta os problemas matematicos do truque da réplica sera
apresentado. Este método é chamada de funcao zeta distribucional. Este é o método que

sera empregado nesta dissertacao.

3.2 Método da funcao zeta distribucional

Nesta sec¢ao, apresentaremos um método alternativo ao mencionado no fim da secao

anterior, que foi desenvolvido por Svaiter e Svaiter [17] e posteriormente utilizado em
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[18, 19, 23, 55, 56]. Como no truque da réplica (cf. equacao (3.6)), o objetivo do método
é o de estabelecer uma representagao do logaritmo que dependa de poténcias do funcional
gerador Z. O método consiste no uso de uma generalizacao da funcao zeta de Riemann,
chama de funcgao zeta distribucional, que sera definida a seguir. Primeiro utilizaremos
uma generalizagdo da fungao zeta de Riemann chamada fungao zeta generalizada [57] a

partir de uma integral de Lebesgue como:

Gug(s) = | () da (37)

considerando (X, A, ) um espaco de medida e f :— (0, 00) uma funcao mensuravel. Na
integral acima s € C e f~* € L'(u). . Esta defini¢do geral incorpora a funcao zeta de
Riemann se X = N e p for uma medida de contagem [58]. Tendo em vista o interesse
no calculo da média quenched da energia livre, Svaiter e Svaiter definiram a func¢ao zeta
distribucional como:

@(si9) = [ lamP(o) [Z(n, )], (3.8)
para s € C, e esta funcao sendo definida sobre toda regiao onde esta integral converge.
Para este caso, f = Z[n] e du = [dn]|P(n). Note que ®(s;j) é um funcional de s e
também da fonte externa j(z), inserida por conveniéncia. Utilizaremos agora a identidade

775 = e~*198Z para provar a seguinte igualdade:

d : —slogZ __ —slogZ __
7 slg(% e Slgél [—log Z]e = —log Z. (3.9)

Desta forma, a média do funcional gerador das fungdes conexas W(j), pode entao ser

escrita como:

W(j) = —(d/ds)®(s; j)|s=o+,  Re(s) 20, (3.10)

onde ®(s;j) é bem definido. Para prosseguir, utilizaremos a representagao integral de

Euler para a funcao gama, dada por:

1 /°° 1 —Z(nj
dtt*"te )t Re(s) > 0. 3.11
Z(n.7) s) Jo #) (311

Apesar de a integral acima convergir apenas para Re(s) > 0, pois Z(n, j) > 0, mostraremos

como obter uma forma para o funcional gerador para Re(s) > 0. Substituindo a equagao
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(3.11) na equagao (3.8) temos:

B(s: j) = F(ls) 1P [~ aretezoar (3.12)

Ja sabemos que a fungao zeta distribucional ®(s; j) é definida para Re(s) > 0. Utiliza-
remos a expressao acima para calcular sua derivada em s = 0" a partir de ferramentas
analiticas. Caso necessario, assumimos a comutacao dos operadores média na desordem,
derivagao e integracao.

Para continuarmos, assuma a > 0 e escreva ® = ®; + $,, onde:

@I@Lﬂ::If$U/an%nxA“dtf%zzmﬁt (3.13)
By(ssJ) = F(l) e [~ dree oo, (3.14)

onde a é um parametro adimensional e sua interpretacao sera discutida posteriormente. O

funcional gerador médio pode ser entao escrito como:

d d
W(j)=——(s;7 — —Py(s;7 3.15
(j) ds 1(87]) ot ds 2(87]) - ( )
Vamos definir o momento inteiro do funcional gerador como:
E [(Z(n,5))"] = E[2*] (3.16)
onde
E[(Z(n.)] = [ldnlP)(Z(1,5)" (3.17)

A integral ®5(s,j) define uma fungdo analitica definida em todo plano complexo. A

contribuigao de ®4(s;j) fica:

S

‘ a 00 )k: k+s .
O ) = T T i B2 (319

uma expressao valida para Re(s) > 0. A fungao I'(s) tem um pélo em s = 0 com residuo

1, portanto:
—d(s; o+ = E E|Z 1
onde

= (loga + 7) (3.20)

0= ()
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ey =0,577--- é a constante de Euler. A derivada de ®, na equagao (3.14) é dada por:

Lo (s i o dt
£®2<5§J)|s=o :/[dn]P(n)/a —e Z(n.g)t

= —R(a, 7). (3.21)

Consequentemente, usando ferramentas analiticas e integrando sobre o ruido, obtemos

uma nova representagdo para a média no ruido funcional gerador W (j), dada por:

9] (_1)k;+1ak:
W(j) = X_j i B |2¥] —loga — v+ R(a, j). (3.22)

Note que R(a,j) tende a zero a medida que a — oo. A seguir, discutiremos o
comportamento assintético de R(a), que estd relacionada com a fungao gama incompleta,
[36], definida como:

(a,z) = / Tt gy, (3.23)

A representagao assintética de |z| — oo e —=37/2 < arg = < 37/2 fica:

[(a,z) ~ 2% te™ {1 +2 ; ! +0 (1:’2) + - } (3.24)

Por simplicidade, podemos assumir que o parametro a é grande. Portanto, esta contribuicao
pode ser absorvida na medida funcional de cada momento inteiro do funcional gerador de
todas as fungbes correlagao.

No capitulo seguinte, utilizaremos este método para analisar as propriedades de um
modelo de campo escalar com interacio A¢? + p¢® nas proximidades do horionte de eventos

de um buraco negro de Schwarzschild Euclidiano.
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4 Ruido num buraco negro de Schwarschild

Euclidiano

4.1 Definicao do Problema

Este capitulo é o que representa o cerne desta dissertacao, e é fortemente baseado
na referéncia [23]. Nele, utilizaremos os métodos apresentados nos Capitulos 2 e 3 para
investigar propriedades de um campo escalar na presenca de ruido nas proximidades de um
buraco negro de Schwarschild. Mais especificamente, calcularemos a atividade do vacuo,

(©*()), para um sistema cuja Lagrangiana é dada por:

1 A p
L=.\/g9 [2@(55) (—A +m? — 5m2(:v)) o(x) + Z(p‘l(aj) + 6@6(:1:) : (4.1)
onde m?, X e p sdo constantes positivas. As quantidades A e g sdo, respectivamente, o
operador Laplaciano definido a partir da métrica de Rindler Euclidiano e o determinante
desta métrica (que é a métrica que representa a parte externa de um buraco negro de

Schwarschild nas proximidades do horizonte de eventos, como discutido no Capitulo 2). A

fungdo dm?(x) é uma variavel de ruido, cuja distribuicio de probabilidades é dada por:

P(6m?) = pgexp (—410 /d4:17 (5m2(x))2> , (4.2)

e correlagao dada por:

E [5m2(:r;)5m2(y)} = oot (z — ). (4.3)

Tendo apresentado formalmente o problema, utilizaremos as préximas se¢des para
discutir alguns efeitos fisicos relevantes a esta discussao, que passam pelo calculo da média

do funcional gerador das fungoes de correlagao conexas.

4.2 Calculo de E [Zﬂ para interacao %@4 + g¢6

Como apresentado na secao 3.2, para que possamos obter o funcional gerador médio das

fungoes de correlagao conexas na presenca de uma desordem do tipo quenched precisamos
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calcular E {Z k], segundo a distribuicao de probabilidades apresentada na secao anterior.

Temos entao, de calcular a seguinte quantidade:
E[7+] = / [d6m?] P (sm?) 2* (4.4)

e usando a defini¢ao funcional de Z, que é a integral funcional em todas as configuracoes

de campo do negativo da exponencial da acao Euclidiana, temos:
1
zk = (/[d(p] exp [—/d‘*m (2<p(a:) (—A +m? — 5m2(a:)> o(x)
k
A P
b 3o+ 5w )

4 6
— /f[l[d%] exp l—zzk:l/d‘lx (;goz(x) (—A +m? — 5m2(x)) ©i(x)
+2¢?(fv) + gw?(w)ﬂ : (4.5)

Desta forma, utilizando (4.2), podemos escrever a média no ruido de Z* como:
k 1 k
E [Zk} = /H[dgo]e’s()[‘o] / [démﬂ exp [—4/d4x ((57712)2 - 202(57712(;5?(1:))] ,
i=1 d i=1
(4.6)
onde e~0[¥] ¢ a parte que independe do ruido. Completando quadrados, a parte que

depende do ruido (que chamaremos de R) pode ser escrita como:

R = exp {Z [ (z; go?(x))zl [ [d5m?) exp {—410 [ <5m2 - ggof(x)ﬂ @

Resolvendo a integral Gaussiana e levando em conta sua propriedade de translacao, a

parte que depende do ruido fica:
o 4 d 2 2
R = Nexp Z/d SCZ(,OZ (z)pi ()] (4.8)
ij

onde a dependéncia explicita na varidvel dm?(z) desaparece e da lugar a constante o,
que guarda consigo a informacgao da desordem. A constante /N, pelo motivo comentado
acima, nao depende de y(x), e portanto, pode ser incorporada & medida funcional [dp(z)].

Podemos, entao, escrever a média da k-ésima poténcia do funcional gerador Z como:
£ : 4 (1 2 B 2 P 6
JMidedexp |~ ¥ [t (G (-8 +m2) @) + ZLe@)ed@) + £ @)
i=1 ij=1
(4.9)

onde Bij = (/\(51] — O').
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4.3 Aproximacao de Campo médio na presenca de ruido multipli-
cativo

Nesta secao, utilizaremos a aproximacao de campo médio para discutir possiveis efeitos
de quebra espontanea de simetria nos momentos E[Z*]. Isto basicamente significa que
utilizaremos uma aproximagao (que faz parte de um procedimento perturbativo chamado
de expansdo em loops) onde analisamos os minimos da energia potencial, tal como definida

m (2.53) (para uma discussao mais detalhada, veja [22]). Utilizaremos os minimos da
energia potencial classica para fundamentar a teoria de campos que estamos investigando.

Definimos a energia potencial efetiva como a parte sem derivadas (cf. a equagao (2.53)):

Ulge) = Y. (5mH () + T2 G @)el@) + Eel(a) ) (1.10)

3,j=1 6

Utilizaremos aqui uma hipotese crucial para o prosseguimento da andlise dos pontos de
minimo desta teoria: a de que p;(x) = ¢;j(x) = ¢(z). Nesta hipdtese, a energia potencial

efetiva toma a forma:

Uleta)) = (gme(e) + 220 + 2°0) ) (a1)
onde
>\eff = \—ko. (412)

Antes de prosseguir com a teoria de campo médio, continuaremos com a seguinte
escolha para os campos em E [Z l]:
p(z) =¢O() forl=1,2,..., N,

: (4.13)
o(z) =0 forl>N.

Portanto, o funcional gerador médio das func¢oes de correlacao conexas é escrito como:
N kk+1
(=1)"a !
z_j T E[Z" +- (4.14)
Na expressao (3.22) Wix(j) é independente de a. Entretanto, todo este formalismo se
baseia no fato de que a possa ser escolhido grande o suficiente de tal forma que R(a) possa

ser desprezado. Neste caso, Wy(7) é descrito por uma série que é dependente de a. O
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fator a é incorporado na medida funcional de cada um dos momentos inteiros do funcional
gerador das fungoes de correlagao.

Voltamos agora a discussao apresentada na subsecao 2.3.4. Temos um potencial classico
onde A.s¢ a principio pode ser negativo dependendo dos valores de k e 0. Isto indica que,
para valores de N suficientemente grandes na expressao (4.14), teremos na expressao do
funcional gerador médio das func¢oes de correlacdo conexas uma soma que envolve duas
parcelas essencialmente diferentes: uma delas se referindo a situagao sem quebra espontanea
de simetria e, a partir de um k suficientemente grande (k > k.), uma outra parcela na
situagao de simetria quebrada espontaneamente. Para obtermos k£ = k. utilizaremos a

inequacao (2.59), onde para este modelo:
A p
eff < —4m g, (415)
e, usando a expressao explicita de A.¢r (4.12), temos que:

k> i (A + 4m\/§) (4.16)

corresponde a uma situagao de simetria quebrada espontaneamente. Portanto,

he = B_ ()\ + 4m\/§>J (4.17)

onde |z] corresponde ao maior nimero inteiro menor ou igual a z. Desta forma, o funcional

gerador médio das funcoes de correlagao conexas é escrito como:

ke (__1\k+1 N _ 1\k+1
Wi (j) = kzl(;')kE |2*] +k;c+l (kl!)k;E 2", (4.18)

lembrando que os campos sao diferentes para cada momento inteiro do funcional gerador
das fungoes de correlacdo, ao passo que cada um deles possui uma constante de acoplamento
quartica diferente dependente da ordem k como A.fr = (A — ko).

Completaremos nossa discussao sobre o ruido multiplicativo neste modelo discutindo
o trabalho de Hawking [59] e nossos novos resultados. Muitos autores tem discutido
efeitos de flutuacdo na temperatura de Hawking. A abordagem destes autores é a de
que a massa do buraco negro é o pardmetro que flutua [13, 14]. Veja também [60].

Aqui, estamos desenvolvendo uma abordagem alternativa e mais simples. Usando o fato
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de que uma simetria quebrada espontaneamente pode ser restaurada a temperaturas
suficientemente altas, Hawking afirma que um sistema descrito por A¢* pode ir de uma
fase de simetria quebrada espontaneamente para uma fase desordenada perto de um buraco
negro suficientemente quente [59]. A suposicao mais simples que podemos fazer para
modelos de flutuacao na temperatura de Hawking é a de acoplar o ruido com o termo
¢*(z). Portanto, temos um modelo para flutuacdes na temperatura de Hawking. Usando o
método da funcao zeta distribucional, obtemos uma representagdo em série para o funcional
gerador médio das fungoes de correlacao conexas. Interpretando cada termo da série como
um subsistema diferente, pois o parametro de ordem ¢é diferente em cada um deles, obtemos
um resultado interessante: flutuagoes na temperatura de Hawking sao capazes de gerar
transicoes de estados desordenados para estados ordenados. Portanto, para um ruido
suficientemente forte, é esperado que o sistema possa ir de uma fase desordenada para

uma ordenada por uma transicao de fase de primeira ordem.

4.4 Célculo de (©?) na presenca de ruido multiplicativo

O objetivo desta secao é o de calcular a seguinte quantidade:

1 *Walj]
(v9)* dj(x)?

A partir da expressao (4.18), a primeira soma se refere a termos onde o estado fundamental

(p(2)?) =

(4.19)

J=0

é p*) = 0 e a segunda soma, a valores de k onde o estado fundamental ocorre em o*) = 0
O valor k, representa o niimero k para qual o estado fundamental vai de ¢ = 0
para ©*) =£ (0 . A partir da discussio acima, k. > g +47 \/g . Da secao anterior, temos
Aeff(k) = A — ko. Por simplicidade, escreveremos A.f¢(k) = Acrs. O potencial do campo

é:
U(pW) =

;mz@(“)z + jﬁeff(%‘?(k))di+ ép(W(k))6~ (4.20)

Para o caso onde k > k., o estado fundamental, calculado em (2.57), gpék), apoés substituir

A por Aggy €

—Xeff + /A2 — dpm?
(k):\l rf i ' (4.21)

2p
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Noés expandiremos o potencial do campo em torno do novo estado fundamental. Definindo

k) _ (k)

o campo ¢F) = @y, onde omitiremos o indice k£ para nao carregar a notacao, temos:

2
U6+ o) = -

Ae p
(¢ + o) + % (6 + o) + 6 (6 + o). (4.22)
Antes de expandir esta expressao em poténcias de ¢(z), vamos restringir o potencial para

termos até ¢*(z), que é equivalente & aproximagao em ordem zero em teoria de perturbacao,

como discutido na subsecao 2.3.2. Sendo assim, o potencial toma a seguinte forma:

¢2
U(¢+ o) = Ulipo) — ¢ (m*0 + podess + 93p) + (m + 30l + 5pgl) + O |67
(4.23)
O primeiro termo do lado direito é imediatamente nulo pois ¢, satisfaz a equagao (2.54)

trocando A por A.ss. Usando a equacao (4.21) encontramos:

Ueps(6) = UGl + "B (g0) 4 o[ (o)), (12

onde o quadrado da massa, dependente do ruido, é:

N2 —AmPp — Aeppy /A2 — 4m2p
2 (k)= - IV ets > 0. (4.25)

Meyy 0

Vamos escrever uma representacio em série para a atividade do vdcuo, (©?), (que nada

mais ¢ que a fungao de correlagao de dois pontos em pontos coincidentes) como:!

)k+1 1 52

- ;; Kk (\/9)? (6j(x))2]E [Zk] ’ (4.26)
obtemos
(p(x)?) = e (=1)F G\ (2, z;m) + f: G (2, 2 mass) (4.27)
= (k= 1) ko )-
onde
G\ (z, z;m) = <<p(k) ($)¢(k)<$)> (4.28)

é a funcdo de correlacao de dois pontos associada ao campo ¢*¥)(z) que tem massa m. Da

mesma forma,

GY (@, 3 mepp) = (6N ()8 (2)) (4.29)

A partir de agora, por razoes de abreviagdo, utilizaremos mcs (k) = meysy.

1
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é a mesma quantidade para qﬁ(k)(x) em pontos coincidentes, obtida através do k-ésimo
momento inteiro do funcional gerador das fungées de correlagdo do modelo. Lembremos
que o campo ¢ tem massa mess dada por (4.25). Portanto, estamos generalizando os
resultados obtidos por Fawcet [61], calculando {¢(x)?) modificado pela presenga do ruido

multiplicativo.

4.5 Calculo de (©*) em Rindler Euclidiano na presenca de ruido
multiplicativo

Nesta secdo, utilizaremos alguns dos métodos apresentados no Capitulo 2 e os resultados
obtidos nas referéncias [32, 62] para encontrar (¢(z)?) na presenga de ruido multiplicativo,
proximo ao horizonte de eventos .

A partir da expressao (4.27), temos que {(p(x)?) tem dois tipos de contribuigdo, cons-
truidas a partir de Gy (z, x) e Go(x, x). As fungoes de Green Gy (z, x) e Go(x,x) podem ser
encontradas a partir dos modos (2.80) [31]. Como ambas as contribuigoes sao divergentes,
as regularizaremos seguindo as referéncias [31, 63, 64]. Definimos a func¢ao de correlagiao

de dois pontos em pontos coincidentes renormalizada como:

6], ~ (G oaim) GO wrqm))| . (430

ren T=x0

onde Ggfr) (x,x0;m;) € a funcdo de Schwinger no espago de Rindler a temperatura finita,
T =1/27, e G (z,10;m;) é a fugio de Schwinger em Rindler & temperatura zero. A
massa m; pode ser m, para i = 1, ou meys, para ¢ = 2, onde m.sy é definida em (4.25) . A

quantidade acima pode ser escrita como [31]:

[G(k) (z, :1:')}

)

m; /00 K;[2m;p cosh(u/2)]

= — : 4.31
ren  Am2p " (72 4 u?) cosh(u/2) (431)

Finalmente, a nivel arvore, usando as equagoes (4.27) e (4.31), obtemos o valor esperado

renormalizado do campo ¢? na presenca de ruido:

S S G G\» (D G 4.32
(e = | X G G ,2) + 2 M[ Pw,w) o (432)

hmhot 1 ren
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Vamos utilizar agora o fato de que truncamos a série (4.32) para um valor limite N.
Isto nos leva a seguinte interpretacao: caso o ruido nao seja suficientemente forte, k. > N,
e portanto, a soma envolveria apenas a primeira parcela representada em (4.32) e todas
os N momentos estariam na fase simétrica e teriam mesma massa m. Se o ruido for
suficientemente intenso, a ponto de k. < N, temos duas somas de fungoes de correlacao
em situagoes distintas: a primeira na fase simétrica de massa m e a segunda na fase com
simetria quebrada espontaneamente de massa mey;.

Agora, para concluirmos, tomaremos o limite onde a massa nao aleatoria é zero, m = 0.
Neste caso, alguns resultados exatos podem ser obtidos. A equagao (4.31) pode ser

simplificada (veja referéncia [31])

[ng) (.17, x)} - 1 1 1

_ - [T = . 4.33
ren 82 p? /0 " (72 4 u?) cosh®(u/2)  48m2p? (4:33)

Usando a expressao (4.25) temos m.sr =0 e [ng) (z, x)} = [ng) (x, x)} . A atividade

Ten

do vacuo para o campo escalar sem massa pode ser obtida como:

(e = (X 205 e (434

k=1

Esta série converge muito rapidamente para —e~! e a atividade do vacuo é escrita como:

1

<(p(x)2>ren = _486771'2p2. (435)

Portanto, a presenca de ruido muda muito drasticamente a natureza da atividade do vacuo
de um campo escalar perto do horizonte de um buraco negro de Schwarzschild Euclidiano.
Esta quantidade se torna negativa na presenca do ruido, ao contrario da positiva, para o
sistema puro. Para m # 0, é necessario que sejam feitos calculos numéricos, tendo em vista
que a integral (4.31) ndo pode ser resolvida de uma forma fechada. Entretanto, vemos que
esta integral é sempre positiva, e portanto, o efeito do ruido é o de mudar a atividade do
vacuo para um valor negativo, nao importa quao fraco seja o ruido.

Uma vez calculada a atividade do vacuo renormalizada, podemos ir além e obter o tensor

de energia-momento renormalizado no caso com desordem. O tensor energia-momento
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renormalizado pela técnica de point-splitting é dado por [31]

(T =Ty (6P ()] =T (G5 (wwoimi) = GO (2,20my))|
= T2 {(2)%)ren, (4.36)
onde
TV =V, V" — ;5; (m? + VaV®), (4.37)

onde os indices vy e ap indicam atuagao sobre o conjunto de coordenadas zy. Note
que o tensor-energia momento renormalizado é exatamente a aplicacao de um operador
diferencial a atividade de vacuo renormalizada. Notemos que a diferenca entre a atividade
de vacuo obtida para um campo escalar sem massa na se¢ao Euclidiana do espaco de
Rindler, sem desordem e com desordem, é apenas um fator constante —e~!. Assim, o

operador diferencial nao o afeta, e temos trivialmente o seguinte resultado:

(1)) =

v

onde usamos que as componentes do tensor-energia momento renormalizado para um
campo escalar na se¢do Euclidiana do espaco de Rindler sem os efeitos da desordem sao
[31]

(%)

v

1
= diag.(—3,1,1,1). 4.39
[440m2,1 fag.(—3,1,1,1) (4.39)

A mudancga de sinal presente também nas componentes do tensor energia-momento sugere
a presenca de uma interagao confinante induzida pela desordem, como por exemplo no

efeito Casimir sem desordem.
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5 Conclusao

Nesta dissertagao abordamos um assunto multidisciplinar, num cenario que envolve
teoria da relatividade geral, teoria quantica de campos Euclidiana e sistemas desordenados.
Nos Capitulos 2 e 3 apresentamos o contetido tedrico necessario a compreensao do problema
abordado.

Motivados pelo uso na literatura de ruido multiplicativo em equacoes estocasticas
(65, 66], propusemos um modelo Ap* + pp® definido sobre a se¢io Euclidiana da solucio
de Schwarzschild na presenca de um ruido multiplicativo acoplado ao termo quadratico
do campo escalar. O procedimento abordado nesta dissertacao segue a linha padrao de
calcular a média do logaritmo do funcional gerador das fungoes de correlagao em sistemas
desordenados com ruido quenched, utilizando o método da func¢ao zeta distribucional,
proposto por [17]. Este procedimento evidencia resultados fisicos interessantes. Um deles é
o de que a func¢ao de correlagao de dois pontos em pontos coincidentes pode ser representada
por dois termos essencialmente distintos, onde o primeiro é uma soma de fungoes de Green
com vicuo ¢ = 0 (cendrio sem quebra espontanea de simetria) e o segundo termo é uma
soma de funcées de Green com ¢*) # 0 (cendrio de simetria quebrada espontaneamente).
Na parte final, calculamos a funcao de correlagao de dois pontos em pontos coincidentes e
um resultado exato pdde ser obtido para o caso em que m = 0. Mostramos que a presenca
de ruido altera completamento o comportamento da atividade do vacuo de um campo
escalar, e consequentemente, do tensor energia-momento, perto do horizonte de um buraco
negro de Schwarzschild Euclidiano.

Uma continuagdo natural deste trabalho é a seguinte. A partir da expressao (4.14) é
possivel calcular a funcao de correlagdo de dois pontos G(z,2’). Entdo nds continuamos
analiticamente ela a métrica Lorentziana para obter a funcao de Wightman de frequéncia
positiva. A transformada de Fourier desta quantidade fornecera a funcao resposta de
um detector Unruh-Dewitt interagindo com o campo escalar com a presenca de ruido

multiplicativo. Outro ponto relacionado diz respeito a possibilidade de construir um
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modelo analogo para a temperatura de Hawking flutuante.



41

A A Solucdo de Schwarzschild das equacoes

de Einstein

Neste apéndice estamos interessados em uma métrica que represente o campo gravitaci-
onal no vacuo de uma distribuicao de massa esfericamente simétrica, estatica e sem carga
elétrica. Para isso, utilizaremos as equacgoes de Einstein definidas abaixo e as condigoes

sobre a métrica mencionadas anteriormente. Temos entao:

1
R, =8n (T/w - 2Tg,“,> (A1)

onde T, ¢ o tensor energia momento, 1" ¢ seu traco e R,, ¢ o tensor de Ricci, que guarda
em si as informagoes referentes a métrica e sera definido precisamente apds o seguinte
comentario: O lado direito da equacao (A.1) sé possui termos referentes ao tensor energia

momento, que no vacuo, vale zero. Portanto, nos resta resolver a equacao:
Ry, =0. (A.2)

Explicitaremos entao a forma com que R, depende da métrica com a seguinte definigao:

R, = R° (A.3)

pow

e R}, € o chamado tensor de curvatura ou tensor de Riemannn, que por sua vez € definido
como:

R, =000, — 0,10, +Th T, -0, (A.4)

Precisamos de mais um passo para que possamos entao expressar a dependéncia de R,

com a métrica, que passa pela definicao do objeto I fw, chamado de Simbolo de Christoffel.

E chamado de simbolo pelo fato de ndo ser um tensor (ou seja, sua lei de transformacao

sob mudancgas de coordenadas ndo ¢ a mesma de um tensor). Sua defini¢do é:

1
FZV - §gﬁp (augup + al/gpu - apg,u,y) y (A5)

onde g,, ¢ o tensor métrico e g"” seu inverso. O conjunto de defini¢des apresentado

nas ultimas equacoes evidencia uma dependéncia de R, com a métrica e suas derivadas
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primeiras e segundas. Temos entao um conjunto de 16 equacoes de 2* ordem nao lineares
para resolver, o que costuma ser uma tarefa bastante complexa. Usaremos entao, as
condigoes impostas no inicio desta secao para que possamos encontrar uma solugao para
(A.2) que contenha as propriedades desejadas.

Definiremos uma métrica estatica de tal forma que seus elementos nao dependam
explicitamente da coordenada temporal e de que nao haja termos cruzados gq;. Esta
segunda imposicao é necessaria para que a métrica tenha simetria de inversao temporal.
Definir simetria esférica em relatividade geral é uma tarefa um pouco mais sutil, devido
ao fato de que esta é uma teoria invariante sob transformagoes de coordenadas (Ou seja, o
que se parece esfericamente simétrico num sistema de coordenadas pode nao parecer em
outro). Usaremos a seguinte definicdo: Uma métrica é dita esfericamente simétrica se em

algum sistema de coordenadas (t,7,0,¢) o elemento de linha pode ser escrito como:
ds? = —e2Wdt? 4 280 qr? 1 2202, (A.6)

onde dQ? = df? + sen’¢* e lembrando que ds* = g, dz*dx”. Basta na verdade que os
fatores que multiplicam as diferenciais sejam funcoes apenas da coordenada r e que o
termo angular seja da forma usual de uma 2-esfera. O uso da exponencial garante que sera
preservada a assinatura da métrica. Antes de resolver as equagoes de Einstein, podemos

fazer ainda uma mudanga de coordenadas conveniente:
F=e""r, (A.7)

A diferencial da nova coordenada toma a seguinte forma:

d
dr = (1 + sz> e’dr, (A.8)
e o elemento de linha fica:
g\ 2
ds* = —e*"dt* + (1 + TJ) 2P~ g2 4 72402, (A.9)
r

onde r = r((r)). Como «, /3 e v sdo constantes sem definigdo a priori, podemos redefini-las

sem nenhum problema. Redefiniremos primeiramente a coordenada r como:

=, (A.10)
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e a constante 8 como:

-2
L r @) 7 s ). (A.11)
dr
Desta forma, o elemento de linha fica:
ds® = =M dt? + 2P ar? 4 12402, (A.12)

sem perda de generalidade, pois fizemos simplesmente uma mudanca de coordenadas.
Estamos prontos agora para inserir esta proposta de métrica em (A.2) a fim de determinar
a forma das fungoes 3(r) e a(r). O processo para a solugdo de (A.2) passa primeiro pela
determinacao dos simbolos de Christoffel e, posteriormente, dos elementos do tensor de
curvatura, para que enfim possamos obter a forma de R,,. Este procedimento esté feito

em detalhes na referéncia [7]. Apds concluido, temos as seguintes equagoes nao triviais:
2
Ry = X P Do+ (8ra)2 — 0,0, + —0,a| =0
r
2
R, = =02 — (0,0)* + 0,00, + =0,5 =0
r
Roo = e P [r (0, —0pa) — 1] +1=0. (A.13)
Multiplicando Ry por e2(6=2) & gomando a R,,, temos:
2
~[0r (a+ B)] = 0. (A.14)

A solugao desta equagao é simplesmente a(r) = —f(r) +c. A constante ¢ de integragao
implementaria apenas um fator multiplicativo positivo no termo ggg e pode ser absorvida

por uma mudanca de escala simples na varidvel ¢t. Temos entao:
a(r) = —=p(r). (A.15)
Substituindo este resultado em Ry = 0, temos:
e (2ro,a+1) =1, (A.16)
que nada mas € que:
Oy (7“620‘> = 1. (A.17)

Integrando os dois lados desta equagao, temos a seguinte relacao:

e =1+ 9, (A.18)
r
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onde C' é uma constante de integracao. Para determinar esta constante, utilizaremos
um resultado conhecido da relatividade geral, que pode ser encontrado, por exemplo, na
referéncia [33]. Usaremos que no limite Newtoniano (limite de campo gravitacional fraco),

a métrica pode ser relacionada com o potencial gravitacional ¢ da seguinte forma:

goo = —(1+2¢). (A.19)
Para o caso de uma distribuicao esférica de massa M, ¢(r) = —%, e portanto:
2GM
gt = — (1 - > : (A.20)
r
tendo assim, univocamente determinado a constante C' = —2G M, onde M é identificado

a priori como a massa de uma distribuicao esférica e G é a constante gravitacional, que

valerd G = 1 em nossas unidades. A forma final do elemento de linha fica entao:

2M 2MN\ !
ds? = — (1 — ) dt® + (1 — ) dr? + r2dO2. (A.21)

r r

Vale salientar que a solugdo acima é valida de tal forma que €** seja positivo (por
consisténcia). Portantato, é vilida para r > 2M. Esta solu¢ao é conhecida como solugao
de Schwazschild das equacoes de Einstein. Uma pergunta pertinente é: esta solucao é
a Unica que satisfaz as propriedades impostas no inicio desta secao? A resposta é sim,
devido ao chamado teorema de Birkoff, que estd demonstrado na referéncia [7]: Dado
um espago-tempo esfericamente simétrico (na auséncia de campo eletromagnético), a
unica solucao das equagoes de Einstein é a soluc¢ao de Schwarzschild. Repare que nao é
necessario impor que o espago tempo seja estatico (a condigao de estaticidade surge como
uma consequéncia do teorema de Birkoff).

Tendo em maos a métrica, é possivel discutir algumas de suas propriedades. Uma
das mais emblematicas é de que ela possui (aparentemente) singularidade em 2 pontos:
r=0er =2M. Esta é uma parte delicada da discussao, pois como ja foi comentado,
podemos usar outros sistemas de coordenadas quaisquer e a forma da métrica é diferente
em cada um deles (em geral). Portanto, como determinar se uma singularidade persiste sob
uma transformacao de coordenadas? A idéia mais intuitiva seria procurar um sistema de

coordenadas onde nao haja a tal singularidade. Uma outra alternativa é calcular funcoes
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escalares, uma vez que estas sdo invariantes por mudancas de coordenadas. Uma funcao

escalar de grande importéancia é o escalar de Kretschmann [7], definido por:

48 M*>

Uy po _
R Rypo = — 5

, (A.22)

que evidencia uma singularidade em r = 0, qualquer que seja o sistema de coordenadas
utilizado. O ponto r = 2M é uma singularidade que aparece devida a uma mé escolha
do sistema de coordenadas. De fato, existe um sistema de coordenadas, chamadas de
coordenadas de Kruskal, (chamada também de solu¢ao de Schwarzschild maximalmente
estendida) onde a métrica ndo apresenta singularidades no ponto r = 2M e é valida
também para 0 < r < 2M (para mais detalhes, vide referéncia [7]). Este fato indica
explicitamente que a singularidade no ponto r = 2M em (A.21) decorre apenas de uma,
ma escolha de coordenadas, e que a pesar de termos proposto uma solugao valida para

r > 2M, a regiao r < 2M ¢ fisicamente acessivel.
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B Aspectos introdutdrios de teoria quantica

de Campos €m €spacCos Curvos

Neste apéndice apresentaremos alguns conceitos fundamentais sobre quantizagao de
um campo escalar num espago-tempo curvo de assinatura Lorentziana. A andlise feita
aqui é fortemente baseada na referéncia [1].

Assumiremos que os estados pertencam a um espaco de Hilbert definido sobre uma
variedade diferenciavel pseudo-Riemanniana de classe C'™ e que seja globalmente hiperbo-
lica (para mais detalhes, ver referéncia [67]). Estas condigdes ndo sdo necessérias para a
construgao de uma teoria de campos [68], porém, a diferenciabilidade garante a existéncia
de equagoes diferenciais para os campos e a segunda condi¢ao garante a existéncia da
existéncia de hipersuperficies de Cauchy. Hipersuperifices de Cauchy sao aquelas do tipo
espago em que s6 sao interceptadas por curvas tipo tempo uma tunica vez. Isso permite a
parametrizagdo do espac¢o em funcao de um parametros ordenados temporalmente. Esta
condicao é importante para que se definam os comutadores a tempos iguais dos campos
num espago Curvo.

Assim como na teorema quantica de campos (TQC) em espagos de Minkowski, os
observaveis sao definidos como operadores que atuam num espaco de Hilbert. Por simplici-
dade e por necessidade, quantizaremos apenas o campo escalar neste texto. A quantizagao
do campos escalar num espago curvo se inicia de forma similar a da TQC em espagos de
Minkowski. Comecamos por definir uma densidade Lagrangiana, utilizando o principio da

covariancia geral, como:

1

L=5v=g (Vuo(@) Vo (x) — m*¢*(x)) ! (B.1)

Temos entao, a agao para o campo definida por:

S = /E(gp)d”x, (B.2)

Estamos utilizando aqui o chamado acoplamento minimo, onde as componentes do tensor de curvatura
de Riemann e suas contragoes nao se acoplam diretamente com o campo.

1
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onde n é a dimensao do espac¢o tempo. O primeiro passo para a quantizacdo do campo
escalar é o de encontrar a solucao da equacao de movimento gerada pela extremizacao da
acao B.2:

(O +m*)¢(z) =0, (B.3)

onde O é o operador D’Alambertiano V#V . A solucdo formal da equagao (B.3) é

5(r) = ¥ (aqus(a) + aju (@), (B.4)
onde w;(z) e ul(x) sdo os modos que sao solu¢ao da equagao de campo (B.3) e o indice i
indexa os modos.

Definiremos o produto escalar de dois campos como:

(61(2),62(2)) = =i [ 61(2) 0, da(w)ax (B.5)

onde ¥ é a superficie de Cauchy escolhida, d¥* = d¥n#* | n* é o vetor que aponta na

direcao futura de X e d¥ é o elemento de area da superficie de Cauchy e

61(2) By 0(x) = 61 (2)0,04(x) — G501 (x). (B.6)

Usando o teorema de Gauss, chega-se ao resultado de que o produto interno nao depende
da superficie de Cauchy escolhida (vide, pode exemplo [67]).

Usando esta defini¢ao, os modos u;(x) e uf(x) sdo ortonormais, ou seja:

(wiyu) = i, (uf,u}) = —0;5, (u;,u;)=0. (B.7)

(] J

O préximo passo para a quantizagao do campos escalar é o de promover os coeficientes
a; e a} a operadores a; e d} . Desta forma, o campo é também promovido a um operador e

é escrito como:

O(x) = 3 (asui(z) + aju’ () (B-8)

7

e analogamente ao espaco de Minkowski, temos as relagoes de comutacao:

[a;,a1] = 645,

[a;,a1] = 0. (B.9)



Apéndice B. Aspectos introdutérios de teoria quantica de campos em espagos curvos 48

A construcao do espaco de Fock segue tal que:

a;10) =0 (B.10)

@) @7, o

nkl! nkj!

]nkl, nkg...nkj> =

Até o dado ponto, tudo parece seguir de forma similar ao espaco de Minkowski. A
partir de agora, teremos alguns problemas na formulagao da teoria. Um deles é de que
os modos u;, u nao sdo univocos [37] e tampouco se pode definir em geral modos de
frequéncia positiva e negativa, ou seja, ha problemas na definicdo de particula. Isso ocorre
porque no espaco de Minkowski as transformacoes de simetria que deixam ds? invariante
se traduzem em transformagoes unitarias no espago de Hilbert, o que nao acontece para
um espago curvo geral, ou seja, para algebras gerais em sistemas de infinitos graus de
liberdade [69].

Precisamos entao criar um mecanismo para diferenciar modos de frequéncias positivas
e negativas, o que é bastante importante para a definicao dos estados. O espago deve

possuir um vetor de Killing ¢ tal que
Leu; = —iwuj, (B.12)

com w > 0. O fato de os modos serem nao univocos pode introduzir consequéncias
fisicas. Uma delas é a de na definicao dos estados, que esta diretamente ligado a ideia de
particula. Imagine que outro conjunto ortonormal completo u; seja escolhido. Podemos

entao, escrever ¢(x) de uma segunda forma, como:

o(x) = (asti(x) + alw; (x)) | (B.13)

a; |0) = 0. (B.14)

Como os dois conjuntos sao completos, um deles pode ser escrito como combinacao

linear do outro, e entao:

)
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(2

Tais relagoes sao conhecidas como transformacoes de Bogoliubov e podem ser escritas

como:
~ ~ *

aij = (i, uy),  Bij = — (U, uj). (B.17)

Podemos entao escrever os antigos operadores de aniquilagdo em funcao dos novos e

Vice—versa, COImo:

a=> (Oéjiaj + B;Za;) (B.18)

J

a; =3 (e0: + Bal) . (B.19)

)

Pressupondo que os modos sdo modos de energia positiva (u;,u;) e negativa (uf,u),

¢ possivel afirmar que os vacuos para cada uma das escolhas sao em geral diferentes. O

operador @; ndo aniquila o estado |0) e a; ndo aniquila o estado |0). O niimero de particulas

no modo u; no estado |0) pode ser calculado como a média do operador N; = &I a; descrita
por:

(O[V;[0) = > 18l (B.20)

ji
Os vacuos serao equivalentes se os coeficientes f3;; forem nulos. Desta forma, as
transformagoes de Bogoliubov levariam operadores de aniquilagdo a outros operadores de

aniquilacdo (nao necessariamente normalizados).
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