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RESUMO

Nesta tese de doutorado investigamos efeitos de campo magnético externo, limitagao espacial, po-
tencial quimico e temperatura finita em sistemas bosonicos e fermionicos que sofrem transigcoes
de fase de primeira e segunda ordens. Fazemos correcées em primeira ordem nas constantes
de acoplamento, no parametro de massa do sistema, além de utilizar os desenvolvimentos re-
centes da Teoria Quantica de Campos definida em espagos com topologias toroidais. Nossos
sistemas estao definidos em um espago euclidiano D-dimensional. Compactificamos duas das
D dimensoes, a saber: o tempo imaginaro 7 e a coordenada espacial z, dando origem a tempera-
tura B! e a limitacdo espacial L, respectivamente. Nestas condicdes, examinamos a estrutura,

de fase dos sistemas.

Palavras Chaves: Temperatura Finita, Campo Magnético, Tamanho Finito.






ABSTRACT

In this thesis we investigate effects coming from an external magnetic field, size restriction,
chemical potential and finite temperature on bosonic as well as fermionic systems that undergo
first— and second-orders phase transitions. We make corrections at first order in the coupling
constants, on the mass parameter of the system; besides that we use recents developments of
Quantum Field Theory defined on a space with a toroidal topology. Our systems are defined on
a D-dimensional Euclidean space. We compactify just two dimensions, namely: the imaginary
time 7 and the spatial coordinate z, which gives the temperature 3~ and the spatial restriction

L, respectively. Under these conditions, we investigate the phase structure of the systems.

Key-Words: Finite Temperature, Magnetic Field, Finite Size.






LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 2.1 — Integral de trajetoria Fuclidiana sobre os campos bosonicos. . . . . . . . . .. 26

Figura 2.2 — Topologia do espago-tempo em uma TQC com temperatura. O raio do cilindro
Eiagual a B/2T. . . .o 26

Figura 3.1 — Contribuicées para o potencial efetivo. Em (a) diagrama girino, e em (b)
diagrama cadarco. . . . ... e e 35
Figura 3.2 — Temperatura critica reduzida em funcao do inverso da espessura reduzida do
sistema para D = 4. Usamos dp = 3,5; A = 0,5; n = 0,05; v = 0,0 (curva
continua); v = 0,45 (curva tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada). 40
Figura 3.3 — Regiao da Fig. 3.2 que independe do potencial quimico. Os dados sao 0s
mesmos da Fig. 3.2, i.e., 09 = 3,5; X = 0,5; n = 0,05; v = 0,0 (curva
continua), v = 0,45 (curva tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada). 40
Figura 3.4 — Forma bulk da Fig. 3.2 mostrando a influéncia do potencial quimico do sistema
sobre a transi¢do de primeira ordem. Os dados sdo os mesmos da Fig. 3.2,
ou seja, & = 3,5; A = 0,5; n = 0,05; v = 0,0 (curva continua); v = 0,45
(curva tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada). . . . . . . . . . .. 41
Figura 3.5 — Temperatura critica em funcdo do inverso do comprimento reduzido do sis-
tema com &y = 0,75. Usamos novamente v = 0,0 (curva continua), v = 0,45

(curva tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada). . . . . . . . . . .. 41

Figura 3.6 — Temperatura critica em func¢do do inverso do comprimento reduzido do sis-
tema com &g = 4,5. Nas curvas tracejada e pontilhada, usamos v = 0,0 e
v = 0,9, respectivamente, além das constantes A = 2,0 e n = 1,0. Nas curvas
tracejada-pontilhada e continua, fitamos v = 0,0 e v = 0,9, respectivamente

e constantes de acoplamento A\=4,0en=20. . . . .. . ... ... ... .. 42

Figura 4.1 — Diagrama de fase para o plano (§ x t.). Fizamos § = 8,0; A = 2,0 e os valores
de potencial quimico reduzido: v = 0,0; 0,35 e 0,7, correspondendo as curvas

continua, tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente. . . . . . . . .. 49

Figura 4.2 — Temperatura critica reduzida em funcdo do inverso do tamanho do sistema.
Fizamos v = 0,0; A = 1,0 e os valores de campo magnético: § = 0,0; 0,3;
2,0 e 7,0, nas curvas continua, tracejada, tracejada-pontilhada e pontilhada,

TeSpectivamente. . . . . . ... . e e e e e e 50



Figura 4.3 — Influéncia da constante de acoplamento na transi¢io do modelo no plano (& x

t.). Fizamos v = 0,35 e 6 = 5,0. As constantes de acoplamento foram

escolhidas de acordo com os valores: A = 0,5 (curva continua); 1,0 (curva

tracejada); 2,0 (curva tracejada-pontilhada) . . . . . . ... 50
Figura 4.4 — Densidade de energia livre tipo Ginzburg—Landau para os valores fizados: € =

0,001; v = 0,35; 6 = 7,0 e A = 2,0. A curva pontilhada mostra a fase

desordenada, a qual tem temperatura igual a 1,7. A criticalidade € obtida a

temperatura t. ~ 0,95 (curva tracejada-pontilhada). A fase ordenada é obtida

abaizo de t.. Na curva continua, temost=0,01. . . . . . ... .. ... ... 51
Figura 4.5 — Temperatura critica reduzida em fung¢do do inverso do tamanho do sistema.

Fizamos v = 0,5;A = 2,0 e n = 1,0. Usamos 6 = 1,5 (curva tracejada);

0 = 3,0 (curva tracejada-pontilhada); 6 = 4,5 (curva continua). . . . . . . .. 54
Figura 4.6 — Influéncia do potencial quimico sobre a transicdo de primeira ordem. Usamos

A=20;,n=10ed=3,0. Temos~y = 0,0 na curva tracejada e v = 0,75 na

CUTVG COMEIMUG. . . o o o o v o e e e e e e e e e e e e e e 55
Figura 4.7 — Quebra inversa de simetria. Eristem duas temperaturas criticas para os mes-

mos valores de (v,0,\,n). Fizamos v = 0,5;A = 4,0 e n = 2,0, além de

5= 1,5 o e 55
Figura 4.8 — Densidade de energia na forma bulk (parte mais interna da Fig. 4.7). No-

tamos uma quebra de simetria usual. Fizamos v = 0,5; A = 4,0; n = 2,0

e d = 1,5. Na curva continua, temos t = 1,4. A criticalidade ocorre em

te = 0,76 (curva tracejada). Abaizo de t., temos a fase com quebra de sime-

tria (na curva pontilhada, temost=0,3). . . . . ... 56
Figura 4.9 — Densidade de energia na forma bulk (parte externa da Fig. 4.7). Observamos

uma quebra inversa de simetria. Fizamos v =0,5,A=4,0,n=2,0e 6 = 1,5.

Na curva continua, temos t = 1,65. A criticalidade é obtida em t. ~ 1,71

(curva tracejada). Mesmo acima de t., encontramos uma regido com simetria

quebrada, ou seja, uma fase ordenada (na curva pontilhada, temos t = 1,80). 56



SUMARIO

Lista de ilustracoes . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

SUMAEKIo . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e
1 INTRODUCGCAD . . . v ittt e e e e e e e e e e e e e e e 17
2 O FORMALISMO DE MATSUBARA . . . . . . . .. . i e 23
2.1 Analogia entre mecanica estatistica e mecanica quantica. . . . . . . .. .. 23
2.2 TQC atemperaturafinita . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 25
2.3 Frequéncias de Matsubara . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 27
2.4 O formalismo de Matsubara generalizado . . . . . . ... ... ... ... ... 29
3 TRANSICOES DE FASE EM SISTEMAS BOSONICOS . . . . . ...... 31
3.1 Efeitos de campo magnético externo em nosso modelo a temperatura zero 31
3.2 Potencial efetivo corrigido . . . . . . . . ... . L o 34
3.2.1 Célculo do diagrama girino . . . . . . . . ... 35
3.2.2 Célculo do diagrama cadarco . . . . . . . . ... 38
3.2.3 Temperatura critica . . . . . . . e e 39
3.3 Estruturade fases . . . . . . . . ... 39
4 TRANSICOES DE FASE EM SISTEMAS FERMIONICOS . .. ... ... 45
4.1 Transicoes de fase de segunda ordem sujeitas a um campo magnético externo 45
4.1.1 O modelo e o formalismo de Matsubara generalizado. . . . . . .. ... ... .. 46
41.2 Estruturadefases . . . . . . . . . . 48
4.1.3 Comentario . . . . . . . . . 51
4.2 Transicoes de fase de primeira ordem sujeitas a um campo magnético externo 52
421 O modelo estendido e o formalismo de Matsubara generalizado . . . . . ... .. 52
422 Estruturadefases . . . . . . . . . . L 53
5 CONSIDERACOES FINAIS . . . . . ot ittt e e 57
APENDICES 59
APENDICE A - NOTACAO E CONVENCOES . ................ 61

Al Rotacao de Wick . . . . . . . . . . . .. 61



APENDICE B - METODODERITUS . . . v v oo e e e e i 65

B.1 Propagador bosonico livre . . . . . . . . .. ... 65
B.2 Propagador bosonico em um campo magnético . . . . . .. ... ... ... 66
B.3 Propagador fermidnico livre . . . . . . . . . .. ... 68
B.4 Propagador fermiénico em um campo magnético . . . . . . . ... ... .. 68
APENDICE C - RELACAO ENTRE OS COEFICIENTES DA EXPANSAO DA
ENERGIA LIVRE NA CRITICALIDADE PARA UMA TRANSICAO
DE PRIMEIRA ORDEM . . .. .. ... ... ........ 73
Cl1 Deducdo da Eq. (3.14) . . . . . . .. ... 73
APENDICE D - CONTINUACAO ANALITICA DA FUNCAO ZETA DE EPSTEIN-
HURWITZ BI-DIMENSIONAL INOMOGENEA . ... ... 75
D.1 Continuacdo analitica . . . . . . . .. ... 75

Bibliografia . . . . . . . . . e e e e e e 79



17

CapriTULO 1

INTRODUCAO

Quando o estado de um sistema em equilibrio sofre uma mudanga devido a variacao de
algum parametro controldvel (por exemplo, temperatura, pressao, campo magnético, campo
elétrico, etc.), podemos ter uma transicao de fase. As transigoes de fase podem ser de dois tipos:
transicoes de fase de primeira ordem e transicdes de fase de sequnda ordem. Na transicao de fase
de primeira ordem, ocorre coexisténcia entre as fases em equilibrio, e devido a descontinuidade
na primeira derivada da energia livre de Gibbs (ou seja, na entropia do sistema), esta transi¢ao
é acompanhada de um calor latente [1]. Temos, pois, que as transigdes de primeira ordem sao
as transicoes usuais da termodinamica e que elas admitem estados metaestaveis. Por exemplo,
na transicao liquido-gas da agua, hé coexisténcia de liquido e vapor. A energia livre de Gibbs
é continua na interface entre essas fases, mas ao atravessarmos esta interface, notamos uma
mudanca brusca na estrutura da agua, e, no ponto critico, a 218 atm e 647 K, gotas de dgua e
bolhas de vapor se confundem de modo que a diferenca entre as suas densidades desaparece, e

a fase torna-se esbranquicada, fenémeno conhecido como opalescéncia critica [2].

Contudo, nas transi¢oes de segunda ordem, nao héa coexisténcia entre as fases. Neste caso,
a energia livre de Gibbs sofre uma descontinuidade em sua segunda derivada (ou seja, no calor
especifico, na magnetizacao, etc...). Neste tipo de transigao, nao ha ocorréncia de estados meta-
estaveis e tampouco troca de calor. Um exemplo deste tipo de transicao é a que ocorre no Hélio
liquido a 2,186 K. Nesta temperatura, ocorre uma descontinuidade em forma de A em seu calor
especifico. Landau, na década de 1930, descreveu esse fendmeno como uma transicao de fase
de segunda ordem, na qual as duas fases, chamadas He I (Hélio liquido normal) e He II (Hélio
liquido superfluido) existem acima e abaixo do ponto A, respectivamente, sem tal transi¢ao ser

acompahanda de interface [3-6].

Outros exemplos de transi¢oes de segunda ordem sao a transicao de fase condutor-supercondu-
tor e a transicao de fase para-ferromagnética. Nesta ultima, o ferromagneto a uma temperatura
T > T. (T, é a temperatura critica) nao possui magnetizagao M, pois os spins ficam distribuidos
aleatoriamente no magneto, em virtude de sua agitacao térmica. Porém, a uma temperatura
T < T,, o sistema adquire magnetizacdo M # 0 devido aos momentos magnéticos de spin dos
elétrons possuirem uma orientacdo em comum, em média, gracas as interacoes entre eles. A

grandeza que descreve a transicao e que sofre alteracao conforme a temperatura seja maior ou
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menor que a temperatura critica, é chamada de parametro de ordem. Assim, no caso da transicao
para-ferromagnética, o parametro de ordem é a magnetizacao M [7].

Na transicao para-ferromagnética, do ponto de vista da simetria, em T > T,, dizemos que
o sistema encontra-se na fase desordenada (simétrica) e o funcional hamiltoniano do sistema
¢é invariante em torno de qualquer eixo de rotacao, devido a distribuicao aleatdria dos spins.
Contrariamente, em temperaturas inferiores a T, dizemos que o sistema estd na fase ordenada
(a simetria foi quebrada) e o hamiltoniano do sistema torna-se invariante apenas por rotagoes
em torno do eixo paralelo & magnetizagao.

Quanto a descrigao matematica das transicoes de fase, destacam-se o modelo fenomenolégico
de Ginzburg-Landau (GL) [6-8] e a Teoria Quantica de Campos (TQC) a Temperatura Finita
[1, 8, 9. O modelo GL pressupde a existéncia de um parametro de ordem ¢ de tal modo
que ¢ — 0 a medida que a temperatura T tende a T,.. Vale ressaltar que, neste modelo,
a temperatura é introduzida através do coeficiente do termo quadratico do hamiltoniano do
sistema. A importancia do modelo GL nao se limita & sua aplicagdo na supercondutividade,
mas também na inspiragao para trabalhos relativamente recentes, como no modelo GL com N
componentes dado em [10, 11]. Por outro lado, os métodos da TQC a temperatura finita tem sido
bastante usados na descri¢ao das transicoes de fase com um aspecto adicional: a compactificagao
de coordenadas espaciais. Este novo ingrediente vem sendo largamente empregado na literatura
recente, pois sistemas definidos em espagos-tempo com compactificagdo sdo de interesse em fisica
da matéria condensada e fisica de particulas elementares[12]. O trabalho pioneiro em relagao as
compactificagoes foi o trabalho de Matsubara [13], o qual deu origem ao chamado formalismo
do tempo imagindrio [1, 14]. Os trabalhos listados nas referéncias [15-18] deram ao formalismo
de Matsubara uma interpretagao topoldgica, qual seja: quando introduzimos a temperatura
no sistema, em um espaco euclidiano definido em uma variedade RP, estamos, na verdade,
compactificando uma das dimensoes da variedade, o tempo imaginario. Assim, ficamos com
uma teoria escrita em uma variedade de topologia I‘b =S! x RP~!, onde S' é um circulo de
raio 3/2m e B = 1/kgT. Com efeito, uma teoria de campos que é escrita a temperatura zero em
1+ 3 dimensoes - uma dimensao temporal e trés dimensoes espaciais - torna-se, no formalismo
de Matsubara, uma teoria de campos a temperatura finita em trés dimensoes espaciais.

Podemos estender a idéia da compactificagdo para coordenadas espaciais em um espago-
tempo com N dimensoes espaciais [19]. Nesta nova perspectiva, as coordenadas espaciais com-
pactificadas ficam limitadas a larguras L;, onde o subindice i refere-se a cada coordenada espacial
que foi compactificada entre planos paralelos. Por exemplo, sistemas com N = 3, confinados
a certas regides do espaco, assumem a forma de filmes, fios e graos, com segbes transversais
cartesianas, conforme executamos 1,2 e 3 compactificacoes espaciais, respectivamente [1]. Os
aspectos formais para a introducao tanto de temperatura quanto de compactificagao espacial de
uma maneira unificada foram estabelecidos apenas recentemente! em [1, 21]. Sob este ponto de
vista unificado, qualquer conjunto de dimensdes da variedade R” pode ser compactificado, com
D representando tanto coordenadas temporais quanto espaciais. Escrevemos entao a teoria de
campos em uma topologia I‘% = (SH)?x RP~4 com 1 < d < D, sendo d o niimero de dimensdes

compactificadas. Cada dimensao compactificada possui a topologia de um circulo. Logo, a

1 Estas idéias foram apresentadas em [20], de modo pouco formal, no contexto da quebra/restauragao de simetria

induzida por temperatura e tamanho finito do sistema.
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compactificacdo de duas dimensoes leva a topologia de um torus. Por isso, denominamos de
modo geral, I‘dD como uma topologia toroidal [12]. Essa abordagem unificada vem sendo em-
pregada por nosso grupo em muitos trabalhos recentes que investigaram aspectos das transigoes
de fase tanto em sistemas bosonicos quanto fermionicos [22-26]. Porém, os efeitos de tamanho
finito foram considerados por outros autores em diferentes contextos, por exemplo: no plasma
de quark-glions formado em colisées de fons pesados [27-29]; no estudo da transigao de fase
quiral [30-34]; no estudo das propriedades da matéria hadronica [35-38]; na espectroscopia da
fisica de particulas [39] e em sistemas de matéria condensada, especificamente, cadeias de spin
e supercondutores [40, 41].

Em um cendrio no qual a matéria interage via forca forte, a teoria que descreve a dinamica
dos graus de liberdade fundamentais (quarks e glios) é a Cromodinamica Quantica (QCD).
Efeitos de tamanho finito também foram empregados considerando as propriedades da matéria
fortemente interagente via QCD [42-44] e QCD na rede [33, 45]. Levando em conta a QCD,
os hadrons seriam estados ligados dos graus de liberdade fundamentais da teoria em energias
intermedidrias, nas quais a expansao perturbativa torna-se sem validade. Por isso, a utilizagao de
métodos nao-perturbativos como a QCD na rede e modelos efetivos como o modelo de Nambu—
Jona-Lasinio (NJL) [46, 47] e o modelo de Gross-Neveu (GN) [48] sdo bastante tteis.

No contexto do modelo NJL, existem varios artigos na literatura que investigam os efeitos
de tamanho finito sobre a transicao de fase do sistema sob consideracao. Estes trabalhos levam
em conta, sabores, lagos de Polyakov, quebra de simetria quiral e o possivel uso de escala de
tamanho finito em colisdes relativisticas de fons pesados [23, 24, 31, 32, 34, 49-54].

O modelo de GN, em especial, vem sendo largamente utilizado ao longo dos anos tanto em
fisica da matéria condensada como na fisica hadroénica [55-66], inclusive com efeitos de tamanho
finito [67]. Esta aplicabilidade é devida a relativa facilidade do uso do modelo de GN (j& que
os graus de liberdade dos glions sao desprezados) em relagao a QCD. Tem-se portanto, em
sua versao original, que o modelo GN representa uma teoria com quatro campos fermionicos
interagentes. Do mesmo modo que no caso bosonico com interacdo n¢%, o modelo GN nio
é renormalizavel para D = 4. Entretanto, a necessidade de se construir modelos efetivos que
reproduzam algumas caracteristicas (como a liberdade assintética) de uma teoria mais completa,
faz com que a renormalizabilidade em D arbitrario ndo seja uma exigéncia absoluta [68-71].

A introducao de um campo magnético externo no sistema pode trazer resultados interessantes
na andlise das transicoes de fase, tanto em sistemas bosonicos quanto fermionicos. Por exemplo,
em colisdes de fons ultra-relativisticos, campos magnéticos fortes (B ~ 10'® ) podem ser criados
perpendicularmente ao plano de colisdo. Além disso, um campo mais débil (B =~ 10*® G), poderia
influenciar a transicao de fase na matéria hadronica densa em uma estrela de néutrons [72].

Com um campo magnético externo aplicado a sistemas carregados, surgem os chamados
niveis de Landau - as particulas carregadas adquirem niveis de energia quantizados no plano
perpendicular ao campo. No contexto da teoria eletrofraca, os niveis de Landau foram tema de
divergéncias recentes na literatura. De fato, nas referéncias [73, 74], os autores usaram o nivel
de Landau mais baixo (¢ = 0) em virtude de considerarem campos magnéticos fortes. Contudo,
os autores de [75] contestaram estes resultados ao mostrarem que os niveis de Landau seguintes
apresentavam igual contribuicao, no mesmo contexto. Por isso, ao incluirmos todos os niveis

de Landau nos propagadores, estaremos nos aproximando de um entendimento mais refinado
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das transicoes de fase sujeitas a um campo magnético de fundo. Além disso, a inclusdo de um

campo externo seguiria uma tendéncia de trabalhos como [76-78], desenvolvidos pelo grupo.

Considerando as motivagoes elencadas acima e o fato de que uma investigacao das transicoes
de fase de primeira e segunda ordens sujeitas a um campo magnético externo com efeitos de
tamanho e potencial quimico finitos constituirem um tema de pesquisa instigante e relevante,
propomos nesta tese, investigar se, e como, estas transicoes sao alteradas neste cendrio. Em
outros termos, investigaremos a dependéncia da temperatura critica com a espessura do sistema
(na forma de um filme) sujeito a um campo magnético externo, constante e homogéneo. Em
esséncia, os assuntos abordados nesta tese foram publicados por nosso grupo de pesquisa nas
Refs. [79-81].

Este trabalho estd dividido da seguinte maneira: No capitulo 2, fazemos uma descri¢ao do
formalismo de Matusabara. Usaremos o formalismo de integral de trajetéria para estabelecer a
relagao entre a descrigao fisico-estatistica de um sistema e sua descricao sob o ponto de vista da
TQC em um espago euclidiano. Calcularemos as frequéncias de Matsubara e mostraremos expli-
citamente que os campos bosonicos (fermionicos) estao sujeitos a frequéncias que sao miltiplos
pares (impares) de /(. Ainda no capitulo 2, porém no final dele, discutiremos a generalizac¢ao
do formalismo de Matsubara para coordenadas espaciais. Por analogia com a coordenada T,
usaremos condicoes periédicas (antiperidédicas) para campos bosonicos (fermiodnicos) calculados
emz=0ez=0L.

No capitulo 3 investigamos como os efeitos devidos a presenca de campo magnético, potencial
quimico e tamanho finitos influenciam uma transicao de fase de primeira ordem em um sistema
bosonico. Estabelecemos a energia livre do modelo e usaremos a técnica do potencial efetivo para
calcular corregoes (em primera ordem nas constantes de acoplamento) a um e dois lagos em seu
parametro de massa. Finalizamos o capitulo analisando as curvas que relacionam a temperatura
critica do sistema em fungdo de sua espessura para varios valores de campo magnético externo

e constantes de acoplamento.

O capitulo 4 estd dedicado a sistemas fermionicos; especificamente, usamos um modelo tipo
GN massivo para descrever férmions sujeitos a transicoes de primeira e segunda ordens em um
campo magnético de fundo, a temperatura, tamanho e potencial quimico finitos. Analisamos a
estrutura de fases do sistema de férmions levando em conta os parametros do modelo. Estima-
mos, baseados em nossos resultados numéricos, a temperatura de desconfinamento de um méson

com e sem campo magnético.

No capitulo 5 concluimos a tese com alguns comentérios adicionais e apresentamos alguns

trabalhos em andamento e em perspectiva.

No apéndice A mostramos as convencoes e notacao utilizada neste trabalho, além de discutir
a rotacao de Wick. Estas convengoes sao particularmente importantes quando utilizamos campos

fermionicos no espaco euclidiano.

E conveniente lembrar que, para calcularmos as correcoes no parametro de massa, o qual
carrega a informacao da transicao de fase, precisamos do propagador de Feynman sujeito ao
campo magnético externo. Por essa razao, no apéndice B, os propagadores bosénico e fermionico
sao obtidos através do Método de Ritus, com todos os niveis de Landau no espago-tempo de

Minkowski e no espago euclidiano.
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Em transicoes de fase de primeira ordem, os coeficientes da energia livre do sistema estao
relacionados através de uma equacao peculiar. Esta equagao é demonstrada no apéndice C.

Na anélise feita nesta tese sobre as transicoes de fase de primeira e segunda ordens, encontra-
mos a func¢do zeta de Epstein—Hurwitz (tanto para bésons quanto para férmions) e usamos sua
continuacao analitica. Por essa razao, no apéndice D, demonstramos a expressao da continuacao

analitica da funcao zeta de Epstein—-Hurwitz bi-dimensional inomogénea usada no texto.
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CAPITULO 2

O FORMALISMO DE MATSUBARA

Neste capitulo vamos apresentar o formalismo de Matsubara. Comegaremos o capitulo com-
parando a funcao de particao da mecanica estatistica com o propagador de Feynman da teoria
quantica, escrito no formalismo de integrais de trajetoria. Apos estabelecermos esta analogia,
e usarmos a definicao de matriz densidade, encontraremos as frequéncias nas quais os campos
devem oscilar quando a coordenada temporal é compactificada, dando origem a temperatura
no sistema. Finalizando o capitulo, estenderemos o formalismo de Matsubara a uma dimensao

espacial. Usamos o sistema de unidades natural.

2.1 Analogia entre mecanica estatistica e mecanica quantica

Existe uma relagao interessante entre mecanica estatistica quéintica e mecanica quantica.
Considere, por exemplo, o comportamento estatistico de um sistema quantico em equilibrio com
um reservatério & temperatura S, As propriedades termodinamicas deste sistema podem ser

descritas através da matriz densidade p(/3),

p(B) = exp(—BH), (2.1)
onde H = H — uN. Na Eq. (2.1), H é o hamiltoniano do sistema, p o potencial quimico e N o

operador numero de particulas para o ensemble grande candnico. Se estivermos descrevendo um
ensemble candnico, entdio H = H. Seja qual for o ensemble utilizado!, a média termodinamica

de qualquer quantidade observavel A é dada por

1
W = (535 oA, (22)
onde Z(3) é a fungao de partigao do sistema, e é escrita como
Z(8) = Te(p) = Talexp(—AH). (2.3)

O trago na expressao acima nao especifica a base que estd sendo usada para calcular a funcao

de particao. Podemos, entao, usar uma base continua unidimensional, tal que

2(8) = / dg (g exp(~FH)q) . (2.4)

Para simplificar, consideraremos nas demonstragoes das proximas segoes, um ensemble canénico. Na secdo
2.4, generalizaremos os resultados obtidos para um ensemble grande canénico.

1
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Por outro lado, podemos considerar uma particula transitando entre dois estados de coorde-
nadas, ditos inicial, e final. Assim, a amplitude de transicao entre os estados de coordenada ¢;

e q¢f, no formalismo de Heisenberg, ¢ dada por

(troarltiqi) = (aplexp(—i(ty —t:)H)|qi) = K(ty,qp5ti, i), (2.5)

onde a quantidade K (t¢,xs;t;, x;) é chamada de propagador.
O propagador K pode ser calculado de varias formas [82]. No formalismo da integrais de

trajetoria, ele é dado por

K(tpapitng) = N / Dyexp (i5()). (2.6)

sendo S(q) o funcional agdo do sistema e A" uma constante de normaliza¢ao. Daqui em diante,
todas as constantes multiplicativas irrelevantes para as discussoes serao representadas apenas
por N. O simbolo Dgq indica que devemos somar sobre todas as trajetdrias que conectam os
pontos q(t;) = qi e q(tf) = gy.

Voltando a Eq. (2.5), se identificarmos

tr—ti = —iB; qp = @ = q, (2.7)

entao o propagador dado na Eq. (2.5) se assemelhard ao integrando da funcao de particao do

sistema & temperatura 3!, dada pela Eq. (2.4). Com efeito, podemos escrever?

2(8) = Tr(exp(—BH)) = / dg K(t; —t; = —iB,q,q). (2.8)

A expressao (2.8) é uma forma alternativa de calcular a fungao de particao de um sistema
e, consequentemente, suas propriedades termodinamicas. Para exemplificar, vamos calcular a
funcéo de particdo de um oscilador harmonico unidimensional de massa M., frequéncia weys. €

funcional lagrangiano

1 1
.2 2 2
L = imoscx —imoscwoscaz.

O propagador deste sistema é dado por [83, 84]

MoscWosc
Kty —t;,xz;, = — 2.
(ts Ziry) \/271'2 sin(wosc(tr —ti)) (2.9)

1MoscWosc 9 9
X . 1)) — 2 .
exp { 2 Sin(wosc(tf — tz)) [(l‘z + ‘Tf) COS(OJOSC( f z)) xle}}

Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.8), e levando em conta a Eq. (2.7), encontramos, apds execu-
tarmos uma integracao Gaussiana,

1
2 sinh (Bwesc/2)’

Z(p) =

o que leva & energia interna do oscilador & temperatura 871,

0 Wosce Wosc
Hg =U = —InZ = .
(H)s op . 2 + exp(Pwose) — 1

Estamos usando o fato de o propagador ser invariante por translagoes temporais, ja que, por hipétese, H nao
depende do tempo.

2
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No limite de baixas temperaturas, § — oo, temos: (H)g & wosc/2 € para altas temperaturas,
B — 0, encontramos o resultado classico: (H)g ~ T.

As ideias desenvolvidas nesta se¢do podem ser estendidas a um conjunto com N particulas.
Neste caso, as coordenadas de cada particula seriam indexadas. Este indice varreria todas as

particulas do sistema, a saber: g,(t), onde a = 1,2,..., N.

2.2 TQC a temperatura finita

No limite em que o nimero de particulas de um sistema vai para infinito, e a distancia
relativa entre elas vai a zero, teremos um sistema continuo, com infinitos graus de liberdade,
isto é, um campo. Neste limite, a varidvel dindmica (um campo bosénico ou fermidnico) passa a
ser ® = ®(t,Z). A propagacao de distiirbios do campo é interpretada, no formalismo de integrais
de trajetéria, como a propagacao das particulas associadas ao campo.

Uma quantidade imprescindivel em TQC é o funcional gerador das fungoes de correlacao,

Z(J). Especificamente, para um campo de spin zero, com lagrangiano £, temos [85, 86]

Z(J) = N/D¢exp [i/d‘*x (L(o) +J¢)] : (2.10)

onde
/d%: L(¢) = /t‘tf dt/d% @a,@ oM — ”;(2’& — V(¢)> . (2.11)

A fonte externa depende de z#, i.e., J = J(x). Para assegurar a convergéncia da integral de
trajetoria, é comum a escrevermos no espaco euclidiano, fazendo t — —i7. Este procedimento,

conhecido como rotagao de Wick, é apresentado no apéndice A. Logo, a acao fica escrita como

/d%z (p) = z/:f dT/d3x Lr(9), (2.12)

com

2
Lo(6) = 300 Qs+ 26+ V(0. (2.13)

O parametro 7 é conhecido como tempo imaginario. Usando a Eq. (2.7), a rotagdo de Wick e o

valor fixado t; = 0, temos que o parametro 7 assumird, nos extremos, os valores
=0, 7 =p4

Com efeito,

Z(J) = N/D¢exp [— /B drd’z (Lp(o) — Jo)| . (2.14)

0
Observe que a Eq. (2.14) descreve uma TQC em 3 dimensoes espaciais, no tempo imaginério,
7. Caso fossemos estudar as propriedades termodinamicas deste sistema, deveriamos analisar
as propriedades estaticas de uma TQC a temperatura finita, i.e., obter sua inerente funcao
de partigao. Neste caso, considerando a correspondéncia dada pela Eq. (2.7), escrevemos a

representagao da funcao de parti¢do, no formalismo de integrais de trajetéria, como [87]

Z(B) = Trlexp(—BH)] = N/¢>(0):¢(6) D¢ exp {— /Oﬁ dT/d:)’LE EE(¢)] , (2.15)
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onde a dependéncia espacial dos campos foi omitida, para simplificar a notagao.

Na Fig. 2.1, visualizamos alguns possiveis caminhos que sdo computados na integral de
trajetéria euclidiana dada pela Eq. (2.15).

¢(r = 5)

Figura 2.1 — Integral de trajetoria Euclidiana sobre os campos bosonicos.

A descricao de um sistema quantico estatistico em equilibrio térmico com um reservatorio,
através de uma integral de trajetéria euclidiana, é conhecida como formalismo de Matsubara.

Até aqui, executamos os seguintes passos:

TQC minkowskiana em 1+ 3 dimensoes — TQC euclidiana em 4 dimensoes —
Sistema quantico & temperatura 5! em 3 dimensées espaciais.

Neste caso, a topologia do espaco-tempo torna-se S' x R3. Isto é, a topologia “deixa”de ser
plana e podemos representé-la pictoricamente como na Fig. 2.2.

=

Figura 2.2 — Topologia do espaco-tempo em uma TQC com temperatura. O raio do cilindro é
igual a B/2.
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2.3 Frequéncias de Matsubara

Por conveniéncia, vamos investigar as propriedades da func¢do de Green térmica para bésons

e férmions. Vamos definir o operador de ordenamento temporal imagindrio [88]
T (A DA, 9) = 00 —)Ar DA, 5) £ 6 — 1) AT, §)A(r.7), (216)

onde o sinal “+”(“—") serd usado caso o operador A represente um campo bosonico (fermionico).

A fungao de Green bosonica serd

(7 (1r.0410.9)), = 21 (s 0,7).

= z'm (e_BH (A(T, 7) At (0, g))) . (2.17)
Usando a propriedade de ciclicidade do traco e a desigualdade 0 < 7 < /3, temos®
2 At (0. 7 _ g t0. PR A(r. 7
(7 (Ar9a0.9)) = 27 T (A0 A 2)).

e PP AT (0, e PH A(r, a‘c’)) ,

(
= 2 m (e AT AR) ).
(

= + (T (A 041 B.9)) (2.18)

A Eq. (2.18) representa as chamadas condi¢oes Kubo-Martin-Schwinger (KMS) para bdsons,
escritas no espaco euclidiano.

Portanto, o campo bosonico possui periodo 5:

AN0,5) = AYB) = 6(0.5) = o(B.9)

A fungao de Green para campos bosonicos a temperatura finita é periddica no tempo imaginario.
Por outro lado, se considerarmos que o campo A(7,Z) representa um campo fermionico, e
tendo em vista o operador de ordenamento temporal imaginario definido acima, é facil mostrar

que o campo fermiodnico é anti-periodico:
AN0,9) = —ANB.D = v0.9) = —v(8D.
Com efeito, a fungao de Green a temperatura finita, serd periédica (antiperiédica) conforme
a natureza bosonica (fermionica) do campo, isto é:

(7 (A(T)AT<T/)>>B = Gp(r,7) = £Gs(r+8,7), (2.19)

Vamos prosseguir com o calculo das frequéncias a que os campos estao sujeitos no formalismo
de Matsubara. A série de Fourier de um campo bosonico ou fermiénico, ®(7, Z), com periodo
é dada por

+00
O(r, @) = Y cald@)exp(—iwar), (2.20)

3 A partir do formalismo de Heisenberg e da rotacio de Wick, obtemos A(t) = e A(0)e™ — A(B) =
"M A0)e M.
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com 7 € [0,5] e n € Z. Tendo em vista a natureza do campo, podemos escrever
O(r,7) = + (74 p,7). (2.21)
Usando a definicao dada na Eq. (2.20), é facil mostrar que
+exp(—iw,f) = 1. (2.22)
Assim, devemos usar as seguintes prescrigoes
frequencias relativas a campos bosénicos: w, = (2n)w/p ;
frequencias relativas a campos fermionicos: w, = (2n+ 1)/,

tal que em ambos os casos, n € Z.
Levando em conta os possiveis valores que as frequencias w,, assumem, temos a relacao de

ortogonalidade:
B
/ dr exp (+iwmT) exp (—iwpT) = B Opm. (2.23)
0
E f4cil mostrar que os coeficientes ¢, sao dados por

L 1P B .
em(Z) = ﬁ/o dr (7, %) exp (+iwnm,T) . (2.24)

Considerando as Egs. (2.20) e (2.24), podemos escrever o campo ®(7, ¥) como

O(r,7) = [3 Z exp (—iw,7) ®(Z). (2.25)

n=—0oo

De um ponto de vista pratico, considerando as relacées demonstradas nos apéndices A e B desta

tese e o formalismo de Matsubara, podemos sintetizar estas ideias da seguinte forma

Transformada de Fourier do propagador do campo bosénico:

/ dk®  d3k lim i . / dk. d°k 1 Z / d3k 1
(2m) (2m)3 =0 k2 — m? + i€ (2m) (2m)3 K2 + m% B 27)3 k:2 + m3

onde realizamos a rotacio de Wick no espaco dos momenta, isto é, k° — ik,. Além disso,
k2 = w2 4+ k2 + k; +k2ew, = (2n)m/B.

Transformada de Fourier do propagador do campo fermionico:
/ Ak’ Pk lim i(f +mo) R / dk, &3k (F, —mo) Z / 3k (k, —mo)
(2m) (27)3 =0 k2 — m2 + i€ (2m) (27)3 k2 4+ m ﬂ )3 k2 +m§

onde f = vk, k2 = w2 +k2+ k; +k2, wy, = (2n+1)7/B e, na passagem intermedidria, usamos

f = —k,, conforme é discutido no apéndice A.
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2.4 O formalismo de Matsubara generalizado

A aplicagao do formalismo de Matsubara para coordenadas espaciais segue o procedimento
desenvolvido na segao anterior e pode ser encontrado em [1, 12, 19, 21]. Suponhamos que temos
um modelo definido em um espago euclidiano quadri-dimensional. Como sabemos, podemos
compactificar uma dessas dimensdes - a coordenada 7 do quadri-vetor ¥ = (7,z,y,2) - e in-
troduzir a temperatura ! no sistema. Além disso, podemos introduzir um potencial quimico
# no modelo. Neste caso, teremos simplesmente que adicionar o termo —ip na componente
temporal do momentum [88]. Adicionalmente, podemos compactificar uma diregdo espacial
(por exemplo, a diregao z), terfamos, portanto, um modelo limitado espacialmente e definido
no intervalo 0 < z < L. Como vimos na tltima se¢do, as condigoes KMS revelam condigoes
de contorno periddicas (anti-periédicas) para o campo bosonico (fermidnico), o que engendra
valores bem definidos para a componente temporal da transformada de Fourier do propagador
do referido campo. Contudo, em principio, nao hé restricdo sobre suas componentes espaci-
ais. Assim, por analogia com as condigoes KMS, nesta tese vamos usar condigoes de contorno
periddicas (anti-periddicas) para a componente z da transformada de Fourier do propagador do

campo bosonico (fermiénico). Em esséncia, temos as modificagoes

Campos Bosonicos

dk. dk, d%k 1 +o0
/(27T)/(27r) (2m)2 k2 +md BL Z Z / 2k2 g (2.26)

Nr=—00 Nz=—00

onde k:?E =w? +wl +k2+ k; e

Wy, = <2nT - W) % W, = (2n2) % (2.27)

Campos Fermionicos

dhy [ dk 2 (K, —mo) o &, - mo
/(27T)/(27T) (27r)2 k%+m BL Z Z / 2 k‘2—|—m , (228)

Nr=—00 Nz=—00

2 _ 2 2 2, 12
onde k7 = w;, +wy_ + ki + k; e neste caso,

Wn, = <2n7+ 1_ zuﬁ) 5 wn. = (2n, +1) (2.29)

SIE

com n,,n, € Z. Este é o formalismo de Matsubara generalizado. Nos proximos capitulos,
aplicaremos esse formalismo ao estudo de transicoes de fase de primeira e segunda ordens,

ambas sujeitas a um campo magnético de fundo.
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CApPiTULO 3

TRANSICOES DE FASE EM SISTEMAS
BOSONICOS

Os resultados apresentados neste capitulos foram publicados por nosso grupo na Ref. [79].
Inspirados no modelo GL, usaremos o potencial V(¢) = —Xoo* + 10¢%, com \g > 0,m9 > 0
para descrever um sistema no qual ocorre uma transicao de fase de primeira ordem. Na secao
3.1 faremos a definicdo do modelo bosonico que vamos usar e o investigaremos, & temperatura
zero, na presenca de um campo magnético. Na secao 3.2 aplicaremos o formalismo de Matsubara
generalizado ao sistema bosénico para descrever uma transicao de fase de primeira ordem sujeita
a um campo magnético, potencial quimico e tamanho finitos. Mostraremos a relagao que os
parametros do modelo devem obedecer na criticalidade e calcularemos as corregoes a um e dois
lacos no potencial efetivo da teoria. Compactificaremos duas das D dimensoes do sistema,
a saber: o tempo imaginario e uma dimensao espacial. Analisaremos a estrutura de fases
do sistema mediante a solucao numérica da equagao que envolve a espessura do sistema em
funcao de sua temperatura na segao 3.3. Concluiremos o capitulo observando que deve existir
uma espessura minima do sistema, independentemente do potencial quimico, abaixo da qual a

transicao de fase deixa de existir.

3.1 Efeitos de campo magnético externo em nosso modelo a temperatura

ZEero

No modelo GL, a temperatura é introduzida através do parametro de massa m% presente no
hamiltoniano do sistema e o modelo é vélido para temperaturas proximas a temperatura critica.
Trabalhos recentes envolvendo o modelo GL em um campo magnético externo, no contexto
da supercondutividade, sao listados nas referéncias [10, 89]. Entretanto, na presente tese,
usaremos a Teoria Quantica de Campos a Temperatura Finita. Especificamente, introduziremos
a temperatura 37! e a limitacdo espacial L (a espessura do filme aquecido) no sistema, através
do formalismo de Matsubara generalizado. Portanto, partiremos de uma teoria euclidiana em
D dimensoes e compactificaremos d delas. Nesta perspectiva, o parametro de massa m?] se resume

a um parametro fixo do modelo e as temperaturas abrangidas nao se limitam a regiao critica,
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mas ao intervalo 0 < T < oo. Nosso modelo é definido por um campo escalar complexo em
um espaco euclidiano D-dimensional com coordenadas cartesianas dadas por r = (7, z,y, 2, )

sendo @ um vetor (D — 4)-dimensional. O hamiltoniano possui a forma [79, 90]

o= [ (10,0 + mdlol - ot + B ol (3.1)

onde m% é um parametro de massa, A\g > 0 e 199 > 0 sao as constantes de autoacoplamento
fisicas quartica e séxtica, respectivamente, & temperatura zero e na auséncia da compactificacao

espacial. A derivada D, serd dada por
Dy = 0y —ie, A5, (3.2)

sendo e, a carga do campo escalar complexo. Utilisaremos o calibre Afj‘t = (0,0, Bz,0,...,0), 0
qual produz um campo magnético externo de magnitude B, constante e homogéneo na direcao
z.

Para calcularmos os efeitos de temperatura e limitagao espacial, através do potencial efetivo,
precisamos antes de tudo, conhecer o propagador de Feynman do sistema sujeito ao campo
externo. Como sabemos, existem varias técnicas para o calculo do propagador, e a seguir o
encontraremos via expansao em autofuncoes do operador de Sturm-Liouville associado ao termo
cinético do hamiltoniano. Contudo, o mesmo propagador serd calculado através do Método de
Ritus no apéndice B, a fim de dar subsidio ao calculo do propagador fermioénico em um campo
magnético externo.

A parte quadrética em ¢ do hamiltoniano dado pela Eq. (3.1) fica, apds integrarmos por

partes, desconsiderarmos termos de superficie e usar o calibre declarado acima

H = - [aPro Do), (3.3)
onde o operador D ¢é dado por
D = V? - 2iw,xd, — wga:Q — mg?, (3.4)

sendo V? o laplaciano em D dimensdes e w, = e,B a frequéncia de ciclotron. As autofuncdes
normalizadas e os autovalores associados ao operador D sao encontrados apds separarmos as

variaveis na equagao diferencial. Eles sdo dados, respectivamente, por

Xa(r) = \/% (c;):)i exp [—i ( krm —wokyy — k.2 —q- u‘)’)} (3.5)

Ey = K24+ E+ 204w, +72+md, (3.6)

—

onde a = (4, kr,wyky,k-,q), o subindice ¢ denota os niveis de Landau ({ = 0,1,2,---), ¢
representa um vetor (D—4)-dimensional no espago dos momenta e H, corresponde aos polindémios

de Hermite. Note que k, tem dimensao diferente das dimensoes de k., k. ou ¢.
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O propagador, em termos das autofungoes apresentadas na Eq. (3.5) e dos autovalores dados
na Eq. (3.6), se escreve [79, 90]

, AP [ dk, dk. [ wedky <X va()XE
awr'n) = [ oot [ G | o ZX par), (3.7

Calcularemos dois tipos de contribuicGes para o potencial efetivo, quais sejam: os diagramas

denominados girino e cadar¢o. Com efeito, precisaremos expressar o propagador G(r,r’) no
espaco dos momenta e no limite r — r’. Levando em conta a condicao de ortonormalidade dos

polinémios de Hermite

+oo
/ du H,, (u)Hyp, (u) exp(—u?) = 2" n! /7T, S,

—00

podemos mostrar que, neste limite,

D—4 A
G(B) = /(;W)Di/gjr ak Z G(kr, k-, q. B), (3.8)

com

kr, k., q,B) = = ) 3.9
Gl kel B) = o 7T () 39

onde, para simplificar a notagao, definimos
mi(w,) = (204 1w, +md. (3.10)

A partir das Egs. (3.7) e (3.5) vemos que o propagador G(r, r’, B) nio é invariante por translagoes
no plano xy. Com efeito, a introdugdo do campo magnético reduz para D — 2 o nimero de
dimenstes invariantes por translagoes, embora o sistema continue definido em D dimensoes
euclidianas.

Dessa forma, o campo magnético quebra a simetria por translacao em duas das D dimensoes
do espago euclidiano. Entretanto, essa quebra de invariancia translacional no plano xy nao re-
presentard uma restri¢ao a aplicacao do formalismo da compactificacao de coordenadas. De fato,
as teorias de campo definidas em uma topologia toroidal necessariamente assumem coordenadas
com simetria de invariancia translacional [12, 21]; contudo, em nosso sistema, ainda restam D —2
coordenadas com tal simetria inafetada pelo campo magnético externo. Portanto, ao introduzir-
mos a temperatura no sistema (compactificando a coordenada 7) e o tamanho finito (compacti-
ficando a coordenada z) estamos fixando a dimensao minima de nosso sistema, a saber D > 4.
Para D = 4, apéds as duas compactificagoes, teremos a correspondéncia: (1,z,y,2) — (8, x,y, L).
Como dito anteriormente, essa configuracio representa um sistema & temperatura 37! e com
largura L, isto é, um sistema confinado espacialmente entre dois planos paralelos com distancia
entre eles igual a L. Tal sistema possui trés dimensoes espaciais e esta sob um campo magnético
externo na direcao z - um filme aquecido com espessura L sujeito a um campo magnético. Sob
a perspectiva da TQC a temperatura finita, podemos interpretar este sistema como um gas de

quanta do campo escalar complexo & temperatura 37!, restrito ao tamanho finito L.
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3.2 Potencial efetivo corrigido

Determinaremos correcoes de temperatura, potencial quimico, tamanho finito e campo magnético
no parametro de massa do hamiltoniano (3.1), via potencial efetivo. O parametro corrigido serd

dado por
m?(B, , Lyw,) = mé+3(8, 1, L,w,), (3.11)

onde a quantidade (8, i, L,w,) carrega as referidas correcoes. As constantes de acoplamento,
em principio, poderiam ser corrigidas de forma andloga: A(S, u, L,w,) = Ao + (B, , L,w,) €
n(B, u, L,w,) =no + =Z(B, p, L, w,). Contudo, nesta tese, ndo consideraremos efeitos de corregao
nas constantes de acoplamento.

A densidade de energia livre tipo Ginzburg-Landau, é definida da maneira usual [1, 7, 9]
Flpe) = Albel +B lgcl" +C locl”, (3.12)

onde o campo classico ¢. = (0|¢|0) representa o parametro de ordem da transi¢do e as quanti-

dades A, B e C se ajustam de tal modo que, na criticalidade,

0F(¢c)
e

o que resulta em uma relacao que envolve os coeficientes presentes na energia livre, a saber!

F(¢c) = 0;

= 0, (3.13)

A = B?/4cC. (3.14)

Podemos comparar o hamiltoniano dado na Eq. (3.1) com a energia livre definida na Eq. (3.12).
Neste caso, na criticalidade, teremos: A = m?(B., u, L,w), B = —Xo/4, C = 19/6 e a condicdo
dada na Eq. (3.14), se tornara

3A2

m2(507M7L7w0) = 3Tm

(3.15)

Conforme ja estabelecemos, nosso sistema ¢é definido em D dimensodes euclidianas, tal que
as coordenadas e seus momenta conjugados sao dados pela correspondéncia (7,z,y,z, W) —
(kr, kg, ky, k2, ), sendo W e ¢ vetores (D — 4) dimensionais. No entanto, com a insercdo do
campo magnético, os momenta k, e k, desaparecem em virtude da nao-invariancia por translacao
espacial no plano zy, conforme demonstram as Egs. (3.7) e (3.5). Podemos dizer que o efeito
resultante da introdugao do campo magnético externo foi a redugdo dimensional das coordenadas
que sao invariantes por translacao espacial.

O método a ser seguido é o desenvolvido em [91, 92] para obter o potencial efetivo do modelo.
Este método consiste em uma expansao no ntimero de lagos nos diagramas de Feynman. Com
efeito, na aproximagao a um lago teremos uma série com infinitos termos de diagramas com todos
os ntimeros de insercdes dos vértices ¢?, isto é com duas pernas externas em cada vértice, somado
a isso, teremos uma série com infinitos termos de diagramas a um laco com todos os ntimeros de
insercoes do vértice ¢%, ou seja com quatro pernas externas em cada vértice. Também devemos

adicionar nessa expansao, os diagramas de um lago com todas os tipos de inser¢oes mistas de

! A demonstarc¢io da Eq. (3.14) encontra-se no apéndice C desta tese.
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duas e quatro pernas externas. Devemos fazer o mesmo para diagramas a dois lagos e assim por
diante. Levar em conta todos esses diagramas torna-se impraticavel. Por isso, vamos restringir
os calculos do potencial efetivo aos termos de ordem mais baixa na expansao em lagos. Se nossa
aproximacao for restrita a termos de primeira ordem nas constantes de acoplamento, apenas
dois diagramas precisam ser calculados, os ja citados: diagrama girino (um lago) e diagrama

cadargo (dois lagos), veja a Fig. 3.1. Em nossa aproximagao, o potencial efetivo serd dado por

(a) )

Figura 3.1 — Contribui¢des para o potencial efetivo. Em (a) diagrama girino, e em (b) diagrama
cadargo.

V(o) = Vo(d)+Vi(e) + Va(e), (3.16)

onde Vo(¢) = (m3/2)¢? e os subindices 1 e 2 referem-se as contribui¢des a um e dois lacos,
respectivamente. A massa fisica é definida em termos da segunda derivada do potencial efetivo
em relagao ao campo classico, tomado a zero:

dQV(q[)C) — m2' (3'17)

Ap6s fazermos as correcoes de temperatura, potencial quimico, tamanho e campo magnético
finitos, a massa fisica calculada através da Eq. (3.17) devera ser substituida pela massa fisica

corrigida, m?(83, L, i, w, ).

3.2.1 Caélculo do diagrama girino

A expressao para o potencial efetivo a um lago em um espago euclidiano D-dimensional, livre
é dada por [1, 12, 91, 92],

X (=1)Y A2\ [ dPk 1
Vi(ge) = 2(20) (o;b) / P T (3.18)

v=1

onde v representa o nimero de insercoes de vértices no diagrama, sendo que para o diagrama
girino, temos v = 1. No entanto, para efeito de generalidade, manteremos o somatério em v e
apenas no final dos calculos o tomaremos igual a unidade. Para calcularmos a contribuicao Vi (¢.)

na presenca do campo magnético B, vamos substituir o propagador livre dado na Eq. (3.18),
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pelo propagador sujeito ao campo magnético externo calculado na secao 3.1, isto é,

too 1y 2\ Y
Vi(de) = Z(%) ()\gqu) (3.19)
=1

dP~4q [ dk, dk, 1
{ Z/ 27TD4/27T)( )[k3+k2+q*2+m?(wo)]v}’

onde usamos as Egs. (3.8) e (3.9). Vamos substituir na Eq. (3.19) a prescricdo de Matsubara

generalizada dada na Eq. (2.26) a fim de introduzir a temperatura e a limitagao espacial no

sistema. Fazendo isso, ficamos com

+00 oo
Vi(de) = Z(%) (Aocb) {% ZBL 3 (3.20)

v=1 Nr,Nz=—00

v

X/ dD 4 1
R (22 (n, — 4202 4 CF )02 + % + md (o)

Antes de prosseguirmos com os calculos, é conveniente introduzirmos as quantidades adimensi-

onais
ar = 1/(meB)* = 2 ; b, = ipB/2r = iy/2nt; v = p/mo ; (3.21)
2
_ 5 _ 2 _ .2 miwy)  do(20+1)+1 _ W
a, = 1/(m0L) = 5 ; bz = O, Cp = 47T2m% = 47'['2 ; (50 = mi%)

As quantidade t, &, v e dg sdo chamadas de temperatura reduzida, inverso de comprimento re-
duzido, potencial quimico reduzido e campo magnético reduzido, respectivamente. Substituindo

as relagoes dadas em (3.21) na Eq. (3.20), obtemos

X (=1 /A N\ w, 2 2 aa, X
) = Y D <o2<z>> {(%); e D (3.22)

v=1 Ny ,Nz=—00

qb—4 1
X/(%)D‘4 [aT(nT—bT)Q—f—az(nz_bz)Q (g )? +cer

2mmg

Fazendo a mudanca de variaveis qg- = ¢;/(2mmg) e levando em conta a integral de regularizacao

d n—d n—4
| way - ”d/zr(rm)?) <i> ’ (3.23)

podemos escrever a Eq. (3.22) como

+Oo—1”)\(2:v wOJrOODzzvaTaz =
) = Y U <02¢) [(%)Z Y (3.24)

v=1 =0 Ny, Ny=—00
. 7T(19—4)/2F D-4\ (1 v— 5t
Tiv) "7 2 A ’

A=a;(n; — bT)2 +a,(n, — bz)2 + c?.

dimensional,

onde



3.2. Potencial efetivo corrigido 37

Para simplificar, definimos

f,D) = (;”;) moD(Z:)\{m ”(E(:jﬂr(y), (3.25)
com
vV=uv-— p—1
o 2
Assim,

—+o00 1\ 2\ Vv [t 9
Vi(pe) = Z( D) (?) [Zf(y,D)ZQCZ(V,aT,az,bT,bz)], (3.26)

2v
v=1 /=0

onde identificamos a funcao zeta de Epstein—Hurwitz inomogénea, definida como

+oo
02 —V
2y warasbebs) = > [acne —b)P da(ne b2+ . (3.27)

As fungoes zeta tem sua continuacao analitica definida em todo plano complexo v e a forma

geral (para j = 1,2) igual a?

mle, 772 T(v—1)  4r¥le,|*"

T()aas | T(v)yaias
« 22: io cos(2mn;b;) (\%)1 K, (2%3')

25w, {agh (b)) = (3.28)

j=1n;=1
n v—1
o0 2 2
nt n
+ 2 g cos(2mn1by) cos(2mnabs) 142
a1 a2
ni,no=1
2 2
n? n
x Ky_1 | 2me,q | L+ =2 ||,
ai a2

onde K,,_1(z) s@o as fungoes de Bessel modificadas do segundo tipo. Podemos aplicar a Eq. (3.28)
na Eq. (3.26) com a identificacdo 1 — 7 e 2 — 2. Levando isso em conta, e que v = v— (D —4)/2,
percebemos que o termo proporcional a I'(v — 1) na Eq. (3.28) é singular para D > 4 par. Por
isso, o suprimiremos. Este procedimento de regularizacao é bastante conhecido e empregado no
contexto do efeito Casimir [93].

Tomando v = 1, usando as relagdes dadas na Eq. (3.25) e levando em conta a parte finita da
Eq. (3.28), podemos escrever a contribuigao a um lago para o potencial efetivo dada na Eq. (3.26)

como,

1

Vl(qbtlvt)g”%(s()) = _5 (

2 D—2
A0¢C> [ 50 o 2 ’C(ta§7%50) ; (329)

2 ) | 7(2n) -2/

2 Para detalhes na demonstracio da Eq. (3.28), veja o apéndice D desta tese.
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onde
+oo [ +oo n ; % n
K(t,€,7,80) = Z[Zcosh( t)<n 50(2£+1)+1> Kp_s (77\/50(2“1)“)
=0 Ln,=1 T
D—4
T n,
+Z< 5020+ 1) + 1> _ (g 5o(20 + )+1)
n,=1
RS YN 50 2£+
+ 2 Z COSh( n )
n-,-,’l’Lzzl t2 + £2

(3.30)

nz  n?
XKD24< 74_572 50(254‘1)4‘1)

Na Eq. (3.30) usamos a propriedade de simetria da fungao de Bessel modificada, K,(z) =
K_,(z), além das quantidades adimensionais definidas nas relagoes (3.21).

Para tracar graficos, definimos as constantes de acoplamento adimensionais,

Ao 70
A : — 3.31
mg_D g mg mé—2D" ( )

Em termos da constante A, escrevemos o potencial efetivo com correcoes de temperatura, tama-

nho finito, potencial quimico e campo magnético dado na Eq. (3.29) como

Vi(¢e,t,€,7,00) = W K(, &7, o). (3.32)

A Eq. (3.30) impoe uma restrigdo ao potencial quimico reduzido v & medida que n torna-se
grande. De fato, para D = 4 e grandes valores do argumento da funcao de Bessel, podemos usar
a férmula assintética Ko(z) ~ +/(7/2z) exp(—=z), tal que o termo

1 mt
cosh(ny/t) KO( 3020+ 1) + 1) ~ 5\ o e (3.33)

X [exp (—%( 00(20+1) + —’y))
+exp<—%(\/m+’y)>],

nao converge para qualquer valor de ~y, devido a primeira exponencial na expressao acima. Vemos
entdo que a soma em n na Eq. (3.30) convergird se os valores para o potencial quimico reduzido

forem tais que
0<~vy<+d(20+1)+1. (3.34)

No entanto, para assegurar a convergéncia num cendrio de campo magnético fraco, vamos res-
tringir o potencial quimico reduzido aos valores 0 < v < 1. O mesmo argumento é vélido para

o termo contendo a soma dupla na Eq. (3.30).

3.2.2 Calculo do diagrama cadarco

Para um teoria euclidiana D-dimensional livre de compactificagoes ou campos externos, a

contribuicdo a dois lacos para o potencial efetivo é dada, essencialmente, pelo produto de dois



3.3. Estrutura de fases 39

girinos [1, 9]

2

 nod? dPk 1
Valee) = 4 [/ P )] (3.35)

Para calcularmos os efeitos de campo magnético, a temperatura zero, basta substituirmos na
expressao acima, o propagador livre pelo propagador dado nas Egs. (3.8) e (3.9). Além disso,
para a introducao de temperatura, limitacao espacial e potencial quimico, procedemos de ma-
neira totalmente andloga ao que fizemos a um laco. Em termos da constante de acoplamento
adimensional dada na Eq. (3.31), a contribuicao a dois lagos para o potencial efetivo serd

2 12 2
M e 1 s Ut €7, o) (3.36)

Va(&e, t, €7, o) T672(27)(D-2)

3.2.3 Temperatura critica

Vamos usar as Egs. (3.16) e as Egs. (3.32) e (3.36) para obter o parametro de massa em
funcao da temperatura, tamanho finito, potencial quimico e campo magnético. E f4cil mostrar,

a partir da Eq. (3.17), que

Ado

2 _ 2 A
m=(t,&,7,00) = mo{l om(2m)(D=2)/2

K(t,&,7,0d0) (3.37)

T - [K(t, €., 60))
87T2(27T)(D_2) 1) ) Y

sendo K dado pela Eq. (3.30). Por outro lado, podemos reescrever a Eq. (3.15) em termos das
constantes de acoplamento adimensionais definidas na Eq. (3.31). Neste caso, teremos

m%(te, €,7,00) = md 3N (3.38)
¢Sy Y500 — 0 3277 . .

Portanto, quando o sistema sofre transicao de fase de primeira ordem, podemos igualar as

Eqgs. (3.37) e (3.38) de modo que, na criticalidade, encontramos a equagao transcendental

Adg
)/2 ,C(tcu 55 Y, 50) +

L Mo 322
2m(27) (D=2

7758 2
tC) ) 35 - = . .
8m2(2m)(P-2) K (e, €57, 90) 32n 0. (3.39)

Na préxima secao resolveremos numericamente a Eq. (3.39) e investigaremos a regido de quebra
de simetria do modelo. Obteremos a curva que relaciona a temperatura critica reduzida do
sistema em funcao do inverso do comprimento, potencial quimico e campo magnético reduzidos,
isto é, t. = tC(Ev s 60)

3.3 Estrutura de fases

Para resolvermos a Eq. (3.39), vamos fixar a dimensao de nosso modelo em D = 4. Como ja
foi dito, isso corresponde a um filme aquecido de espessura L sob a acao de um campo magnético
externo na direcao z. Na versao online desta tese, apresentamos todos os graficos com codigo
de cores.

Na Fig. 3.2 mostramos como a temperatura critica do sistema varia em fun¢ao do inverso do
comprimento reduzido. Fixamos o campo magnético reduzido a §yg = 3,5 e plotamos trés curvas,

de acordo com os valores escolhidos para o potencial quimico: v = 0,0;0,5 e 0,9.
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Figura 3.2 — Temperatura critica reduzida em fungdo do inverso da espessura reduzida do sistema
para D = 4. Usamos 0y = 3,5; A\ = 0,5; n = 0,05; v = 0,0 (curva continua);
v = 0,45 (curva tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada,).

A Fig. 3.2 sugere que existe uma espessura minima do sistema, L.,;,, ou seja um valor
Emaz = 1/ Lmin acima do qual a transicao de fase deixa de existir. O gréfico também indica que
esta espessura minima parece ser independente do potencial quimico.

Na Fig. 3.3 explicitamos a regiao que aparentemente independe do potencial quimico, apre-

sentada na Fig. 3.2.

q

5.9 6.0 6.1 6.2

Figura 3.3 — Regido da Fig. 3.2 que independe do potencial quimico. Os dados sGo os mesmos
da Fig. 3.2, i.e., 60 = 3,5; A = 0,5; n = 0,05; v = 0,0 (curva continua), v = 0,45
(curva tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada,).

Na Fig. 3.4 explicitamos a fraca influéncia do potencial quimico na regidao bulk ({ — 0) da
Fig. 3.2.
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Figura 3.4 — Forma bulk da Fig. 3.2 mostrando a influéncia do potencial quimico do sistema
sobre a transicao de primeira ordem. Os dados sdo os mesmos da Fig. 3.2, ou
seja, 6o = 3,5; A\ = 0,5; n = 0,05; v = 0,0 (curva continua); v = 0,45 (curva
tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada,).

Na Fig. 3.5 plotamos novamente a temperatura critica do sistema em funcao do inverso de
sua espessura reduzida, mas com um valor para campo magnético menor: 0,75. Usamos os

mesmos valores de potencial quimico reduzido e constantes de acoplamento da Fig. 3.2.

‘ ‘ ‘ X

2 4 6 8

Figura 3.5 — Temperatura critica em func¢do do inverso do comprimento reduzido do sistema
com & = 0,75. Usamos novamente v = 0,0 (curva continua), v = 0,45 (curva
tracejada-pontilhada) e v = 0,9 (curva pontilhada,).

Da Fig. 3.5, observamos que quando diminuimos a intensidade do campo magnético aplicado,
a temperatura critica do sistema aumentou. Além disso, analogamente ao observado na Fig. 3.3,
a Fig. 3.5 indica a existéncia de uma espessura minima, L, (do), abaixo da qual a transicao

cessa.
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Para explicar este efeito, notemos que para £ = &42, na Fig. 3.3 ou 3.5, temos t. — 0.
Neste caso, os argumentos das funcoes de Bessel dependentes de ¢ na Eq. (3.30) tornam-se

muito grandes, justificando o uso da férmula assintética

Ko(z) = +/(7/2z) exp(—=2).

Os termos que envolvem o potencial quimico na Eq. (3.30) podem ser agrupados a essas fungoes

de Bessel, tal qual feito na Eq. (3.33). Com efeito, no limite ¢ — 0 e considerando a restrigao

v < \/(50(264— 1) + 1,

vemos que os termos contendo fatores como o apresentado na Eq. (3.33) tender@o a zero, nao
contribuindo, portanto, para a Eq. (3.30). Consequentemente, a Eq. (3.39) nao deverd depender
do potencial quimico no limite ¢ — 0, tal como revelado nos gréficos.

Na Fig. 3.6 analisamos o comportamento do sistema para outros valores das constantes de

acoplamento adimensionais.
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Figura 3.6 — Temperatura critica em funcdo do inverso do comprimento reduzido do sistema
com & = 4,5. Nas curvas tracejada e pontilhada, usamos v = 0,0 e v = 0,9,
respectivamente, além das constantes A = 2,0 e n = 1,0. Nas curvas tracejada-
pontilhada e continua, fitamos v = 0,0 e v = 0,9, respectivamente e constantes de
acoplamento A = 4,0 e n = 2,0.

O papel das constantes de acoplamento A e n no modelo é andlogo ao papel do campo
magnético, i.e., baixar a temperatura critica do sistema. A partir da Fig. 3.6, observamos que a
fase quebrada (ordenada) do sistema diminui & medida que as constante de acoplamento tornam-
se mais intensas. Porém, o potencial quimico do sistema apresenta pouca influéncia na estrutura
de fases do modelo. De fato, da Fig. 3.4, observamos que o efeito desempenhado pelo potencial
quimico reduzido é baixar ligeiramente a temperatura critica do sistema.

O efeito de tamanho finito na transicao de primeira ordem sujeita a um campo magnético
constante e homogéneo na direcao z demonstra a existéncia de uma espessura minima, tal que

abaixo dela nao ocorre transicao de fases no sistema. Este resultado é compativel com o fato de o



3.3. Estrutura de fases 43

sistema possuir um comprimento de correlacdo minimo. A existéncia de uma espessura minima
do sistema para que ocorra transicao nao é uma peculiaridade apenas dos sistemas bosonicos.
De fato, este comportamento também é encontrado em sistemas compostos por férmions e sera

analisado em detalhe no préximo capitulo.
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CAPiTULO 4

TRANSICOES DE FASE EM SISTEMAS
FERMIONICOS

Neste capitulo abordaremos transicoes de fase de primeira e segunda ordens em um sis-
tema fermionico. Usaremos um modelo interagente e massivo, tipo GN com uma componente
espinorial, tal como feito em [94], ao invés de apresentar o modelo interagente usual, com N
componentes espinoriais [67]. Como no capitulo anterior, descreveremos as transi¢oes de fase
do sistema através de sua densidade de energia livre. Para construir esta densidade, escrevere-
mos a média térmica no ensemble grand canonico dos campos fermionicos. Esta média térmica
desempenhard o papel de parametro de ordem do modelo. Na se¢do 4.1 definiremos o modelo
e investigaremos se, e como, a temperatura critica do sistema sofrendo transicao de segunda
ordem é afetada devido a insercao de um campo magnético externo, limitagoes na coordenada
z e potencial quimico. Analisaremos a estrutura de fases da transicdo e faremos uma conexao
entre os nossos resultados e alguns aspectos da fisica hadronica relacionados a um méson. Na
secao 4.2, estenderemos o modelo e investigaremos a influéncia magnética, de potencial quimico
e tamanho finito sobre o sistema fermidnico sujeito a uma transi¢ao de primeira ordem. O final

do capitulo é dedicado a anélise da estrutura de fases desta transicao termodinamica.

4.1 Transicoes de fase de segunda ordem sujeitas a um campo magnético

externo

Os célculos e resultados obtidos nesta se¢ao foram publicados na Ref. [80]. Para descrever
um sistema fermionico sujeito a um campo magnético externo na direcao z usaremos um modelo

tipo GN massivo em D dimensoes euclidianas, descrito pelo hamiltoniano

1= [P (P06 - mate) + 22 (4ww) ). (4.)

onde mg > 0 e Ag > 0 s@o a massa fisica e a constante de acoplamento a temperatura zero
e sem efeitos de potencial quimico e tamanho finito, respectivamente. Do mesmo modo que
no caso bosonico, a derivada é dada por D, = 9, — ieAfLXt. O calibre é o mesmo do capitulo

anterior, a saber: Afj‘t = (0,0, Bz, ...,0). As matrizes 7 sao elementos da algebra de Clifford no
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espaco euclidiano, vide Eq. (A.12), no final do apéndice A. Ao fazermos a andlise dimensional
da Eq. (4.1) notamos que Ao tem dimenséo de [massa]® >.

Para levarmos em conta os efeitos, a um laco, da temperatura 8~!, potencial quimico y, e
tamanho finito L sobre o parametro de massa mg através do formalismo de Matsubara gene-
ralizado, definimos a massa dependente da temperatura, potencial quimico, tamanho finito e

campo magnético, m(D, T, L, p,w),
m(D,T,L,p,w) = mo+2(D,T,L,p,w), (4.2)

sendo w = eB.
Para compormos a densidade de energia livre, faremos um ansatz: os campos fermionicos
escritos na Eq. (4.1) ser@o submetidos a uma média térmica no ensemble grand canoénico. O

parametro de ordem do modelo, ¢(r), serd definido como

o(r) = /(@Hr)(r))s

Assim, a densidade de energia livre tipo Ginzburg-Landau fica dada por

f(‘p) = 7m(D7 ﬁv L, M?w)@2 + Ao 904' (43)

No caso fermidnico, o sinal negativo na Eq. (4.3) implica que, na fase desordenada (simétrica),
temos m(D, 3, L, u,w) < 0, enquanto na fase ordenada (quebrada), m(D,T,L,u,w) > 0. O
conjunto de pontos (D, T, L, u,w) que anula o coeficiente m(D, 3, L, i, w), define a transigao de
fase de segunda ordem. Com efeito, temos uma quebra espontanea de simetria na temperatura
T., tal que a condicdo m(D, T, L, p,w) = 0 se cumpra. Fixaremos D = 4, portanto, r =
(1,2,y,2).

Reproduziremos aqui o propagador fermionico sujeito a um campo magnético externo. Este
propagador foi calculado em detalhes no apéndice B, via método de Ritus. No espaco euclidiano,

o propagador é dado, no limite r’ — r, por

dp, dp, mo)
5 = (D)X T [ty oy

com ]52, =p2+p?+w(20+1—5), sendo s = £1 a varidvel de spin e £ representa os niveis de

Landau.

4.1.1 O modelo e o formalismo de Matsubara generalizado
A massa corrigida apenas por efeitos de campo magnético é dada por

m(w) = moy+ S(w), (4.5)

onde a autoenergia Y., a um lago, é dada por

Y(w) = —Xotr [( ZZ/de C;Zj: 2 ;:O) , (4.6)
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Como o trago de um numero impar de matrizes 7 ¢ zero, reescrevemos a Eq. (4.6) sob uma

forma apropriada para a extensado analitica,

2)\0m0w dp; dpz 1
D) = P
= ™) [p? +p2 + w2 +1 - 5) +mf]”

(4.7)

v=1

Para aplicar as correcoes de temperatura finita, potencial quimico e restricao espacial a

autoenergia, usamos as regras de Feynman dadas pela Eq. (2.29). Teremos, entao,

+oo +00
S(en.0) = MNENS Y (1.9

¢=0 s==%1n;n,=—0o0

1

X > .
[aT(nT —b7)% 4 az(ng — b2)? + c2(s) ] v=1
onde usamos as quantidades adimensionais definidas abaixo:
5(20+1—-s5)+1 w
_ 2. 2.\ — LS )
)\:Aomo,Cé(S): 47‘(‘2 ,5_m7(2)’
ar = (meB) > = t*; az = (meL)™> = & ;
br = iBp/2n —1/2 = iy/2nt —1/2 5 v = p/mo ; by = —1/2. (4.9)

Observe que as definigoes dadas nas Eqgs. (4.9) e (3.21) concordam para os valores de a,,a; e 7.
Usando a definigao dada pela Eq. (3.27) e sua continuacao analitica dada pela Eq. (3.28),

escrevemos a Eq. (4.8) novamente em termos da funcao zeta de Epstein-Hurwitz:

S(t,E,7,0) = mOMZ > { )2 2”“5(;)1) (4.10)

1=0 s==%£1

Vieo(s)F Y
W Rce(s)(y7t7£a7)}

v=1

onde

Reya) (1 6,6,7) = f(—l)mcoshctfy) (&)”_IKH <2”C’“’£S)"T> (4.11)

nT:I ¢
v—1
2mep(s)n
e () e ()
ny=1
v—1
= Ny n2 n?
+2 Z (—1)ntne cosh( i ) - T =
nrnz=1 L 5
nZ  n3
X Ky_1 | 2mee(s) 74_?22

Tal qual o caso bosonico, notamos que o primeiro termo da Eq. (4.10) é divergente para
v — 1, mas o segundo termo é regular. Para obter uma autoenergia finita, devemos descartar
esse termo singular. Na verdade, deveriamos expandir ao redor de ¥ = 1 e isolar o polo no termo
% ce 2 1/(v — 1). Contudo, isso iria engendrar um termo logaritmico dependente dos niveis de

Landau, que divergird quando somado em £. Por isso, usamos a prescri¢gao da subtracao minima
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modificada. Este procedimento remove todos os termos que acompanham a expansao em v = 1
e é equivalente a subtrair todo o primeiro termo na Eq. (4.10).

Temos entao que a massa corrigida finita sera dada por

Sa(t€,7,6) = 27”0”2 S Reyoy(1,1,6,7), (4.12)

{=0 s==%£1

onde R, (s)(1,t,&,7) é dado na Eq. (4.11).
E facil mostrar que apods a soma sobre as polarizacoes de spin, a massa corrigida escrita a
partir das Egs. (4.12) e (4.5) torna-se

t,€,7,6 2)\5 =
0 —1
onde
“+o0o
B e Ny V200 +1n,
Fo(t,&,7,9) = nz_:l( 1) cosh( ; )Ko (t
+o00
V200 +1n,
+ Z (—1)" K, <M>
n,=1 5
nr+n; nT’Y
+2n ;1 cosh< ; >
n2 n?
(\/256—% —2 52) £=0,1,2,3,- (4.14)

Analogamente ao caso bosonico, podemos mostrar que a Eq. (4.14) é bem definida para
valores do potencial quimico no intervalo 0 < v < v/20¢ 4+ 1. No entanto, para considerar campos
magnéticos arbitrariamente pequenos, e levar em conta o termo Fyp, definimos 0 < v < 1.

De maneira similar ao modelo GL, em nosso modelo, a criticalidade é alcangada quando a
massa corrigida se anula, i.e., m(t¢&,v,0) = 0. Esta imposigao produz solugdes que relacionam
a espessura, campo magnético aplicado, potencial quimico e temperatura critica do sistema.

Para investigar o comportamento do sistema sem a presenga de campo magnético externo,
basta substituir D, — &, no hamiltoniano do sistema. Neste caso, temos invariancia por
translacao no plano xy, e portanto, é necessario usarmos a férmula da integral de regularizacao
dimensinal dada na Eq. (3.23), para o caso especial em que d = 2. Seguindo passos totalmente
analogos aos descritos nesta secao, encontramos que o parametro de massa levando em conta

efeitos de temperatura, tamanho e potencial quimico finitos, é dado por

m(t,€,)

2\
=1 RC 07t7 ) ) 4.15
e~ I R(0,4,6,) (4.15)

onde ¢ = 1/2m.

4.1.2 Estrutura de fases

Vamos examinar a estrutura de fases do modelo. Na Fig. 4.1, plotamos curvas que mostram o

comportamento da temperatura critica reduzida, t., em funcao do inverso da espessura reduzida
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do sistema, &, para trés valores do potencial quimico reduzido, a saber: v = 0,0; 0,35 e 0,7, de
acordo com a legenda continua, tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente. Além de
fixar o valor da constante de acoplamento reduzida a 2,0, usamos o campo magnético reduzido

igual a 8,0. A parte interior de cada curva corresponde a regido com simetria quebrada.

0.4 F

‘ ‘ ‘ ‘ ;

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.1 — Diagrama de fase para o plano (€ X t.). Fizamos § = 8,0; A = 2,0 e os valores de
potencial quimico reduzido: v = 0,0; 0,35 € 0,7, correspondendo as curvas continua,
tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente.

Na Fig. 4.2 observamos que o campo magnético aplicado realca o comportamento da tem-
peratura critica reduzida em funcao do inverso do comprimento reduzido, i.e., para campos
magnéticos mais fortes, temos temperaturas criticas menores. Neste caso, o0 campo magnético
tem o papel de reduzir a temperatura critica do sistema. Este fenomeno é conhecido como
catdlise magnética inversa. Nesta figura, exibimos quatro curvas criticas no plano (£ x t.)
para valores nulos do potencial quimico reduzido. Fixamos A = 1,0 e alguns valores do campo
magnético: § = 0,0 (curva continua), 6 = 0,3 (curva tracejada), § = 2,0 (curva tracejada-
pontilhada) e § = 7,0 (curva pontilhada). A curva com com campo magnético nulo foi obtida
através da Eq. (4.15). Na Ref. [95] os autores encontraram o fenémeno da catdlise magnética
inversa em QCD na rede, para campos magnéticos intermedidrios.

Na Fig. 4.3 mostramos a influéncia da magnitude da constante de autoacoplamento no mo-
delo sob transicao.

Na Fig. 4.4 tragcamos o grafico da densidade de energia livre do sistema em funcgdo de seu
parametro de ordem. Nesta figura consideramos o sistema na forma bulk (numericamente,
utilizamos & = 0,001).

As curvas mostram, analogamente ao caso bosonico, que existe um tamanho minimo Ly,
i.e., um valor & para o qual a temperatura de transicdo desaparece. Além disso, este tamanho
minimo é independente do potencial quimico. No entanto, existe uma pequena dependéncia da
temperatura critica em relagao ao potencial quimico, para grandes valores da espessura do filme,

ou seja, pequenos valores de &, veja a Fig. 4.1.



50

Capitulo 4. Transi¢oes de fase em sistemas fermionicos

0.5

0.5 1.0

-
-
Fme e ——————————— T

-

-

I
2.0 25 f

Ul femsmsssssssmanannannn

N

Figura 4.2 — Temperatura critica reduzida em funcao do inverso do tamanho do sistema. Fiza-

mos v = 0,0; A = 1,0 e os valores de campo magnético: § = 0,0; 0,3; 2,0 e 7,0, nas
curvas continua, tracejada, tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente.
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Figura 4.3 — Influéncia da constante de acoplamento na transi¢ao do modelo no plano (§ X t.).

Fizamos v = 0,35 ¢ 6 = 5,0. As constantes de acoplamento foram escolhidas de

acordo com os valores: X = 0,5 (curva continua); 1,0 (curva tracejada); 2,0 (curva
tracejada-pontilhada)

A constante de acoplamento adimensional A\ tem forte influéncia sobre a temperatura critica
do sistema, bem como sobre o tamanho minimo necessério a transicao: altos valores da constante
de acoplamento levam a temperaturas criticas menores e grandes valores para a espessura do

sistema, veja a Fig. 4.3. Podemos dizer que o papel da constante de acoplamento em nosso

modelo é andlogo ao papel desempenhado pelo campo magnético: baixar a temperatura critica
do sistema, vide Fig. 4.2.
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Figura 4.4 — Densidade de energia livre tipo Ginzburg—Landau para os valores fizados: £ = 0,001;
v=0,35;0=T7,0 e A=2,0. A curva pontilhada mostra a fase desordenada, a qual
tem temperatura igual a 1,7. A criticalidade € obtida a temperatura t. ~ 0,95 (curva
tracejada-pontilhada). A fase ordenada € obtida abaizo de t.. Na curva continua,
temos t = 0,01.

Da Fig. 4.4, notamos que a densidade de energia livre tipo Ginzburg-Landau possui um
minimo em ¢ = 0, para temperaturas ¢ > t.. Porém, para temperaturas abaixo de t., o minimo
da energia livre ocorre no valor finito ¢g(t), o qual tende continuamente a zero conforme t — ¢..

Esta continuidade é tipica de uma transicao de fase de segunda ordem.

4.1.3 Comentario

Vamos aplicar os resultados encontrados em nosso modelo, a um sistema aquecido composto
por um par férmion—antiférmion. Trata-se da abordagem heuristica de um sistema com largura
L, a temperatura 7. Nesta discussao, a temperatura de dissociacao do par serd interpretada
como a temperatura de transicao do sistema.

Podemos calcular o tamanho do sistema a partir da curva continua na Fig. 4.2 e da definicao
Lo = 1/mp&p. A temperatura e campo magnético nulos, vemos da figura, que o inverso do
comprimento reduzido é dado por & ~ 2,57. Tomando mg como a massa efetiva do quark ~
68,3 MeV [96] (essa massa corresponde aproximadamente & metade da massa do pion), obtemos
usando o fator de conversio MeV~™! ~ 196,9fm, Ly ~ 1,12fm. Este valor é da ordem de
magnitude do tamanho estimado de um méson.

Além disso, vemos que para inversos do tamanho reduzido tais que £ < 1,20, a temperatura
critica reduzida é quase constante e tem um valor t. ~ 2,56, o que significa, apds a conversao,
uma temperatura de transicao de T, ~ 175MeV, para todos os tamanhos L > 2,40 fm. Estes
valores sao maiores que o tamanho minimo a temperatura zero. Interpretamos este tamanho
minimo & temperatura zero como o tamanho do estado ligado do par férmion—antiférmion. A
temperatura T, que encontramos é proxima da temperatura de desconfinamento estimada para
hadrons. Pensamos em T, como a temperatura para a qual o méson se dissocia na auséncia de
um campo magnético externo.

Vamos analisar o tamanho do par férmion—antiférmion quando um campo magnético atua

no sistema. A partir da curva tracejada-pontilhada da Fig. 4.2, i.e., com um campo § = 2,0,
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encontramos, a temperatura zero, &y(6 = 2,0) ~ 1,83 — Lo(d = 2,0) ~ 1,58 fm. Levando em
conta o tamanho do sistema a campo zero, Lo(6 = 0,0) =~ 1,12 fm, percebemos que o campo
magnético externo tende a dissociar o sistema. Este efeito é mais pronunciado para campos
magnéticos fortes, altas temperaturas e grandes valores da constante de acoplamento do sistema.

E interessante que este modelo quadri-fermidnico simplificado fornega valores compativeis
com os valores de temperatura critica de desconfinamento e tamanho de um méson encontrados
na fisica hadrénica. Na préxima secao estenderemos este modelo de tal forma que ele represente

um sistema sofrendo transicao de fase de primeira ordem.

4.2 Transicoes de fase de primeira ordem sujeitas a um campo magnético

externo

Os célculos apresentados nesta secao foram publicados na Ref. [81]. Nesta segdo vamos
estender nosso modelo fermionico para que ele descreva uma transicao de fase de primeira
ordem em um campo magnético de fundo. Usaremos novamente um modelo tipo GN massivo.
Neste caso, devemos fazer algumas defini¢oes no sinal do parametro de massa do hamiltoniano,
para assegurar a estabilidade do sistema. Analogamente ao caso fermionico de segunda ordem,
exploraremos os efeitos de campo magnético, temperatura, potencial quimico e tamanho finitos
sobre o sistema. Encontramos o fenémeno contra-intuitivo da quebra inversa de simetria. Este
fenomeno é bem conhecido na literatura: existem duas diferentes temperaturas criticas, ¢, e t.,,
sendo t., < t.,. Em temperaturas abaixo de t.,, temos, como de costume, a fase com simetria
quebrada. Para temperaturas intermediarias, t., < t < t.,, encontramos uma fase simétria
(simetria restaurada). Em temperaturas acima de t.,, voltamos a ter uma fase com simetria

quebrada.

4.2.1 O modelo estendido e o formalismo de Matsubara generalizado

O hamiltoniano do sistema incluird interacées fermidnicas quarticas e séxticas num espaco

euclidiano quadri-dimensional
it o= [atr{utn - mppuw - 3 [pwem] + 2 [Pepo] '} ws)

onde r = (7,2,y,2z). Usaremos as mesmas defini¢des feitas anteriormente para a derivada
covariante e o potencial vetor, i.e.: D, = 0, —ieAZXt, com A, = (0,0, Bz,0) = B = B2, sendo
B uma constante.

A estabilidade do sistema fermionico estd associada & escolha do pardmetro de massa my.
Definimos: my, = +my. Para descrever transi¢oes de fase de primeira ordem, usaremos m({ =
—mg, Ag > 0 e g > 0. Caso fossemos descrever uma transicao de segunda ordem, usariamos
my = +mo, Ao <0emny=0.

A densidade de energia livre do tipo GL, serd escrita como
F = Ap?*(r) + Bpl(r) + Cel(x). (4.17)

Novamente ¢(r) denota o parametro de ordem do modelo: ¢ (r) =y /(¢T(r)i(r)) 4.
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Identificamos A = —m, B = —Xo/2, C = ny/3, onde m = m(T,u, L, B) representa
as correcoes de campo magnético, temperatura, potencial quimico e tamanho finitos sobre o
parametro m6. Nao faremos corregoes nas constantes de acoplamento.

Para efetuar as correcoes sobre o parametro de massa my,, usaremos os mesmos diagramas

mostrados na Fig. 3.1. No presente caso, a autoenergia torna-se
m(T, L, g, w) = mpy + ST, L, p,w) + ST, L, p,w), (4.18)

onde o sobre-indice a representa o diagrama girino e o sobre-indice b representa o diagrama
cadarcgo.

A contribuicao do diagrama girino é dada por

dp‘r dpz ]?5 m )
(@) - 70
() /\otr[ ZZ/QW e T

/=0 s==1

Seguindo os mesmos passos que conduziram a Eq. (4.12), i.e., compactificacao da coordenada
T, compactificacdo da coordenada z, a insercao do potencial quimico p e subtracao do termo

singular, encontramos

@(t,€,7,0) = 2m°MZ D Reyo)(L,€,7), (4.19)

/=0 s==+1

onde R, (s)(1,t,&,7) é dada pela Eq. (4.11).

A contribuicao do diagrama cadarco fica dada por

2
sO(t,€,7,8) = (Smoné ) [Z Z Reys)(LEEY)| (4.20)

f=0 s==*1

onde a constante de acoplamento adimensional é definida como 7 = nymg.

Agora podemos escrever a massa com corregoes de campo magnético, temperatura, tamanho

e potencial quimico finitos, em primeira ordem nas constantes de acoplamento

m(t,€,7,8) = mp— (QmOA(S) Z > Reys)(1,£,6,7)

(=0 s==%£1

+ <8m°"5 > [Z 3" Reyy(L 16, ’y) . (4.21)

1=0 s==£1

Para investigar a estrutura de fase do modelo, resolveremos numericamente a Eq. (4.21) na

préxima subsecao.

4.2.2 Estrutura de fases

Faremos um rescalonamento no valor do campo, a saber ¢ — ¢/ mg/ > Esta redefinicao
permite escrever a densidade de energia livre como
F _m(tv‘ga’)/?(s)@Q_é 4 N 6

m = flp) = e 5% T3¢ (4.22)
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Esta densidade de energia possui trés minimos, um deles em ¢ = 0 e os outros dois localizados

simetricamente & esquerda e a direita do minimo central. Além disso, temos dois méximos

locais equistantes de ¢ = 0. Como no caso bosonico, a condi¢ao de criticalidade é tal que
f=0f/dp =0. Neste caso, os trés minimos da densidade de energia livre se localizam ao longo

do eixo horizontal no plano ¢ x f(p). Usando a densidade de energia livre dada na Eq. (4.22),

temos que a condicao de criticalidade no caso fermidnico sera

A
m(te,§,7v,0) = — (315()). (4.23)

Comparando as Eqs. (4.21) e (4.23) conseguimos obter as solu¢oes numéricas para a equacao

transcendental que relaciona a temperatura critica com os outros parametros do sistema. Na

Fig. 4.5, observamos novamente o efeito de catdlise magnética inversa no sistema.
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Figura 4.5 — Temperatura critica reduzida em fungao do inverso do tamanho do sistema. Fiza-

mos v =0,5;A =20 en=1,0. Usamos § = 1,5 (curva tracejada); 6 = 3,0 (curva
tracejada-pontilhada); § = 4,5 (curva continua).

Analogamente ao caso bosonico, observamos, a partir da Fig. 4.6, a pequena influéncia do
potencial quimico sobre a estrutura de fase do modelo. O tamanho minimo do sistema, em
t. ~ 0, independe do potencial quimico.

Na Fig. 4.7, temos dois valores da temperatura critica que satisfazem a condi¢ao m(t¢, &,v,0) =
—3Amgo/16m: t., e te, (no bulk, ie., & ~0ou L — oo, temos t., ~ 0,76 e t., ~ 1,71). O apareci-
mento das duas temperaturas criticas é conhecido na literatura como quebra inversa de simetria,
vejas as Refs. [78, 97-104]. A regido interior a curva dada por t.,, é a regiao de quebra de sime-
tria. Ainda na Fig. 4.7, a regido entre as curvas, i.e., com temperaturas intermedidrias, t, tal que
te, <t <t corresponde a fase desordenada. Entretanto, essa fase desordenada nao persiste.
Em temperaturas maiores que t.,, obtemos novamente uma fase ordenada. Como existem duas
temperaturas criticas, temos dois tamanhos minimos do sistema, que suportam a transicao.

Nas Figs. 4.8 e 4.9, apresentamos a densidade de energia livre para o sistema sofrendo

transicao de primeira ordem na forma bulk. Na Fig. 4.8, temos o comportamento esperado para
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Figura 4.6 — Influéncia do potencial quimico sobre a transicdo de primeira ordem. Usamos A =
2,0, m=10¢ed =3,0. Temos v = 0,0 na curva tracejada e v = 0,75 na curva
continua.
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Figura 4.7 — Quebra inversa de simetria. Ezistem duas temperaturas criticas para os mesmos
valores de (v,0,\,n). Fizamos v =0,5;A=4,0 en=2,0, além de 6 = 1,5.

uma transicdo de primeira ordem, ou seja, passamos da fase simétrica para a fase quebrada
conforme a temperatura diminui. Entretanto, temos o comportamento totalmente oposto na
Fig. 4.9.

A quebra inversa de simetria tem sido observada em alguns sistemas compostos, por exem-
plo, o Sal Rochelle. Este sal tem uma estrutura cristalina ortorrémbica (fase ordenada) em
temperaturas abaixo de ¢, = —18°C e acima de t, ~ 24°C. Para temperaturas intermediarias,

i.e., no intervalo ¢, < t < t,, este sal possui uma estrutura cristalina monoclinica (fase desor-
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Figura 4.8 — Densidade de energia na forma bulk (parte mais interna da Fig. 4.7). Notamos uma

quebra de simetria usual. Fizamos v = 0,5, = 4,0, n =20 e d = 1,5. Na curva
continua, temos t = 1,4. A criticalidade ocorre em t. =~ 0,76 (curva tracejada).

Abaizo de t., temos a fase com quebra de simetria (na curva pontilhada, temos

t=03).
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Figura 4.9 — Densidade de energia na forma bulk (parte externa da Fig. 4.7). Observamos uma
quebra inversa de simetria. Fizamos vy =0,5,A=4,0,n=2,0 e =1,5. Na curva
continua, temos t = 1,65. A criticalidade é obtida em t. ~ 1,71 (curva tracejada).

Mesmo acima de t., encontramos uma regiGo com simetria quebrada, ou seja, uma

fase ordenada (na curva pontilhada, temos t = 1,80).

denada). Nas Refs. [105, 106], podemos encontrar outras substancias sujeitas ao mesmo efeito,

por exemplo, a dgua, sob condigOes especiais de pressao, pode apresentar a quebra inversa de

simetria.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo desta tese abordamos o comportamento de transicoes de fase de sistemas bosonicos
e fermionicos em um campo magnético constante e homogéneo aplicado na direcao z. Nestes
sistemas, foram aplicados os métodos da Teoria Quéantica de Campos em uma topologia toroidal
desenvolvidos recentemente. Contabilizamos efeitos de campo magnético externo, temperatura,
potencial quimico e tamanho finito sobre os sistemas sofrendo transicoes de fase de primeira e

segunda ordens.

No capitulo 2 discutimos o formalismo de Matsubara. Mostramos a relacao que as frequéncias
dos campos assumem ao impormos as condigoes de contorno periddicas e anti-periddicas sobre
o tempo imaginario 7. Estendemos este formalismo & coordenada espacial z e obtivemos o
chamado formalismo de Matsubara generalizado. Escolhemos, por analogia com as condigoes
KMS, condicoes de contorno periddicas ou anti-periédicas na compactificacao da coordenada z,

conforme a natureza bosonica ou fermionica do campo, respectivamente.

No capitulo 3 investigamos uma transicao de fase de primeira ordem em um sistema bosonico.
Usamos um potencial quartico e séxtico para representar a autointeracdo do campo de spin
zero. Calculamos o propagador de Feynman do campo escalar complexo imerso em um campo
magnético, através das autofungoes e autovalores do termo cinético do hamiltoniano do sis-
tema. Aplicamos o formalismo de Matsubara generalizado e investigamos a estrutura de fases
do sistema bosonico. Observamos que o potencial quimico apresenta pouca influéncia no com-
portamento critico do sistema. Também notamos que o campo magnético aplicado sobre o
sistema tem o efeito de diminuir a temperatura de transicao de fases, fenomeno conhecido com
catalise magnética inversa. Além disso, notamos a existéncia de uma espessura minima do filme
aquecido, abaixo da qual nao ocorre a transicao. Foi demonstrado matematicamente que esta
espessura minima independe do potencial quimico, através do comportamento assintético das
funcoes de Bessel modificadas. Esta independéncia é revelada nos graficos da tese que mostram
a transicao de fase no plano (£ X t.) para diferentes potenciais quimicos.

No capitulo 4 analisamos o comportamento de sistemas fermionicos sofrendo transicoes de
segunda e primeira ordens. Utilizamos o propagador do campo fermiénico imerso em um campo
magnético externo para efetuar as correcoes de temperatura, potencial quimico e tamanho finito

no sistema (este propagador foi discutido em detalhes no apéndice B, através do método de
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Ritus). Na transigao de segunda ordem, encontramos um efeito similar ao caso bosdénico no
que diz respeito ao tamanho minimo do sistema, necessario & transicdo e a pouca influéncia
do potencial quimico. Usando nosso modelo, estimamos a temperatura de desconfinamento
de um méson sem campo magnético aplicado: T, ~ 175MeV. O papel do campo magnético
nesta transicao é favorecer a dissociacao do sistema férmion-antiférmion, pois encontramos, a
temperatura zero, Lo(0 = 0,0) ~ 1,12fm e Lo(d = 2,0) = 1,58 fm. Ainda no capitulo 4, mas
sob a perspectiva de uma transicao de fases de primeria ordem, analisamos o comportamento do
sistema fermidnico novamente levando em conta efeitos de campo magnético, potencial quimico
e tamanho finito sobre o sistema. Neste caso, encontramos dois tamanhos minimos abaixo dos
quais a transicao de primeira ordem cessa, i.e., temos duas temperaturas criticas possiveis, para
um mesmo conjunto de parametros (7,9, A,n). Em outras palavras, encontramos duas regioes
com simetria quebrada (duas regides ordenadas) e entre essas regides quebradas, temos a fase
simétria (regiao desordenada). Este fenomeno é conhecido na literatura como quebra inversa de
simetria e encontrado, por exemplo, no Sal Rochelle e na agua. O papel geral das constantes de
acoplamento consistiu em diminuir as temperaturas de transicao do sistema fermionico.
Gostariamos de continuar investigando estes interessantes efeitos, em outros modelos e com
outros campos externos. Na verdade, estamos em fase de conclusao de um trabalho analisando as
transicoes de fases em um modelo tipo NJL com trés sabores. Também pretendemos investigar a
relacao entre o método de Ritus e o método de Schwinger no célculo do propagador de Feynman

€m um campo externo.
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APENDICE A

NOTACAO E CONVENCOES

Neste apéndice, estabeleceremos as notagoes e convengoes utilizadas em todos os capitulos

desta tese. Usamos o sistema de unidades natural, no qual h=c= kg =1.

A.1 Rotacao de Wick

O espaco-tempo de Minkowski D-dimensional serd representado pelo tensor métrico
dZCng: (—’_7_7"' 7_)'

O espaco euclidiano nao difere componentes contravariantes das covariantes de um quadri-vetor.
Por isso, denotaremos a métrica do espago euclidiano D-dimensional apenas pela matriz identi-
dade Ip.

Para um quadri-vetor, no espago de Minkowski, teremos
= (t,x,y, 2).
No espago euclidiano, escrevemos
ot = (1,2,9,2).
Estes espacos se relacionam através da rotagao de Wick:
t— —iT.
Com efeito, teremos a correspondéncia
z? = Guatz’ = —xQE.

Na descricao do campo espinorial, usamos

ko= kg, (A1)

(" = 29", (A.2)
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i

uro
o =
2

- (A-3)

Para as matrizes «y, usamos a representacao quiral
0 I
7 = :
- 0
. 0 j
w:( .”>, (A.5)
—od

g ok 0
O'ZJ = &i; y A6
gk ( 0 Uk ( )
1 2

sendo €123 = 1. As matrizes o', 02 e o3 representam as matrizes de Pauli, escritas abaixo, para

Ul—ax—<(1) é), (A.7)

H:%=<2j>, (A8

3 (10
a—az—<0 _1>. (A.9)

No espaco dos momenta, a rotacao de Wick se escreve como

0

comodidade do leitor,

KO — ik
As matrizes v sao escritas no espaco euclidiano como

¥ =i, (A.10)

7 = Y. (A.11)

Usando a Eq. (A.1), as Egs. (A.10) e (A.11) além da rotacao de Wick no espago dos momenta,

podemos mostrar que
¥ = _;éE, (A.12)

Com as definigoes dadas pelas Eqgs. (A.4) e (A.5) e usando a conhecida propriedade das matrizes

de Pauli 0']2- = I, encontramos

{0gs 05} = 214, (A.13)
{/VOEaijE} =0, (A14)

{%Ea'YjE} = —2I4, i =7, (A.l5)
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Podemos condensar as Eqs. (A.13), (A.14), (A.15) e (A.16) em apenas uma equagao, qual seja,

Vg Yopt = =20, (A.17)

As relactes que envolvem as quantidades associadas aos férmions, escritas no espaco euclidiano,
serao particularmente importantes quando formos definir o propagador do campo fermidnico

sujeito a um campo magnético externo, vide final do apéndice B.
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APENDICE B

METODO DE RITUS

A seguir, vamos resgatar a sensacional ideia devida a V. Ritus para o calculo do propagador de
Feynman de campos bosonicos ou fermionicos imersos em um campo magnético nao quantizado
constante e homogéneo.

O método consiste em encontrar autofungoes do operador presente na equacao de campo
bosoénico ou fermionico, de tal modo que o propagador seja escrito como na forma livre [107,

108]. Ao longo deste apéndice manteremos a notagao usada em [107].

B.1 Propagador bosonico livre

Para facilitar o entendimento do método de Ritus, obteremos de maneira conveniente o
propagador bosonico livre. A equacio de Klein-Gordon para um particula livre de massa mg e
carga elétrica ep (um campo bosonico de spin 0 no contexto da TQC), no espago de Minkowski

quadri-dimensional, é dada por

(—]52 + m%) ¢ (zf) =0,
onde PM =10,. O propagador de Feynman satisfaz
(—152 + m(Q)) G (z,2") = —i¢? (z—4a'), (B.1)

onde o fator ¢ mostrar-se-4 conveniente quando desejarmos ir para o espaco euclidiano. Note
que [13’2, ]5”] = 0. Com efeito, autofuncgdes do operador P, sdo também autofuncées do operador

P2 Logo, a onda plana, exp(—ipuat), é autofuncao de P2 E f4cil ver que:
P? [exp (—ipuat)] = p? [exp (—ipua®)] (B.2)

As ondas planas formam um conjunto completo, isto €,

/d4w lexp (—ipua™)] [exp (—ip,a”)]" = (2m)* 6* (p — p'),

/d4p [exp (—ipua™)] [exp (fz'p,,:c”’)r = (2m)* o4 (z—2a'). (B.3)
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Assim, o propagador bosoénico livre pode ser escrito através da transformada de Fourier,

G (w,x') = (271r)4 /d4p lexp (—ipux)] g (p) [exp (—ip,,x’”)]*, (B.4)

onde a fungao g (p) (o propagador no espago dos momenta) é determinada apds aplicarmos o
operador (—P? + m2) & equacdo (B.4), usarmos as equacdes (B.2), (B.1) e a equacio (B.3).

Fazendo isso, encontramos: (—p? +m3)g(p) = —i, ou seja,

) i
9(p) = lg% m~ (B.5)

B.2 Propagador bos6nico em um campo magnético

Agora vamos calcular o propagador do campo bosonico sujeito a um campo magnético ex-

terno B, uniforme e homogéneo, na diregao z. Neste caso, a equagdo de Klein-Gordon torna-se
2 2
(*H%ﬂ%)@@%:Q

onde ﬂ“ = 15# —epA,, e usaremos o calibre de Landau: A* = (0,0,2B,0). O propagador satisfaz

a equacao
(—ﬂ2 + m%) G (z,2',B) = —io? (z—2a'). (B.6)

Mas, neste caso, [I1I, P, 0. Logo, nao podemos expandir G(z, 2, B) em termos das auto-
) 9 ) 9y ) )
funcoes do operador P, as ondas planas.
Contudo, se encontrarmos autofuncdes do operador II? tal que formem um conjunto com-
pleto, poderemos proceder como no caso livre e buscar expressoes andlogas as equagoes (B.4) e

(B.5). Assim, devemos encontrar um conjunto completo de autofungdes E, que satisfacam
1’E, = p°E,. (B.7)

No calibre de Landau, o operador II? fica escrito como

2 . 2 2
I _?+?+?+?—2’Lwox—y—wox , (B.8)

sendo wy = ey B.

Tentemos uma solugao da forma [79, 90]
Ep (1) = X (2) exp [—i (pit — wopyy — p=2)] - (B.9)
Substituindo (B.9) em (B.7), obtemos
X" (x) — wi(z — py)2 X () + const - X(z) =0, (B.10)
onde a constante de separacao é definida por

const = pf — pg — p2.
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A equagao (B.10) é a equacgao diferencial de Hermite, cujas solugbes sao finitas apenas para

const = wp(20 + 1), com ¢ =0, 1,2, 3, ... representando todos os niveis de Landau. Com efeito,
P> =p; —p? —wo(20+1). (B.11)

As solugbes da Eq. (B.10), ja normalizadas, sao bem conhecidas:

Xi0) = o (2) o[-0 (o -] BVt — )

onde Hy sao os polindmios de Hermite. Por conveniéncia futura, definiremos as chamadas fungoes
de Hermite [109]:

1 u?
() = e (—2> Hi(w).

Estas fungbes sao ortonormais e satisfazem

/_+<><> du hy(w) b (u) = 0pm (B.12)
e N

> he(u) he(u') = 6(u— ). (B.13)

=0

Reescrevemos a Eq. (B.9) em termos destas fungoes:

Ep(at) = (wo)i exp[—i (pit — wopyy — p=2)] he [Vwo(w — py)].- (B.14)
1

Levando em conta as equacoes (B.14), (B.13), e a propriedade 6(au) = |a|~15(u), ndo é dificil

M»—‘

demonstrar que as autofungoes E,(z#) satisfazem a relacao de completeza
Z / d3pEp(x)E;(x') = 2n)%0 (t—t)o(z—a")o(y—y)d(z—27). (B.15)
l

Analogamente, e tendo em vista a Eq. (B.12), podemos mostrar que as autofungoes E, satisfa-

zem a relagao de ortogonalidade
/ BB (2)Ep(x) = (27) 006 (00— 1)) 8 [wo (py — £)] 8 (p= — 1) -

Assim, as autofun¢oes E,(z#) formam um conjunto completo e, como fizemos na Eq. (B.4),

podemos escrever

C (a2 B) = s > / PpE, ()G (p, A) E5(x). (B.16)
Aplicando o operador (—II? + m2) & relacio (B.16) e usando as eqs. (B.7), (B.6) e (B.15),

encontramos o propagador no espaco dos momenta:

1
B)=1lm ———— B.17
G (p,B) = e (B.17)
com p, dado pela Eq. (B.11).

Passando para o espaco euclidiano, a integral de loop e o propagador, no limite ' — x, sao

dados por

dp- dpz 1
G E B.18
E / p + mo ( )

onde p? = p2 + p? + wo(2¢ + 1) e usamos a Eq. (B.12).
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B.3 Propagador fermi6nico livre

Vamos reobter o propagador fermidnico livre, novamente com o intuito de facilitar o entedi-
mento do método de Ritus. A equagao de Dirac para um particula livre, de massa mg e carga

elétrica e, no espaco de Minkowski, é dada por
(P =mo)w (@) =0,
O propagador de Feynman, neste caso livre, satisfaz
(}% — m()) S (z,2') =i6* (x —2') . (B.19)

Os operadores P e P, comutam; logo, autofuncoes do operador P, sio também autofuncdes do
operador /. Assim como no caso bosonico livre, a onda plana é autofuncdo de P, mas com

autovalor P

P lexp (—ipuzt)] = plexp (—ipuat)] (B.20)

e o propagador de Feynman fermionico se escreve

1

S(ﬂfvx,) = (2#)4

[ dplexp (<ip,a)] 5 1) exp (~ipua”) (B.21)

O propagador fermionico no espago dos momenta é encontrado apds aplicarmos o operador
(P —mp) 2 Eq. (B.21) e usarmos as Egs. (B.20), (B.19) e a Eq. (B.3),

(B.22)

B.4 Propagador fermionico em um campo magnético

O campo fermionico imerso em um campo magnético externo B, uniforme e homogéneo na

direcao z, satisfaz a equacao de Dirac modificada,
(]?I—mo) U (") =0,
onde f[” = If’ﬂ —eA,. O propagador satisfaz
<]?I — mo) S (a:,a:’, A) =6t (a: — :c’) ) (B.23)

Observamos que []?1,151,] = —ev“[A“,]f’,,] # 0. Portanto, ndo podemos expandir S(z,z’, B) em
termos das ondas planas. Como argumentado por Ritus [107], a funcdo de Green do campo
de Dirac é uma fungado de escalares envolvendo as matrizes ~y, o operador ﬁu e o campo [},,.
As quantidades escalares possiveis sao: ]?I, (oM Fu) e (vsFHF},), onde F* = $etOPE, 5.
Como FMFE], ~ (E" . é), vemos que para campos puramente magnéticos, F*Fj, = 0. Ritus
adicionalmente notou que estes operadores comutam com o operador de Dirac ao quadrado, isto

3

¢,

2 ] = [, o 5] =0
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Portanto, se encontrarmos autofuncoes Ey, do operador ()2, estas também serdo autofuncoes
do operador de Dirac, I e de S(z,2’, B).

As autofuncoes Ep sao conhecidas na literatura como autofuncoes de Ritus, e satisfazem

(0)’E, = p*E,. (B.24)

Devemos encontrar a matriz E, que satisfaz a Eq. (B.24). Dado o calibre fixado, os tnicos
elementos nao-nulos de F),, sao: Fia = —Fb = —B. Assim, apds usarmos 0%, dado em (A.6),

podemos mostrar que
M2 =12+ w2 =112 + w(ly ® 02), (B.25)

onde I12 é dado na Eq. (B.8) com a substituicao de wp por w = eB. A partir da expressao
(B.25), notamos que a autofuncao E, deve ser analoga & do caso bosonico, mas com um elemento
matricial que satisfaga o produto tensorial relacionado a matriz ¢,. Levando em conta o caso

bosonico e a Ref. [73], tentamos uma solugao da forma

Ey(a") = > Eps(a")Qs, (B.26)
s=+1

onde s representa a varidvel de spin do campo fermionico e E, ;(z*) é dada pela Eq. (B.9) com

wo — w e X(z) —» Xs(x). A matriz 5 deve ser tal que
(Io ® 0,)Q = s82s. (B.27)
A exigéncia imposta pela equacao (B.27) revela uma matriz Qs da forma
Qs = diag(ds1,0s,—1,0s,1,05,—1)- (B.28)

Ao substituir (B.26) em (B.24) e usar (B.25) e (B.27), encontramos que X,(x) satisfaz novamente

a equagao (B.10), com wy — w e constante de separacao
const' = p? — p* + ws — p?,

com a restrigdo: const’ = w(2¢ + 1). Notamos que as funcoes E,; e E,_; sdo dadas pela

expressao (B.14) com wp — w e,
pPP=pF—p?—w20+1-5). (B.29)

Levando em conta (B.26) e o fato de que »__ , Q.04 = I4, podemos facilmente demonstrar

que

Z / PpE,(2)E,(z') = (2n)*6 (t=tYo(z—a")o(y—y)d(z—2) (B.30)
¢

/d4$Epf (2)Ep(z) = (2m)* 006 (pe —1}) 0 [w (py — 1})] 6 (p= — L) -
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onde E,(2/) = WOE}L,(m’”)'yO. Percebe-se que as autofuncoes E, formam um conjunto completo

e, tal como fizemos na Eq. (B.21), escrevemos

+o0
S(z,4/, B) = (27103% / PpE,(2)S(p, B)E,(2'). (B.31)

A fim de encontrar o propagador fermionico no espaco dos momenta, devemos aplicar o
operador (]?I — mp) a equacao (B.31), usar (B.23) e (B.30). Entretanto, sabemos que E,(x)
¢é autofuncao de ]?I, mas nao sabemos com qual autovalor. Ou seja, nao temos o andlogo das
equagoes (B.2), (B.7) e (B.20).

Por isso, o método de Ritus postula a relacao

~

(]7[) E,=E, (ﬁ): (B.32)

sendo p, um quadri-vetor a ser encontrado, tal que satisfaca a Eq. (B.32) na ordem apresentada.

Apés aplicarmos o operador (M —my) & equacio (B.31), e usarmos as equagoes (B.32), (B.23)
e (B.30), ficamos com
S i(p + mo)

S(p,B) = .
(b B) p? —mi +ie

(B.33)

A partir de (B.26) e (B.28), escrevemos as autofungoes de Ritus explicitamente:

E, 0 0 0
E,_
g | 0 fH 00 (B.34)
0 0 B, O

0 0 0 E,,

Usando as expressoes (B.34) e (A.6), temos

(]7[>EP =

0 0 _(pt +pz)Ep,1 2(81 + wpy — Wx)Ep,—l
0 0 (01 — wpy +wz)Epy —(pt — p2)Ep,—1
_(pt - pz)Ep,l _i(al + wpy — Wx)Ep,fl 0 0
—i(01 — wpy +wz)Ep 1 —(pt + p2)Ep,—1 0 0
(B.35)

O lado direito da Eq. (B.32) é expresso por

0 0 (=po+p3)Ep1  (p1 —ip2)Ep1
B, () = ) 07 ) 0‘7 (P1 +ip2)Ep 1 —(po + p3) Ep,—1 .(B.36)
—(Po+P3)Ep1  —(p1 — iP2) Ep 0 0
—(p1+ip2)Ep -1 —(po — P3)Ep—1 0 0

Comparando a Eq. (B.35) com a Eq. (B.36) e resolvendo um sistema de equagoes diferenciais

acopladas, encontramos

Po=Dpi ; P3=—Ds ; Pi+ps=p;—p:—p (B.37)
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Tendo em vista a Eq. (B.29), descobrimos as componentes de p, para que a Eq. (B.32) seja

satisfeita:
pu = (pt7ﬁ171527 _pz)7 (B38)
com
9, 92
pi+ps=w(20+1—35).

Escolhendo a origem do eixo coordenado x tal que p; = 0 (a mesma escolha foi feita nos
trabalhos de Ritus), o propagador fermionico no espaco dos momenta fica dado pela Eq. (B.33),

(]
Du = (pt,(), w20 +1—s), —pz) .

Vamos escrever o propagador dado nas Egs. (B.31) e (B.33) no espago euclidiano. No limite

2 — z, temos

_ (W B dp; dp, (isE —myp)
Se(B) = (27r) Kz_;s;l/ (2m) (27) P2 4+ mi’ (B.39)

com P2 =pZ+pi+w2l+1—s).
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APENDICE C

RELACAO ENTRE OS COEFICIENTES DA
EXPANSAO DA ENERGIA LIVRE NA
CRITICALIDADE PARA UMA TRANSICAO
DE PRIMEIRA ORDEM

Abaixo demonstramos a expressao que relaciona os coeficientes A, B e C dada pela Eq. (3.14).
Esta expressao foi usada para descrever transigoes de primeira ordem tanto em sistemas bosonicos

quanto fermionicos.

C.1 Dedugdo da Eq. (3.14)

A densidade de energia livre tipo Ginzburg—Landau é definida como
F(ge) = Aldel* +B |pe|* +C ol
Na criticalidade,
F(¢e) =0,
0 que equivale a
A+ B |¢]> +C |¢* = 0. (C.1)

Por outro lado, na criticalidade, além da densidade de energia livre, sua primeira derivada

funcional também se anula, i.e.,

6F (¢c)
0c

= 0,
dando a relacao

A+2B o> +3C |oe|* = 0. (C.2)
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Levando em conta que |¢C\2 > 0, eaEq. (C.1), podemos escrever uma expressao para o parametro

de ordem em funcdo de A, B e C:

|c)* = % (—B+ VB2 — 4CA) . (C.3)

Substituindo a Eq. (C.3) na Eq. (C.2), obtemos
B>  BvVB®—4 3 2
a- B BE AL S (s VB aca) =0

Simplificando, ficamos com

2B2  2BVBZ _4CA
4C 4C —2A4=0,

que pode também ser escrita como

—2Bv/B? — 4CA = 8AC — 213%. (C.4)

Elevando ao quandrado a Eq. (C.4), e executando alguns calculos algébricos intermedidrios,

encontramos

BQ
A= (C.5)

que é a Eq. (3.14).
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APENDICE D

CONTINUACAO ANALITICA DA FUNCAO
ZETA DE EPSTEIN-HURWITZ
BI-DIMENSIONAL INOMOGENEA

Neste apéndice vamos demonstrar a expressao da fungao zeta de Epstein—Hurwitz usada ao

longo da tese tanto em sistemas bosonicos quanto fermionicos.

D.1 Continuacdo analitica

A fungao zeta de Epstein-Hurwitz definida na Eq. (3.27) pode ser continuada analiticamente

para todo o plano complexo v, veja por exemplo [110, 111]. Da definigao

“+00
ZQCQ(V, ai,ag, by, be) = Z [al(nl — 51)2 + ag(ng — b2)2 + 02]_V, (D.l)

ni,ne=—00

e levando em conta a conhecida expressao

1 (o]
X—y — v—1 - Xt D.2
F(y) /0 dt t e ) ( )
podemos definir
X =ai1(ng — b1)2 + as(ng — 52)2 + 2.

Com efeito,

%) —+o00 400
Z§ (v, a1,a2,b1,by) = F(l)/ dt t”l{ > e[—al(”1—b1)2t]}{ 3 e[—a2(n2—b2)2t]}
v)Jo

niy=—00 ng=—00
e~ ¢, (D.3)
Da referéncia [111], temos

“+oo

I )

n=—oo n=—oo
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vélida para b complexo e t' real nao-nulo e positivo. Fazendo a mudanga

podemos expressar a Eq. (D.4) como
+oo +o0 2
—a(n=b)%t] _ | T —Z-n?42minb
> RN o= ). (D.5)
n=-—00 n=-—o00

Ao explicitarmos em n a soma do lado direito da Eq. (D.5), i.e., escrevendo a somatéria em n

variando entre os inteiros negativos, n igual a zero e entre os inteiros positivos, encontramos

+00 400 2 2
Z e[—a(n—b)%] _ |/ {2 [Z(i(?r“? )COS (2mnb)

at
n=1

+ 1} . (D.6)

2

+ 1} et (D.7)

n=—oo
Substituindo a Eq. (D.6) na Eq. (D.3), teremos

—+00

- R S (-2)
Z2 (V, al,ag,bl,bg) = e dt t 2 Z e 1 COS (271'111[)1)
0

Vs 1)
+o0 w?n3
X {2 [Z e(i a2t )cos (2mn2b9)

no=1

ni=1

Distribuindo os termos, ficamos com

> s 1 o (r=1)-1 +ZOO (*W%ﬁ)
Zs (v,a1,a2,b1,be) = / dt tVVVT 142 e\ "/ cos(2mnyby)
\/a10a2 F(l/) 0 ni=1
&2 & ()
+2 Z e\ "/ cos (2mngby) + 2° Z e\ T\moez
no=1 ni,na=1
2
X cos (2mn1b1) cos (2mna2bs) } e L. (D.8)

Usando novamente a Eq. (D.2) e a identidade
- AN %
/ dt =L e~ Bt = 9 (B> K, (2\/AB) , (D.9)
0
obtemos a expressao da extensao analitica da funcao zeta de Epstein—Hurwitz bi-dimensional
inomogéneas:
T 1 T'(v—-1)
Vaiaz T(v) |c?v—2
1 4r (1N Ry n )
— — cos (27n1b1) K1 | 2mc ——
it () [Z (o) eostommb Koy (200 1

ni=1

+oo v—1
no ng
+ E — cos (2mnobo) K1 | 2mc ——
(\/a2> ( ? 2) ' ( \/a2>

v—1

ni  n3
+2 Z — 4+ —= cos (2mn1by1) cos (27ngbsy)

Z§2(V, a,az,bi,by) =

(D.10)
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Ao longo da tese, suprimimos o primeiro termo da Eq. (D.10), pois este termo mostra-se diver-
gente para a andlise que fizemos em sistemas bosonicos e fermidnicos. Para ver isto, basta usar

a propriedade
N1l+v)=vl(v),

para concluir que o primeiro termo da Eq. (D.10) é proporcional a 1/(v — 1), que diverge no

limite v — 1.
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