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• À minha amada, Michelli, por fazer parte da minha vida.
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Resumo

Nesta tese de doutorado investigamos efeitos de campo magnético externo, limitação espacial, po-

tencial qúımico e temperatura finita em sistemas bosônicos e fermiônicos que sofrem transições

de fase de primeira e segunda ordens. Fazemos correções em primeira ordem nas constantes

de acoplamento, no parâmetro de massa do sistema, além de utilizar os desenvolvimentos re-

centes da Teoria Quântica de Campos definida em espaços com topologias toroidais. Nossos

sistemas estão definidos em um espaço euclidiano D-dimensional. Compactificamos duas das

D dimensões, a saber: o tempo imagináro τ e a coordenada espacial z, dando origem à tempera-

tura β−1 e à limitação espacial L, respectivamente. Nestas condições, examinamos a estrutura

de fase dos sistemas.

Palavras Chaves: Temperatura Finita, Campo Magnético, Tamanho Finito.





Abstract

In this thesis we investigate effects coming from an external magnetic field, size restriction,

chemical potential and finite temperature on bosonic as well as fermionic systems that undergo

first– and second–orders phase transitions. We make corrections at first order in the coupling

constants, on the mass parameter of the system; besides that we use recents developments of

Quantum Field Theory defined on a space with a toroidal topology. Our systems are defined on

a D-dimensional Euclidean space. We compactify just two dimensions, namely: the imaginary

time τ and the spatial coordinate z, which gives the temperature β−1 and the spatial restriction

L, respectively. Under these conditions, we investigate the phase structure of the systems.

Key-Words: Finite Temperature, Magnetic Field, Finite Size.
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Figura 3.5 – Temperatura cŕıtica em função do inverso do comprimento reduzido do sis-

tema com δ0 = 0,75. Usamos novamente γ = 0,0 (curva cont́ınua), γ = 0,45

(curva tracejada-pontilhada) e γ = 0,9 (curva pontilhada). . . . . . . . . . . . 41
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de potencial qúımico reduzido: γ = 0,0; 0,35 e 0,7, correspondendo às curvas
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Caṕıtulo 1

Introdução

Quando o estado de um sistema em equiĺıbrio sofre uma mudança devido à variação de

algum parâmetro controlável (por exemplo, temperatura, pressão, campo magnético, campo

elétrico, etc.), podemos ter uma transição de fase. As transições de fase podem ser de dois tipos:

transições de fase de primeira ordem e transições de fase de segunda ordem. Na transição de fase

de primeira ordem, ocorre coexistência entre as fases em equiĺıbrio, e devido à descontinuidade

na primeira derivada da energia livre de Gibbs (ou seja, na entropia do sistema), esta transição

é acompanhada de um calor latente [1]. Temos, pois, que as transições de primeira ordem são

as transições usuais da termodinâmica e que elas admitem estados metaestáveis. Por exemplo,

na transição ĺıquido-gás da água, há coexistência de ĺıquido e vapor. A energia livre de Gibbs

é cont́ınua na interface entre essas fases, mas ao atravessarmos esta interface, notamos uma

mudança brusca na estrutura da água, e, no ponto cŕıtico, a 218 atm e 647 K, gotas de água e

bolhas de vapor se confundem de modo que a diferença entre as suas densidades desaparece, e

a fase torna-se esbranquiçada, fenômeno conhecido como opalescência cŕıtica [2].

Contudo, nas transições de segunda ordem, não há coexistência entre as fases. Neste caso,

a energia livre de Gibbs sofre uma descontinuidade em sua segunda derivada (ou seja, no calor

espećıfico, na magnetização, etc...). Neste tipo de transição, não há ocorrência de estados meta-

estáveis e tampouco troca de calor. Um exemplo deste tipo de transição é a que ocorre no Hélio

ĺıquido a 2, 186 K. Nesta temperatura, ocorre uma descontinuidade em forma de λ em seu calor

espećıfico. Landau, na década de 1930, descreveu esse fenômeno como uma transição de fase

de segunda ordem, na qual as duas fases, chamadas He I (Hélio ĺıquido normal) e He II (Hélio

ĺıquido superflúıdo) existem acima e abaixo do ponto λ, respectivamente, sem tal transição ser

acompahanda de interface [3–6].

Outros exemplos de transições de segunda ordem são a transição de fase condutor-supercondu-

tor e a transição de fase para-ferromagnética. Nesta última, o ferromagneto a uma temperatura

T > Tc (Tc é a temperatura cŕıtica) não possui magnetização M, pois os spins ficam distribúıdos

aleatoriamente no magneto, em virtude de sua agitação térmica. Porém, a uma temperatura

T < Tc, o sistema adquire magnetização M 6= 0 devido aos momentos magnéticos de spin dos

elétrons possúırem uma orientação em comum, em média, graças às interações entre eles. A

grandeza que descreve a transição e que sofre alteração conforme a temperatura seja maior ou
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menor que a temperatura cŕıtica, é chamada de parâmetro de ordem. Assim, no caso da transição

para-ferromagnética, o parâmetro de ordem é a magnetização M [7].

Na transição para-ferromagnética, do ponto de vista da simetria, em T > Tc, dizemos que

o sistema encontra-se na fase desordenada (simétrica) e o funcional hamiltoniano do sistema

é invariante em torno de qualquer eixo de rotação, devido à distribuição aleatória dos spins.

Contrariamente, em temperaturas inferiores a Tc, dizemos que o sistema está na fase ordenada

(a simetria foi quebrada) e o hamiltoniano do sistema torna-se invariante apenas por rotações

em torno do eixo paralelo à magnetização.

Quanto à descrição matemática das transições de fase, destacam-se o modelo fenomenológico

de Ginzburg–Landau (GL) [6–8] e a Teoria Quântica de Campos (TQC) a Temperatura Finita

[1, 8, 9]. O modelo GL pressupõe a existência de um parâmetro de ordem φ de tal modo

que φ → 0 à medida que a temperatura T tende a Tc. Vale ressaltar que, neste modelo,

a temperatura é introduzida através do coeficiente do termo quadrático do hamiltoniano do

sistema. A importância do modelo GL não se limita à sua aplicação na supercondutividade,

mas também na inspiração para trabalhos relativamente recentes, como no modelo GL com N

componentes dado em [10, 11]. Por outro lado, os métodos da TQC a temperatura finita tem sido

bastante usados na descrição das transições de fase com um aspecto adicional: a compactificação

de coordenadas espaciais. Este novo ingrediente vem sendo largamente empregado na literatura

recente, pois sistemas definidos em espaços-tempo com compactificação são de interesse em f́ısica

da matéria condensada e f́ısica de part́ıculas elementares[12]. O trabalho pioneiro em relação às

compactificações foi o trabalho de Matsubara [13], o qual deu origem ao chamado formalismo

do tempo imaginário [1, 14]. Os trabalhos listados nas referências [15–18] deram ao formalismo

de Matsubara uma interpretação topológica, qual seja: quando introduzimos a temperatura

no sistema, em um espaço euclidiano definido em uma variedade RD, estamos, na verdade,

compactificando uma das dimensões da variedade, o tempo imaginário. Assim, ficamos com

uma teoria escrita em uma variedade de topologia Γ1
D = S1 ×RD−1, onde S1 é um ćırculo de

raio β/2π e β = 1/kBT . Com efeito, uma teoria de campos que é escrita à temperatura zero em

1 + 3 dimensões - uma dimensão temporal e três dimensões espaciais - torna-se, no formalismo

de Matsubara, uma teoria de campos a temperatura finita em três dimensões espaciais.

Podemos estender a idéia da compactificação para coordenadas espaciais em um espaço-

tempo com N dimensões espaciais [19]. Nesta nova perspectiva, as coordenadas espaciais com-

pactificadas ficam limitadas a larguras Li, onde o sub́ındice i refere-se a cada coordenada espacial

que foi compactificada entre planos paralelos. Por exemplo, sistemas com N = 3, confinados

a certas regiões do espaço, assumem a forma de filmes, fios e grãos, com seções transversais

cartesianas, conforme executamos 1, 2 e 3 compactificações espaciais, respectivamente [1]. Os

aspectos formais para a introdução tanto de temperatura quanto de compactificação espacial de

uma maneira unificada foram estabelecidos apenas recentemente1 em [1, 21]. Sob este ponto de

vista unificado, qualquer conjunto de dimensões da variedade RD pode ser compactificado, com

D representando tanto coordenadas temporais quanto espaciais. Escrevemos então a teoria de

campos em uma topologia ΓdD = (S1)d×RD−d com 1 ≤ d ≤ D, sendo d o número de dimensões

compactificadas. Cada dimensão compactificada possui a topologia de um ćırculo. Logo, a

1 Estas idéias foram apresentadas em [20], de modo pouco formal, no contexto da quebra/restauração de simetria
induzida por temperatura e tamanho finito do sistema.
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compactificação de duas dimensões leva à topologia de um torus. Por isso, denominamos de

modo geral, ΓdD como uma topologia toroidal [12]. Essa abordagem unificada vem sendo em-

pregada por nosso grupo em muitos trabalhos recentes que investigaram aspectos das transições

de fase tanto em sistemas bosônicos quanto fermiônicos [22–26]. Porém, os efeitos de tamanho

finito foram considerados por outros autores em diferentes contextos, por exemplo: no plasma

de quark-glúons formado em colisões de ı́ons pesados [27–29]; no estudo da transição de fase

quiral [30–34]; no estudo das propriedades da matéria hadrônica [35–38]; na espectroscopia da

f́ısica de part́ıculas [39] e em sistemas de matéria condensada, especificamente, cadeias de spin

e supercondutores [40, 41].

Em um cenário no qual a matéria interage via força forte, a teoria que descreve a dinâmica

dos graus de liberdade fundamentais (quarks e glúos) é a Cromodinâmica Quântica (QCD).

Efeitos de tamanho finito também foram empregados considerando as propriedades da matéria

fortemente interagente via QCD [42–44] e QCD na rede [33, 45]. Levando em conta a QCD,

os hádrons seriam estados ligados dos graus de liberdade fundamentais da teoria em energias

intermediárias, nas quais a expansão perturbativa torna-se sem validade. Por isso, a utilização de

métodos não-perturbativos como a QCD na rede e modelos efetivos como o modelo de Nambu–

Jona-Lasinio (NJL) [46, 47] e o modelo de Gross-Neveu (GN) [48] são bastante úteis.

No contexto do modelo NJL, existem vários artigos na literatura que investigam os efeitos

de tamanho finito sobre a transição de fase do sistema sob consideração. Estes trabalhos levam

em conta, sabores, laços de Polyakov, quebra de simetria quiral e o posśıvel uso de escala de

tamanho finito em colisões relativ́ısticas de ı́ons pesados [23, 24, 31, 32, 34, 49–54].

O modelo de GN, em especial, vem sendo largamente utilizado ao longo dos anos tanto em

f́ısica da matéria condensada como na f́ısica hadrônica [55–66], inclusive com efeitos de tamanho

finito [67]. Esta aplicabilidade é devida à relativa facilidade do uso do modelo de GN (já que

os graus de liberdade dos glúons são desprezados) em relação à QCD. Tem-se portanto, em

sua versão original, que o modelo GN representa uma teoria com quatro campos fermiônicos

interagentes. Do mesmo modo que no caso bosônico com interação ηφ6, o modelo GN não

é renormalizável para D = 4. Entretanto, a necessidade de se construir modelos efetivos que

reproduzam algumas caracteŕısticas (como a liberdade assintótica) de uma teoria mais completa,

faz com que a renormalizabilidade em D arbitrário não seja uma exigência absoluta [68–71].

A introdução de um campo magnético externo no sistema pode trazer resultados interessantes

na análise das transições de fase, tanto em sistemas bosônicos quanto fermiônicos. Por exemplo,

em colisões de ı́ons ultra-relativ́ısticos, campos magnéticos fortes (B ≈ 1018 G) podem ser criados

perpendicularmente ao plano de colisão. Além disso, um campo mais débil (B ≈ 1015 G), poderia

influenciar a transição de fase na matéria hadrônica densa em uma estrela de nêutrons [72].

Com um campo magnético externo aplicado a sistemas carregados, surgem os chamados

ńıveis de Landau - as part́ıculas carregadas adquirem ńıveis de energia quantizados no plano

perpendicular ao campo. No contexto da teoria eletrofraca, os ńıveis de Landau foram tema de

divergências recentes na literatura. De fato, nas referências [73, 74], os autores usaram o ńıvel

de Landau mais baixo (` = 0) em virtude de considerarem campos magnéticos fortes. Contudo,

os autores de [75] contestaram estes resultados ao mostrarem que os ńıveis de Landau seguintes

apresentavam igual contribuição, no mesmo contexto. Por isso, ao incluirmos todos os ńıveis

de Landau nos propagadores, estaremos nos aproximando de um entendimento mais refinado
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das transições de fase sujeitas a um campo magnético de fundo. Além disso, a inclusão de um

campo externo seguiria uma tendência de trabalhos como [76–78], desenvolvidos pelo grupo.

Considerando as motivações elencadas acima e o fato de que uma investigação das transições

de fase de primeira e segunda ordens sujeitas a um campo magnético externo com efeitos de

tamanho e potencial qúımico finitos constitúırem um tema de pesquisa instigante e relevante,

propomos nesta tese, investigar se, e como, estas transições são alteradas neste cenário. Em

outros termos, investigaremos a dependência da temperatura cŕıtica com a espessura do sistema

(na forma de um filme) sujeito a um campo magnético externo, constante e homogêneo. Em

essência, os assuntos abordados nesta tese foram publicados por nosso grupo de pesquisa nas

Refs. [79–81].

Este trabalho está dividido da seguinte maneira: No caṕıtulo 2, fazemos uma descrição do

formalismo de Matusabara. Usaremos o formalismo de integral de trajetória para estabelecer a

relação entre a descrição f́ısico-estat́ıstica de um sistema e sua descrição sob o ponto de vista da

TQC em um espaço euclidiano. Calcularemos as frequências de Matsubara e mostraremos expli-

citamente que os campos bosônicos (fermiônicos) estão sujeitos a frequências que são múltiplos

pares (́ımpares) de π/β. Ainda no caṕıtulo 2, porém no final dele, discutiremos a generalização

do formalismo de Matsubara para coordenadas espaciais. Por analogia com a coordenada τ ,

usaremos condições periódicas (antiperiódicas) para campos bosônicos (fermiônicos) calculados

em z = 0 e z = L.

No caṕıtulo 3 investigamos como os efeitos devidos à presença de campo magnético, potencial

qúımico e tamanho finitos influenciam uma transição de fase de primeira ordem em um sistema

bosônico. Estabelecemos a energia livre do modelo e usaremos a técnica do potencial efetivo para

calcular correções (em primera ordem nas constantes de acoplamento) a um e dois laços em seu

parâmetro de massa. Finalizamos o caṕıtulo analisando as curvas que relacionam a temperatura

cŕıtica do sistema em função de sua espessura para vários valores de campo magnético externo

e constantes de acoplamento.

O caṕıtulo 4 está dedicado a sistemas fermiônicos; especificamente, usamos um modelo tipo

GN massivo para descrever férmions sujeitos a transições de primeira e segunda ordens em um

campo magnético de fundo, a temperatura, tamanho e potencial qúımico finitos. Analisamos a

estrutura de fases do sistema de férmions levando em conta os parâmetros do modelo. Estima-

mos, baseados em nossos resultados numéricos, a temperatura de desconfinamento de um méson

com e sem campo magnético.

No caṕıtulo 5 conclúımos a tese com alguns comentários adicionais e apresentamos alguns

trabalhos em andamento e em perspectiva.

No apêndice A mostramos as convenções e notação utilizada neste trabalho, além de discutir

a rotação de Wick. Estas convenções são particularmente importantes quando utilizamos campos

fermiônicos no espaço euclidiano.

É conveniente lembrar que, para calcularmos as correções no parâmetro de massa, o qual

carrega a informação da transição de fase, precisamos do propagador de Feynman sujeito ao

campo magnético externo. Por essa razão, no apêndice B, os propagadores bosônico e fermiônico

são obtidos através do Método de Ritus, com todos os ńıveis de Landau no espaço-tempo de

Minkowski e no espaço euclidiano.
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Em transições de fase de primeira ordem, os coeficientes da energia livre do sistema estão

relacionados através de uma equação peculiar. Esta equação é demonstrada no apêndice C.

Na análise feita nesta tese sobre as transições de fase de primeira e segunda ordens, encontra-

mos a função zeta de Epstein–Hurwitz (tanto para bósons quanto para férmions) e usamos sua

continuação anaĺıtica. Por essa razão, no apêndice D, demonstramos a expressão da continuação

anaĺıtica da função zeta de Epstein–Hurwitz bi-dimensional inomogênea usada no texto.
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Caṕıtulo 2

O Formalismo de Matsubara

Neste caṕıtulo vamos apresentar o formalismo de Matsubara. Começaremos o caṕıtulo com-

parando a função de partição da mecânica estat́ıstica com o propagador de Feynman da teoria

quântica, escrito no formalismo de integrais de trajetória. Após estabelecermos esta analogia,

e usarmos a definição de matriz densidade, encontraremos as frequências nas quais os campos

devem oscilar quando a coordenada temporal é compactificada, dando origem a temperatura

no sistema. Finalizando o caṕıtulo, estenderemos o formalismo de Matsubara a uma dimensão

espacial. Usamos o sistema de unidades natural.

2.1 Analogia entre mecânica estat́ıstica e mecânica quântica

Existe uma relação interessante entre mecânica estat́ıstica quântica e mecânica quântica.

Considere, por exemplo, o comportamento estat́ıstico de um sistema quântico em equiĺıbrio com

um reservatório à temperatura β−1. As propriedades termodinâmicas deste sistema podem ser

descritas através da matriz densidade ρ(β),

ρ(β) = exp(−βH), (2.1)

onde H = H − µN . Na Eq. (2.1), H é o hamiltoniano do sistema, µ o potencial qúımico e N o

operador número de part́ıculas para o ensemble grande canônico. Se estivermos descrevendo um

ensemble canônico, então H = H. Seja qual for o ensemble utilizado1, a média termodinâmica

de qualquer quantidade observável A é dada por

〈A〉β =

(
1

Z(β)

)
Tr(ρA), (2.2)

onde Z(β) é a função de partição do sistema, e é escrita como

Z(β) = Tr(ρ) = Tr(exp(−βH)). (2.3)

O traço na expressão acima não especifica a base que está sendo usada para calcular a função

de partição. Podemos, então, usar uma base cont́ınua unidimensional, tal que

Z(β) =

∫
dq 〈q| exp(−βH)|q〉 . (2.4)

1 Para simplificar, consideraremos nas demonstrações das próximas seções, um ensemble canônico. Na seção
2.4, generalizaremos os resultados obtidos para um ensemble grande canônico.
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Por outro lado, podemos considerar uma part́ıcula transitando entre dois estados de coorde-

nadas, ditos inicial, e final. Assim, a amplitude de transição entre os estados de coordenada qi

e qf , no formalismo de Heisenberg, é dada por

〈tf , qf |ti, qi〉 = 〈qf | exp(−i(tf − ti)H)|qi〉 ≡ K(tf , qf ; ti, qi), (2.5)

onde a quantidade K(tf , xf ; ti, xi) é chamada de propagador.

O propagador K pode ser calculado de várias formas [82]. No formalismo da integrais de

trajetória, ele é dado por

K(tf , qf ; ti, qi) ≡ N
∫
Dq exp (iS(q)) , (2.6)

sendo S(q) o funcional ação do sistema e N uma constante de normalização. Daqui em diante,

todas as constantes multiplicativas irrelevantes para as discussões serão representadas apenas

por N . O śımbolo Dq indica que devemos somar sobre todas as trajetórias que conectam os

pontos q(ti) ≡ qi e q(tf ) ≡ qf .

Voltando à Eq. (2.5), se identificarmos

tf − ti ≡ −iβ ; qf = qi ≡ q, (2.7)

então o propagador dado na Eq. (2.5) se assemelhará ao integrando da função de partição do

sistema à temperatura β−1, dada pela Eq. (2.4). Com efeito, podemos escrever2

Z(β) = Tr(exp(−βH)) =

∫
dq K(tf − ti = −iβ, q, q). (2.8)

A expressão (2.8) é uma forma alternativa de calcular a função de partição de um sistema

e, consequentemente, suas propriedades termodinâmicas. Para exemplificar, vamos calcular a

função de partição de um oscilador harmônico unidimensional de massa mosc, frequência ωosc e

funcional lagrangiano

L =
1

2
moscẋ

2 − 1

2
moscω

2
oscx

2.

O propagador deste sistema é dado por [83, 84]

K(tf − ti, xi, xf ) =

√
moscωosc

2πi sin(ωosc(tf − ti))
(2.9)

× exp

{
imoscωosc

2 sin(ωosc(tf − ti))
[(x2i + x2f ) cos(ωosc(tf − ti))− 2xixf ]

}
.

Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.8), e levando em conta a Eq. (2.7), encontramos, após execu-

tarmos uma integração Gaussiana,

Z(β) =
1

2 sinh (βωosc/2)
,

o que leva à energia interna do oscilador à temperatura β−1,

〈H〉β = U = − ∂

∂β
lnZ =

ωosc
2

+
ωosc

exp(βωosc)− 1
.

2 Estamos usando o fato de o propagador ser invariante por translações temporais, já que, por hipótese, H não
depende do tempo.



2.2. TQC a temperatura finita 25

No limite de baixas temperaturas, β → ∞, temos: 〈H〉β ≈ ωosc/2 e para altas temperaturas,

β → 0, encontramos o resultado clássico: 〈H〉β ≈ T .

As ideias desenvolvidas nesta seção podem ser estendidas a um conjunto com N part́ıculas.

Neste caso, as coordenadas de cada part́ıcula seriam indexadas. Este ı́ndice varreria todas as

part́ıculas do sistema, a saber: qa(t), onde a = 1, 2, ..., N .

2.2 TQC a temperatura finita

No limite em que o número de part́ıculas de um sistema vai para infinito, e a distância

relativa entre elas vai a zero, teremos um sistema cont́ınuo, com infinitos graus de liberdade,

isto é, um campo. Neste limite, a variável dinâmica (um campo bosônico ou fermiônico) passa a

ser Φ = Φ(t, ~x). A propagação de distúrbios do campo é interpretada, no formalismo de integrais

de trajetória, como a propagação das part́ıculas associadas ao campo.

Uma quantidade imprescind́ıvel em TQC é o funcional gerador das funções de correlação,

Z(J). Especificamente, para um campo de spin zero, com lagrangiano L, temos [85, 86]

Z(J) = N
∫
Dφ exp

[
i

∫
d4x (L(φ) + Jφ)

]
, (2.10)

onde ∫
d4x L(φ) =

∫ tf

ti

dt

∫
d3x

(
1

2
∂µφ ∂

µφ− m2
0

2
φ2 − V (φ)

)
. (2.11)

A fonte externa depende de xµ, i.e., J = J(x). Para assegurar a convergência da integral de

trajetória, é comum a escrevermos no espaço euclidiano, fazendo t → −iτ . Este procedimento,

conhecido como rotação de Wick, é apresentado no apêndice A. Logo, a ação fica escrita como∫
d4xL (φ) = i

∫ τf

τi

dτ

∫
d3x LE(φ), (2.12)

com

LE(φ) =
1

2
∂µEφ ∂µEφ+

m2
0

2
φ2 + V (φ). (2.13)

O parâmetro τ é conhecido como tempo imaginário. Usando a Eq. (2.7), a rotação de Wick e o

valor fixado ti ≡ 0, temos que o parâmetro τ assumirá, nos extremos, os valores

τi = 0 ; τf = β.

Com efeito,

Z(J) = N
∫
Dφ exp

[
−
∫ β

0
dτd3x (LE(φ)− Jφ)

]
. (2.14)

Observe que a Eq. (2.14) descreve uma TQC em 3 dimensões espaciais, no tempo imaginário,

τ . Caso fôssemos estudar as propriedades termodinâmicas deste sistema, deveŕıamos analisar

as propriedades estáticas de uma TQC a temperatura finita, i.e., obter sua inerente função

de partição. Neste caso, considerando a correspondência dada pela Eq. (2.7), escrevemos a

representação da função de partição, no formalismo de integrais de trajetória, como [87]

Z(β) = Tr [exp(−βH)] = N
∫
φ(0)=φ(β)

Dφ exp

[
−
∫ β

0
dτ

∫
d3x LE(φ)

]
, (2.15)
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onde a dependência espacial dos campos foi omitida, para simplificar a notação.

Na Fig. 2.1, visualizamos alguns posśıveis caminhos que são computados na integral de

trajetória euclidiana dada pela Eq. (2.15).

 

Figura 2.1 – Integral de trajetória Euclidiana sobre os campos bosônicos.

A descrição de um sistema quântico estat́ıstico em equiĺıbrio térmico com um reservatório,

através de uma integral de trajetória euclidiana, é conhecida como formalismo de Matsubara.

Até aqui, executamos os seguintes passos:

TQC minkowskiana em 1 + 3 dimensões → TQC euclidiana em 4 dimensões →
Sistema quântico à temperatura β−1 em 3 dimensões espaciais.

Neste caso, a topologia do espaço-tempo torna-se S1×R3. Isto é, a topologia “deixa”de ser

plana e podemos representá-la pictoricamente como na Fig. 2.2.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.2 – Topologia do espaço-tempo em uma TQC com temperatura. O raio do ciĺındro é
igual a β/2π.
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2.3 Frequências de Matsubara

Por conveniência, vamos investigar as propriedades da função de Green térmica para bósons

e férmions. Vamos definir o operador de ordenamento temporal imaginário [88]

Tτ
(
A(τ, ~x)A†(τ ′, ~y)

)
= θ(τ − τ ′)A(τ, ~x)A†(τ ′, ~y) ± θ(τ ′ − τ)A†(τ ′, ~y)A(τ, ~x), (2.16)

onde o sinal “+”(“−”) será usado caso o operador A represente um campo bosônico (fermiônico).

A função de Green bosônica será〈
Tτ
(
A(τ, ~x)A†(0, ~y)

)〉
β

= Z−1 Tr
(
e−βHTτ

(
A(τ, ~x)A†(0, ~y)

))
,

= Z−1 Tr
(
e−βH

(
A(τ, ~x)A†(0, ~y)

))
. (2.17)

Usando a propriedade de ciclicidade do traço e a desigualdade 0 < τ < β, temos3〈
Tτ
(
A(τ, ~x)A†(0, ~y)

)〉
β

= Z−1 Tr
(
A†(0, ~y)e−βHA(τ, ~x)

)
,

= Z−1 Tr
(
e−βHe+βHA†(0, ~y)e−βHA(τ, ~x)

)
,

= Z−1 Tr
(
e−βHA†(β, ~y)A(τ, ~x)

)
,

= Z−1 Tr
(
e−βHTτ

(
A(τ, ~x)A†(β, ~y)

))
,

= +
〈
Tτ
(
A(τ, ~x)A†(β, ~y)

)〉
β
. (2.18)

A Eq. (2.18) representa as chamadas condições Kubo-Martin-Schwinger (KMS) para bósons,

escritas no espaço euclidiano.

Portanto, o campo bosônico possui peŕıodo β:

A†(0, ~y) = A†(β, ~y) ⇒ φ(0, ~y) = φ(β, ~y).

A função de Green para campos bosônicos a temperatura finita é periódica no tempo imaginário.

Por outro lado, se considerarmos que o campo A(τ, ~x) representa um campo fermiônico, e

tendo em vista o operador de ordenamento temporal imaginário definido acima, é fácil mostrar

que o campo fermiônico é anti-periódico:

A†(0, ~y) = −A†(β, ~y) ⇒ ψ(0, ~y) = −ψ(β, ~y).

Com efeito, a função de Green a temperatura finita, será periódica (antiperiódica) conforme

a natureza bosônica (fermiônica) do campo, isto é:〈
Tτ
(
A(τ)A†(τ ′)

)〉
β
≡ Gβ(τ, τ ′) = ±Gβ(τ + β, τ ′). (2.19)

Vamos prosseguir com o cálculo das frequências a que os campos estão sujeitos no formalismo

de Matsubara. A série de Fourier de um campo bosônico ou fermiônico, Φ(τ, ~x), com peŕıodo β

é dada por

Φ(τ, ~x) =

+∞∑
n=−∞

cn(~x) exp (−iωnτ) , (2.20)

3 A partir do formalismo de Heisenberg e da rotação de Wick, obtemos A(t) = eiHtA(0)e−iHt → A(β) =
eβHA(0)e−βH.
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com τ ∈ [0, β] e n ∈ Z. Tendo em vista a natureza do campo, podemos escrever

Φ(τ, ~x) = ± Φ(τ + β, ~x). (2.21)

Usando a definição dada na Eq. (2.20), é fácil mostrar que

± exp(−iωnβ) = 1. (2.22)

Assim, devemos usar as seguintes prescrições

frequencias relativas a campos bosônicos: ωn = (2n)π/β ;

frequencias relativas a campos fermiônicos: ωn = (2n+ 1)π/β,

tal que em ambos os casos, n ∈ Z.
Levando em conta os posśıveis valores que as frequencias ωn assumem, temos a relação de

ortogonalidade: ∫ β

0
dτ exp (+iωmτ) exp (−iωnτ) = β δn,m. (2.23)

É fácil mostrar que os coeficientes cm são dados por

cm(~x) =
1

β

∫ β

0
dτ Φ(τ, ~x) exp (+iωmτ) . (2.24)

Considerando as Eqs. (2.20) e (2.24), podemos escrever o campo Φ(τ, ~x) como

Φ(τ, ~x) =
1

β

+∞∑
n=−∞

exp (−iωnτ) Φ̃(~x). (2.25)

De um ponto de vista prático, considerando as relações demonstradas nos apêndices A e B desta

tese e o formalismo de Matsubara, podemos sintetizar estas ideias da seguinte forma

Transformada de Fourier do propagador do campo bosônico:∫
dk0

(2π)

d3k

(2π)3
lim
ε→0

i

k2 −m2
0 + iε

→
∫

dkτ
(2π)

d3k

(2π)3
1

k2
E

+m2
0

→ 1

β

+∞∑
n=−∞

∫
d3k

(2π)3
1

k2
E

+m2
0

,

onde realizamos a rotação de Wick no espaço dos momenta, isto é, k0 → ikτ . Além disso,

k2
E

= ω2
n + k2x + k2y + k2z e ωn = (2n)π/β.

Transformada de Fourier do propagador do campo fermiônico:∫
dk0

(2π)

d3k

(2π)3
lim
ε→0

i(/k +m0)

k2 −m2
0 + iε

→
∫

dkτ
(2π)

d3k

(2π)3
(/k

E
−m0)

k2
E

+m2
0

→ 1

β

+∞∑
n=−∞

∫
d3k

(2π)3
(/k

E
−m0)

k2
E

+m2
0

,

onde /k = γµkµ, k2
E

= ω2
n+k2x+k2y +k2z , ωn = (2n+ 1)π/β e, na passagem intermediária, usamos

/k = −/k
E

, conforme é discutido no apêndice A.
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2.4 O formalismo de Matsubara generalizado

A aplicação do formalismo de Matsubara para coordenadas espaciais segue o procedimento

desenvolvido na seção anterior e pode ser encontrado em [1, 12, 19, 21]. Suponhamos que temos

um modelo definido em um espaço euclidiano quadri-dimensional. Como sabemos, podemos

compactificar uma dessas dimensões - a coordenada τ do quadri-vetor xµ
E

= (τ, x, y, z) - e in-

troduzir a temperatura β−1 no sistema. Além disso, podemos introduzir um potencial qúımico

µ no modelo. Neste caso, teremos simplesmente que adicionar o termo −iµ na componente

temporal do momentum [88]. Adicionalmente, podemos compactificar uma direção espacial

(por exemplo, a direção z), teŕıamos, portanto, um modelo limitado espacialmente e definido

no intervalo 0 < z ≤ L. Como vimos na última seção, as condições KMS revelam condições

de contorno periódicas (anti-periódicas) para o campo bosônico (fermiônico), o que engendra

valores bem definidos para a componente temporal da transformada de Fourier do propagador

do referido campo. Contudo, em prinćıpio, não há restrição sobre suas componentes espaci-

ais. Assim, por analogia com as condições KMS, nesta tese vamos usar condições de contorno

periódicas (anti-periódicas) para a componente z da transformada de Fourier do propagador do

campo bosônico (fermiônico). Em essência, temos as modificações

Campos Bosônicos∫
dkτ
(2π)

∫
dkz
(2π)

d2k

(2π)2
1

k2
E

+m2
0

→ 1

βL

+∞∑
nτ=−∞

+∞∑
nz=−∞

∫
d2k

(2π)2
1

k2
E

+m2
0

, (2.26)

onde k2
E

= ω2
nτ + ω2

nz + k2x + k2y e

ωnτ =

(
2nτ −

iµβ

π

)
π

β
; ωnz = (2nz)

π

L
. (2.27)

Campos Fermiônicos∫
dkτ
(2π)

∫
dkz
(2π)

d2k

(2π)2
(/k

E
−m0)

k2
E

+m2
0

→ 1

βL

+∞∑
nτ=−∞

+∞∑
nz=−∞

∫
d2k

(2π)2
(/k

E
−m0)

k2
E

+m2
0

, (2.28)

onde k2
E

= ω2
nτ + ω2

nz + k2x + k2y e neste caso,

ωnτ =

(
2nτ + 1− iµβ

π

)
π

β
; ωnz = (2nz + 1)

π

L
. (2.29)

com nτ , nz ∈ Z. Este é o formalismo de Matsubara generalizado. Nos próximos caṕıtulos,

aplicaremos esse formalismo ao estudo de transições de fase de primeira e segunda ordens,

ambas sujeitas a um campo magnético de fundo.
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Caṕıtulo 3

Transições de fase em sistemas

bosônicos

Os resultados apresentados neste caṕıtulos foram publicados por nosso grupo na Ref. [79].

Inspirados no modelo GL, usaremos o potencial V (φ) = −λ0φ4 + η0φ
6, com λ0 > 0,η0 > 0

para descrever um sistema no qual ocorre uma transição de fase de primeira ordem. Na seção

3.1 faremos a definição do modelo bosônico que vamos usar e o investigaremos, à temperatura

zero, na presença de um campo magnético. Na seção 3.2 aplicaremos o formalismo de Matsubara

generalizado ao sistema bosônico para descrever uma transição de fase de primeira ordem sujeita

a um campo magnético, potencial qúımico e tamanho finitos. Mostraremos a relação que os

parâmetros do modelo devem obedecer na criticalidade e calcularemos as correções a um e dois

laços no potencial efetivo da teoria. Compactificaremos duas das D dimensões do sistema,

a saber: o tempo imaginário e uma dimensão espacial. Analisaremos a estrutura de fases

do sistema mediante a solução numérica da equação que envolve a espessura do sistema em

função de sua temperatura na seção 3.3. Concluiremos o caṕıtulo observando que deve existir

uma espessura mı́nima do sistema, independentemente do potencial qúımico, abaixo da qual a

transição de fase deixa de existir.

3.1 Efeitos de campo magnético externo em nosso modelo à temperatura

zero

No modelo GL, a temperatura é introduzida através do parâmetro de massa m2
0 presente no

hamiltoniano do sistema e o modelo é válido para temperaturas próximas à temperatura cŕıtica.

Trabalhos recentes envolvendo o modelo GL em um campo magnético externo, no contexto

da supercondutividade, são listados nas referências [10, 89]. Entretanto, na presente tese,

usaremos a Teoria Quântica de Campos a Temperatura Finita. Especificamente, introduziremos

a temperatura β−1 e a limitação espacial L (a espessura do filme aquecido) no sistema, através

do formalismo de Matsubara generalizado. Portanto, partiremos de uma teoria euclidiana em

D dimensões e compactificaremos d delas. Nesta perspectiva, o parâmetro de massam2
0 se resume

a um parâmetro fixo do modelo e as temperaturas abrangidas não se limitam à região cŕıtica,
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mas ao intervalo 0 ≤ T < ∞. Nosso modelo é definido por um campo escalar complexo em

um espaço euclidiano D-dimensional com coordenadas cartesianas dadas por r = (τ, x, y, z, ~w )

sendo ~w um vetor (D − 4)-dimensional. O hamiltoniano possui a forma [79, 90]

H =

∫
dDr

(
|Dµφ(r)|2 +m2

0 |φ(r)|2 − λ0
4
|φ(r)|4 +

η0
6
|φ(r)|6

)
, (3.1)

onde m2
0 é um parâmetro de massa, λ0 > 0 e η0 > 0 são as constantes de autoacoplamento

f́ısicas quártica e sêxtica, respectivamente, à temperatura zero e na ausência da compactificação

espacial. A derivada Dµ será dada por

Dµ = ∂µ − ie0Aext
µ , (3.2)

sendo e0 a carga do campo escalar complexo. Utilisaremos o calibre Aext
µ = (0, 0, Bx, 0, ..., 0), o

qual produz um campo magnético externo de magnitude B, constante e homogêneo na direção

z.

Para calcularmos os efeitos de temperatura e limitação espacial, através do potencial efetivo,

precisamos antes de tudo, conhecer o propagador de Feynman do sistema sujeito ao campo

externo. Como sabemos, existem várias técnicas para o cálculo do propagador, e a seguir o

encontraremos via expansão em autofunções do operador de Sturm-Liouville associado ao termo

cinético do hamiltoniano. Contudo, o mesmo propagador será calculado através do Método de

Ritus no apêndice B, a fim de dar subśıdio ao cálculo do propagador fermiônico em um campo

magnético externo.

A parte quadrática em φ do hamiltoniano dado pela Eq. (3.1) fica, após integrarmos por

partes, desconsiderarmos termos de superf́ıcie e usar o calibre declarado acima

H = −
∫
dDr φ∗(r)Dφ(r), (3.3)

onde o operador D é dado por

D = ∇2 − 2iω0x∂y − ω2
0
x2 −m0

2, (3.4)

sendo ∇2 o laplaciano em D dimensões e ω0 ≡ e0B a frequência de ćıclotron. As autofunções

normalizadas e os autovalores associados ao operador D são encontrados após separarmos as

variáveis na equação diferencial. Eles são dados, respectivamente, por

χa(r) =
1√
2``!

(ω0

π

) 1
4

exp
[
−i
(
kττ − ω0kyy − kzz − ~q · ~w

)]
(3.5)

× exp

[
−ω0

2

(
x− ky

)2]
H`

[√
ω0 (x− ky)

]
,

E` = k2τ + k2z + (2`+ 1)ω0 + ~q 2 +m2
0, (3.6)

onde a ≡ ( `, kτ , ω0ky, kz, ~q ), o sub́ındice ` denota os ńıveis de Landau (` = 0, 1, 2, · · · ), ~q
representa um vetor (D−4)-dimensional no espaço dos momenta eH` corresponde aos polinômios

de Hermite. Note que ky tem dimensão diferente das dimensões de kτ , kz ou ~q.
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O propagador, em termos das autofunções apresentadas na Eq. (3.5) e dos autovalores dados

na Eq. (3.6), se escreve [79, 90]

G(r, r′, B) =

∫
dD−4q

(2π)D−4

∫
dkτ
(2π)

dkz
(2π)

∫
ω0dky
(2π)

+∞∑
`=0

χa(r)χ∗a(r
′)

E`
. (3.7)

Calcularemos dois tipos de contribuições para o potencial efetivo, quais sejam: os diagramas

denominados girino e cadarço. Com efeito, precisaremos expressar o propagador G(r, r′) no

espaço dos momenta e no limite r→ r′. Levando em conta a condição de ortonormalidade dos

polinômios de Hermite∫ +∞

−∞
duHn(u)Hm(u) exp(−u2) = 2n n!

√
π, δnm,

podemos mostrar que, neste limite,

G(B) =

∫
dD−4q

(2π)D−4

∫
dkτ
(2π)

dkz
(2π)

ω0

(2π)

+∞∑
`=0

G(kτ , kz, ~q, B), (3.8)

com

G(kτ , kz, ~q, B) =
1

k2τ + k2z + ~q 2 +m2
` (ω0)

, (3.9)

onde, para simplificar a notação, definimos

m2
` (ω0) ≡ (2`+ 1)ω0 +m2

0. (3.10)

A partir das Eqs. (3.7) e (3.5) vemos que o propagador G(r, r′, B) não é invariante por translações

no plano xy. Com efeito, a introdução do campo magnético reduz para D − 2 o número de

dimensões invariantes por translações, embora o sistema continue definido em D dimensões

euclidianas.

Dessa forma, o campo magnético quebra a simetria por translação em duas das D dimensões

do espaço euclidiano. Entretanto, essa quebra de invariância translacional no plano xy não re-

presentará uma restrição à aplicação do formalismo da compactificação de coordenadas. De fato,

as teorias de campo definidas em uma topologia toroidal necessariamente assumem coordenadas

com simetria de invariância translacional [12, 21]; contudo, em nosso sistema, ainda restam D−2

coordenadas com tal simetria inafetada pelo campo magnético externo. Portanto, ao introduzir-

mos a temperatura no sistema (compactificando a coordenada τ) e o tamanho finito (compacti-

ficando a coordenada z) estamos fixando a dimensão mı́nima de nosso sistema, a saber D ≥ 4.

Para D = 4, após as duas compactificações, teremos a correspondência: (τ, x, y, z)→ (β, x, y, L).

Como dito anteriormente, essa configuração representa um sistema à temperatura β−1 e com

largura L, isto é, um sistema confinado espacialmente entre dois planos paralelos com distância

entre eles igual a L. Tal sistema possui três dimensões espaciais e está sob um campo magnético

externo na direção z - um filme aquecido com espessura L sujeito a um campo magnético. Sob

a perspectiva da TQC a temperatura finita, podemos interpretar este sistema como um gás de

quanta do campo escalar complexo à temperatura β−1, restrito ao tamanho finito L.
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3.2 Potencial efetivo corrigido

Determinaremos correções de temperatura, potencial qúımico, tamanho finito e campo magnético

no parâmetro de massa do hamiltoniano (3.1), via potencial efetivo. O parâmetro corrigido será

dado por

m2(β, µ, L, ω0) = m2
0 + Σ(β, µ, L, ω0), (3.11)

onde a quantidade Σ(β, µ, L, ω0) carrega as referidas correções. As constantes de acoplamento,

em prinćıpio, poderiam ser corrigidas de forma análoga: λ(β, µ, L, ω0) = λ0 + Π(β, µ, L, ω0) e

η(β, µ, L, ω0) = η0 + Ξ(β, µ, L, ω0). Contudo, nesta tese, não consideraremos efeitos de correção

nas constantes de acoplamento.

A densidade de energia livre tipo Ginzburg–Landau, é definida da maneira usual [1, 7, 9]

F(φc) = A |φc|2 + B |φc|4 + C |φc|6 , (3.12)

onde o campo clássico φc = 〈0|φ|0〉 representa o parâmetro de ordem da transição e as quanti-

dades A,B e C se ajustam de tal modo que, na criticalidade,

F(φc) = 0 ;
δF(φc)

δφc
= 0, (3.13)

o que resulta em uma relação que envolve os coeficientes presentes na energia livre, a saber1

A = B2/4C. (3.14)

Podemos comparar o hamiltoniano dado na Eq. (3.1) com a energia livre definida na Eq. (3.12).

Neste caso, na criticalidade, teremos: A = m2(βc, µ, L, ω), B = −λ0/4, C = η0/6 e a condição

dada na Eq. (3.14), se tornará

m2(βc, µ, L, ω0) =
3λ20
32η0

. (3.15)

Conforme já estabelecemos, nosso sistema é definido em D dimensões euclidianas, tal que

as coordenadas e seus momenta conjugados são dados pela correspondência (τ, x, y, z, ~w) →
(kτ , kx, ky, kz, ~q), sendo ~w e ~q vetores (D − 4) dimensionais. No entanto, com a inserção do

campo magnético, os momenta kx e ky desaparecem em virtude da não-invariância por translação

espacial no plano xy, conforme demonstram as Eqs. (3.7) e (3.5). Podemos dizer que o efeito

resultante da introdução do campo magnético externo foi a redução dimensional das coordenadas

que são invariantes por translação espacial.

O método a ser seguido é o desenvolvido em [91, 92] para obter o potencial efetivo do modelo.

Este método consiste em uma expansão no número de laços nos diagramas de Feynman. Com

efeito, na aproximação a um laço teremos uma série com infinitos termos de diagramas com todos

os números de inserções dos vértices φ4, isto é com duas pernas externas em cada vértice, somado

a isso, teremos uma série com infinitos termos de diagramas a um laço com todos os números de

inserções do vértice φ6, ou seja com quatro pernas externas em cada vértice. Também devemos

adicionar nessa expansão, os diagramas de um laço com todas os tipos de inserções mistas de

1 A demonstarção da Eq. (3.14) encontra-se no apêndice C desta tese.
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duas e quatro pernas externas. Devemos fazer o mesmo para diagramas a dois laços e assim por

diante. Levar em conta todos esses diagramas torna-se impraticável. Por isso, vamos restringir

os cálculos do potencial efetivo aos termos de ordem mais baixa na expansão em laços. Se nossa

aproximação for restrita a termos de primeira ordem nas constantes de acoplamento, apenas

dois diagramas precisam ser calculados, os já citados: diagrama girino (um laço) e diagrama

cadarço (dois laços), veja a Fig. 3.1. Em nossa aproximação, o potencial efetivo será dado por

 

Figura 3.1 – Contribuições para o potencial efetivo. Em (a) diagrama girino, e em (b) diagrama
cadarço.

V (φ) = V0(φ) + V1(φ) + V2(φ), (3.16)

onde V0(φ) = (m2
0/2)φ2 e os sub́ındices 1 e 2 referem-se às contribuições a um e dois laços,

respectivamente. A massa f́ısica é definida em termos da segunda derivada do potencial efetivo

em relação ao campo clássico, tomado a zero:

d2V (φc)

dφ2c

∣∣∣∣
φc=0

= m2. (3.17)

Após fazermos as correções de temperatura, potencial qúımico, tamanho e campo magnético

finitos, a massa f́ısica calculada através da Eq. (3.17) deverá ser substitúıda pela massa f́ısica

corrigida, m2(β, L, µ, ω0).

3.2.1 Cálculo do diagrama girino

A expressão para o potencial efetivo a um laço em um espaço euclidiano D-dimensional, livre

é dada por [1, 12, 91, 92],

V1(φc) =

+∞∑
v=1

(−1)v

2v

(
λ0φ

2
c

2

)v ∫
dDk

(2π)D
1

(k2 +m2
0)
v
, (3.18)

onde v representa o número de inserções de vértices no diagrama, sendo que para o diagrama

girino, temos v = 1. No entanto, para efeito de generalidade, manteremos o somatório em v e

apenas no final dos cálculos o tomaremos igual à unidade. Para calcularmos a contribuição V1(φc)

na presença do campo magnético B, vamos substituir o propagador livre dado na Eq. (3.18),



36 Caṕıtulo 3. Transições de fase em sistemas bosônicos

pelo propagador sujeito ao campo magnético externo calculado na seção 3.1, isto é,

V1(φc) =

+∞∑
v=1

(−1)v

2v

(
λ0φ

2
c

2

)v
(3.19)

×

{
ω0

(2π)

+∞∑
`=0

∫
dD−4q

(2π)D−4

∫
dkτ
(2π)

dkz
(2π)

1[
k2τ + k2z + ~q 2 +m2

` (ω0)
]v
}
,

onde usamos as Eqs. (3.8) e (3.9). Vamos substituir na Eq. (3.19) a prescrição de Matsubara

generalizada dada na Eq. (2.26) a fim de introduzir a temperatura e a limitação espacial no

sistema. Fazendo isso, ficamos com

V1(φc) =
+∞∑
v=1

(−1)v

2v

(
λ0φ

2
c

2

)v{
ω0

(2π)

+∞∑
`=0

1

βL

+∞∑
nτ ,nz=−∞

(3.20)

×
∫

dD−4q

(2π)D−4
1[

(2πβ )2(nτ − iµβ
2π )2 + (2πL )2n2z + ~q 2 +m2

` (ω0)
]v
 .

Antes de prosseguirmos com os cálculos, é conveniente introduzirmos as quantidades adimensi-

onais

aτ ≡ 1/(m0β)2 ≡ t2 ; bτ ≡ iµβ/2π = iγ/2πt ; γ ≡ µ/m0 ; (3.21)

az ≡ 1/(m0L)2 ≡ ξ2 ; bz ≡ 0 ; c2` ≡
m2
` (ω0)

4π2m2
0

=
δ0(2`+ 1) + 1

4π2
; δ0 ≡

ω0

m2
0

.

As quantidade t, ξ, γ e δ0 são chamadas de temperatura reduzida, inverso de comprimento re-

duzido, potencial qúımico reduzido e campo magnético reduzido, respectivamente. Substituindo

as relações dadas em (3.21) na Eq. (3.20), obtemos

V1(φc) =

+∞∑
v=1

(−1)v

2v

(
λ0φ

2
c

2

)v{
ω0

(2π)

+∞∑
`=0

m2−2v
0

√
aτaz

(4π2)v

+∞∑
nτ ,nz=−∞

(3.22)

×
∫

dD−4q

(2π)D−4
1[

aτ (nτ − bτ )2 + az(nz − bz)2 + ( ~q
2πm0

)2 + c2`

]v
 .

Fazendo a mudança de variáveis q′j = qj/(2πm0) e levando em conta a integral de regularização

dimensional, ∫
ddh

(h2 + ∆)n
= πd/2

Γ(n− d
2)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2

, (3.23)

podemos escrever a Eq. (3.22) como

V1(φc) =

+∞∑
v=1

(−1)v

2v

(
λ0φ

2
c

2

)v [
ω0

(2π)

+∞∑
`=0

mD−2−2v
0

√
aτaz

(4π2)v

+∞∑
nτ ,nz=−∞

(3.24)

× π(D−4)/2

Γ(v)
Γ

(
v − D − 4

2

)(
1

∆

)v−D−4
2

]
,

onde

∆ = aτ (nτ − bτ )2 + az(nz − bz)2 + c2` .
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Para simplificar, definimos

f(ν,D) ≡ ω0

(2π)

mD−2−2v
0

√
aτaz

(4π2)v
π(D−4)/2

Γ(v)
Γ (ν) , (3.25)

com

ν ≡ v − D − 4

2
.

Assim,

V1(φc) =
+∞∑
v=1

(−1)v

2v

(
λ0φ

2
c

2

)v [+∞∑
`=0

f(ν,D)Z
c2`
2 (ν, aτ , az, bτ , bz)

]
, (3.26)

onde identificamos a função zeta de Epstein–Hurwitz inomogênea, definida como

Z
c2`
2 (ν, aτ , az, bτ , bz) =

+∞∑
nτ ,nz=−∞

[
aτ (nτ − bτ )2 + az(nz − bz)2 + c2`

]−ν
. (3.27)

As funções zeta tem sua continuação anaĺıtica definida em todo plano complexo ν e a forma

geral (para j = 1, 2) igual a2

Z
c2`
2 (ν, {aj}, {bj}) =

π|c
`
|2−2ν Γ(ν − 1)

Γ(ν)
√
a1a2

+
4πν |c

`
|1−ν

Γ(ν)
√
a1a2

(3.28)

×

 2∑
j=1

+∞∑
nj=1

cos(2πnjbj)

(
nj√
aj

)ν−1
Kν−1

(
2πc

`
nj√
aj

)

+ 2
+∞∑

n1,n2=1

cos(2πn1b1) cos(2πn2b2)

√n21
a1

+
n22
a2

ν−1

× Kν−1

2πc
`

√
n21
a1

+
n22
a2

 ,
ondeKν−1(z) são as funções de Bessel modificadas do segundo tipo. Podemos aplicar a Eq. (3.28)

na Eq. (3.26) com a identificação 1→ τ e 2→ z. Levando isso em conta, e que ν = v−(D−4)/2,

percebemos que o termo proporcional a Γ(ν − 1) na Eq. (3.28) é singular para D ≥ 4 par. Por

isso, o suprimiremos. Este procedimento de regularização é bastante conhecido e empregado no

contexto do efeito Casimir [93].

Tomando v = 1, usando as relações dadas na Eq. (3.25) e levando em conta a parte finita da

Eq. (3.28), podemos escrever a contribuição a um laço para o potencial efetivo dada na Eq. (3.26)

como,

V1(φc, t, ξ, γ, δ0) = −1

2

(
λ0φ

2
c

2

)[
δ0 m

D−2
0

π(2π)(D−2)/2
K(t, ξ, γ, δ0)

]
, (3.29)

2 Para detalhes na demonstração da Eq. (3.28), veja o apêndice D desta tese.
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onde

K(t, ξ, γ, δ0) =
+∞∑
`=0

[
+∞∑
nτ=1

cosh
(γnτ

t

)( t

nτ

√
δ0(2`+ 1) + 1

)D−4
2

KD−4
2

(nτ
t

√
δ0(2`+ 1) + 1

)

+
+∞∑
nz=1

(
ξ

nz

√
δ0(2`+ 1) + 1

)D−4
2

KD−4
2

(
nz
ξ

√
δ0(2`+ 1) + 1

)

+ 2
+∞∑

nτ ,nz=1

cosh
(γnτ

t

)√δ0(2`+ 1) + 1√
n2
τ
t2

+ n2
z
ξ2

D−4
2

× KD−4
2

(√
n2τ
t2

+
n2z
ξ2

√
δ0(2`+ 1) + 1

)]
. (3.30)

Na Eq. (3.30) usamos a propriedade de simetria da função de Bessel modificada, Kα(z) =

K−α(z), além das quantidades adimensionais definidas nas relações (3.21).

Para traçar gráficos, definimos as constantes de acoplamento adimensionais,

λ =
λ0

m4−D
0

; η =
η0

m6−2D
0

. (3.31)

Em termos da constante λ, escrevemos o potencial efetivo com correções de temperatura, tama-

nho finito, potencial qúımico e campo magnético dado na Eq. (3.29) como

V1(φc, t, ξ, γ, δ0) = −
m2

0 φ
2
c λ δ0

4π(2π)(D−2)/2
K(t, ξ, γ, δ0). (3.32)

A Eq. (3.30) impõe uma restrição ao potencial qúımico reduzido γ à medida que n torna-se

grande. De fato, para D = 4 e grandes valores do argumento da função de Bessel, podemos usar

a fórmula assintótica K0(z) ≈
√

(π/2z) exp(−z), tal que o termo

cosh(nγ/t) K0

(n
t

√
δ0(2`+ 1) + 1

)
≈ 1

2

√
πt

2n
√
δ0(2`+ 1) + 1

(3.33)

×
[
exp

(
−n
t

(√
δ0(2`+ 1) + 1− γ

))
+ exp

(
−n
t

(√
δ0(2`+ 1) + 1 + γ

))]
,

não converge para qualquer valor de γ, devido à primeira exponencial na expressão acima. Vemos

então que a soma em n na Eq. (3.30) convergirá se os valores para o potencial qúımico reduzido

forem tais que

0 ≤ γ <
√
δ0(2`+ 1) + 1. (3.34)

No entanto, para assegurar a convergência num cenário de campo magnético fraco, vamos res-

tringir o potencial qúımico reduzido aos valores 0 ≤ γ < 1. O mesmo argumento é válido para

o termo contendo a soma dupla na Eq. (3.30).

3.2.2 Cálculo do diagrama cadarço

Para um teoria euclidiana D-dimensional livre de compactificações ou campos externos, a

contribuição a dois laços para o potencial efetivo é dada, essencialmente, pelo produto de dois



3.3. Estrutura de fases 39

girinos [1, 9]

V2(φc) =
η0φ

2
c

16

[∫
dDk

(2π)D
1

(k2 +m2
0)

]2
. (3.35)

Para calcularmos os efeitos de campo magnético, à temperatura zero, basta substituirmos na

expressão acima, o propagador livre pelo propagador dado nas Eqs. (3.8) e (3.9). Além disso,

para a introdução de temperatura, limitação espacial e potencial qúımico, procedemos de ma-

neira totalmente análoga ao que fizemos a um laço. Em termos da constante de acoplamento

adimensional dada na Eq. (3.31), a contribuição a dois laços para o potencial efetivo será

V2(φc, t, ξ, γ, δ0) =
m2

0 φ
2
c η δ

2
0

16π2(2π)(D−2)
[K(t, ξ, γ, δ0)]

2 . (3.36)

3.2.3 Temperatura cŕıtica

Vamos usar as Eqs. (3.16) e as Eqs. (3.32) e (3.36) para obter o parâmetro de massa em

função da temperatura, tamanho finito, potencial qúımico e campo magnético. É fácil mostrar,

a partir da Eq. (3.17), que

m2(t, ξ, γ, δ0) = m2
0

{
1− λδ0

2π(2π)(D−2)/2
K(t, ξ, γ, δ0) (3.37)

+
ηδ20

8π2(2π)(D−2)
[K(t, ξ, γ, δ0)]

2

}
,

sendo K dado pela Eq. (3.30). Por outro lado, podemos reescrever a Eq. (3.15) em termos das

constantes de acoplamento adimensionais definidas na Eq. (3.31). Neste caso, teremos

m2(tc, ξ, γ, δ0) = m2
0

(
3λ2

32η

)
. (3.38)

Portanto, quando o sistema sofre transição de fase de primeira ordem, podemos igualar as

Eqs. (3.37) e (3.38) de modo que, na criticalidade, encontramos a equação transcendental

1− λδ0

2π(2π)(D−2)/2
K(tc, ξ, γ, δ0) +

ηδ20
8π2(2π)(D−2)

K2(tc, ξ, γ, δ0)−
3λ2

32η
= 0. (3.39)

Na próxima seção resolveremos numericamente a Eq. (3.39) e investigaremos a região de quebra

de simetria do modelo. Obteremos a curva que relaciona a temperatura cŕıtica reduzida do

sistema em função do inverso do comprimento, potencial qúımico e campo magnético reduzidos,

isto é, tc = tc(ξ, γ, δ0).

3.3 Estrutura de fases

Para resolvermos a Eq. (3.39), vamos fixar a dimensão de nosso modelo em D = 4. Como já

foi dito, isso corresponde a um filme aquecido de espessura L sob a ação de um campo magnético

externo na direção z. Na versão online desta tese, apresentamos todos os gráficos com código

de cores.

Na Fig. 3.2 mostramos como a temperatura cŕıtica do sistema varia em função do inverso do

comprimento reduzido. Fixamos o campo magnético reduzido a δ0 = 3,5 e plotamos três curvas,

de acordo com os valores escolhidos para o potencial qúımico: γ = 0,0 ; 0,5 e 0,9.
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1 2 3 4 5 6
ξ
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tc

Figura 3.2 – Temperatura cŕıtica reduzida em função do inverso da espessura reduzida do sistema
para D = 4. Usamos δ0 = 3,5; λ = 0,5; η = 0,05; γ = 0,0 (curva cont́ınua);
γ = 0,45 (curva tracejada-pontilhada) e γ = 0,9 (curva pontilhada).

A Fig. 3.2 sugere que existe uma espessura mı́nima do sistema, Lmin, ou seja um valor

ξmax = 1/Lmin acima do qual a transição de fase deixa de existir. O gráfico também indica que

esta espessura mı́nima parece ser independente do potencial qúımico.

Na Fig. 3.3 explicitamos a região que aparentemente independe do potencial qúımico, apre-

sentada na Fig. 3.2.

5.9 6.0 6.1 6.2
ξ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

tc

Figura 3.3 – Região da Fig. 3.2 que independe do potencial qúımico. Os dados são os mesmos
da Fig. 3.2, i.e., δ0 = 3,5; λ = 0,5; η = 0,05; γ = 0,0 (curva cont́ınua), γ = 0,45
(curva tracejada-pontilhada) e γ = 0,9 (curva pontilhada).

Na Fig. 3.4 explicitamos a fraca influência do potencial qúımico na região bulk (ξ → 0) da

Fig. 3.2.
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tc

Figura 3.4 – Forma bulk da Fig. 3.2 mostrando a influência do potencial qúımico do sistema
sobre a transição de primeira ordem. Os dados são os mesmos da Fig. 3.2, ou
seja, δ0 = 3,5; λ = 0,5; η = 0,05; γ = 0,0 (curva cont́ınua); γ = 0,45 (curva
tracejada-pontilhada) e γ = 0,9 (curva pontilhada).

Na Fig. 3.5 plotamos novamente a temperatura cŕıtica do sistema em função do inverso de

sua espessura reduzida, mas com um valor para campo magnético menor: 0,75. Usamos os

mesmos valores de potencial qúımico reduzido e constantes de acoplamento da Fig. 3.2.

2 4 6 8
ξ

2

4

6

8

tc

Figura 3.5 – Temperatura cŕıtica em função do inverso do comprimento reduzido do sistema
com δ0 = 0,75. Usamos novamente γ = 0,0 (curva cont́ınua), γ = 0,45 (curva
tracejada-pontilhada) e γ = 0,9 (curva pontilhada).

Da Fig. 3.5, observamos que quando diminúımos a intensidade do campo magnético aplicado,

a temperatura cŕıtica do sistema aumentou. Além disso, analogamente ao observado na Fig. 3.3,

a Fig. 3.5 indica a existência de uma espessura mı́nima, Lmin(δ0), abaixo da qual a transição

cessa.
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Para explicar este efeito, notemos que para ξ = ξmax, na Fig. 3.3 ou 3.5, temos tc → 0.

Neste caso, os argumentos das funções de Bessel dependentes de t na Eq. (3.30) tornam-se

muito grandes, justificando o uso da fórmula assintótica

K0(z) ≈
√

(π/2z) exp(−z).

Os termos que envolvem o potencial qúımico na Eq. (3.30) podem ser agrupados a essas funções

de Bessel, tal qual feito na Eq. (3.33). Com efeito, no limite t→ 0 e considerando a restrição

γ <
√
δ0(2`+ 1) + 1,

vemos que os termos contendo fatores como o apresentado na Eq. (3.33) tenderão a zero, não

contribuindo, portanto, para a Eq. (3.30). Consequentemente, a Eq. (3.39) não deverá depender

do potencial qúımico no limite t→ 0, tal como revelado nos gráficos.

Na Fig. 3.6 analisamos o comportamento do sistema para outros valores das constantes de

acoplamento adimensionais.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
ξ

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

tc

Figura 3.6 – Temperatura cŕıtica em função do inverso do comprimento reduzido do sistema
com δ0 = 4,5. Nas curvas tracejada e pontilhada, usamos γ = 0,0 e γ = 0,9,
respectivamente, além das constantes λ = 2,0 e η = 1,0. Nas curvas tracejada-
pontilhada e cont́ınua, fixamos γ = 0,0 e γ = 0,9, respectivamente e constantes de
acoplamento λ = 4,0 e η = 2,0.

O papel das constantes de acoplamento λ e η no modelo é análogo ao papel do campo

magnético, i.e., baixar a temperatura cŕıtica do sistema. A partir da Fig. 3.6, observamos que a

fase quebrada (ordenada) do sistema diminui à medida que as constante de acoplamento tornam-

se mais intensas. Porém, o potencial qúımico do sistema apresenta pouca influência na estrutura

de fases do modelo. De fato, da Fig. 3.4, observamos que o efeito desempenhado pelo potencial

qúımico reduzido é baixar ligeiramente a temperatura cŕıtica do sistema.

O efeito de tamanho finito na transição de primeira ordem sujeita a um campo magnético

constante e homogêneo na direção z demonstra a existência de uma espessura mı́nima, tal que

abaixo dela não ocorre transição de fases no sistema. Este resultado é compat́ıvel com o fato de o
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sistema possuir um comprimento de correlação mı́nimo. A existência de uma espessura mı́nima

do sistema para que ocorra transição não é uma peculiaridade apenas dos sistemas bosônicos.

De fato, este comportamento também é encontrado em sistemas compostos por férmions e será

analisado em detalhe no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Transições de fase em sistemas

fermiônicos

Neste caṕıtulo abordaremos transições de fase de primeira e segunda ordens em um sis-

tema fermiônico. Usaremos um modelo interagente e massivo, tipo GN com uma componente

espinorial, tal como feito em [94], ao invés de apresentar o modelo interagente usual, com N

componentes espinoriais [67]. Como no caṕıtulo anterior, descreveremos as transições de fase

do sistema através de sua densidade de energia livre. Para construir esta densidade, escrevere-

mos a média térmica no ensemble grand canônico dos campos fermiônicos. Esta média térmica

desempenhará o papel de parâmetro de ordem do modelo. Na seção 4.1 definiremos o modelo

e investigaremos se, e como, a temperatura cŕıtica do sistema sofrendo transição de segunda

ordem é afetada devido à inserção de um campo magnético externo, limitações na coordenada

z e potencial qúımico. Analisaremos a estrutura de fases da transição e faremos uma conexão

entre os nossos resultados e alguns aspectos da f́ısica hadrônica relacionados a um méson. Na

seção 4.2, estenderemos o modelo e investigaremos a influência magnética, de potencial qúımico

e tamanho finito sobre o sistema fermiônico sujeito a uma transição de primeira ordem. O final

do caṕıtulo é dedicado à análise da estrutura de fases desta transição termodinâmica.

4.1 Transições de fase de segunda ordem sujeitas a um campo magnético

externo

Os cálculos e resultados obtidos nesta seção foram publicados na Ref. [80]. Para descrever

um sistema fermiônico sujeito a um campo magnético externo na direção z usaremos um modelo

tipo GN massivo em D dimensões euclidianas, descrito pelo hamiltoniano

H =

∫
dDr

(
ψ†(r)(i /D −m0)ψ(r) +

λ0
2

(
ψ†(r)ψ(r)

)2)
, (4.1)

onde m0 > 0 e λ0 > 0 são a massa f́ısica e a constante de acoplamento à temperatura zero

e sem efeitos de potencial qúımico e tamanho finito, respectivamente. Do mesmo modo que

no caso bosônico, a derivada é dada por Dµ = ∂µ − ieAext
µ . O calibre é o mesmo do caṕıtulo

anterior, a saber: Aext
µ = (0, 0, Bx, . . . , 0). As matrizes γ são elementos da álgebra de Clifford no
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espaço euclidiano, vide Eq. (A.12), no final do apêndice A. Ao fazermos a análise dimensional

da Eq. (4.1) notamos que λ0 tem dimensão de [massa]2−D.

Para levarmos em conta os efeitos, a um laço, da temperatura β−1, potencial qúımico µ, e

tamanho finito L sobre o parâmetro de massa m0 através do formalismo de Matsubara gene-

ralizado, definimos a massa dependente da temperatura, potencial qúımico, tamanho finito e

campo magnético, m(D,T, L, µ, ω),

m(D,T, L, µ, ω) = m0 + Σ(D,T, L, µ, ω), (4.2)

sendo ω = eB.

Para compormos a densidade de energia livre, faremos um ansatz : os campos fermiônicos

escritos na Eq. (4.1) serão submetidos a uma média térmica no ensemble grand canônico. O

parâmetro de ordem do modelo, ϕ(r), será definido como

ϕ(r) =
√
〈ψ†(r)ψ(r)〉β.

Assim, a densidade de energia livre tipo Ginzburg–Landau fica dada por

f(ϕ) = −m(D, β, L, µ, ω)ϕ2 + λ0 ϕ
4. (4.3)

No caso fermiônico, o sinal negativo na Eq. (4.3) implica que, na fase desordenada (simétrica),

temos m(D,β, L, µ, ω) < 0, enquanto na fase ordenada (quebrada), m(D,T, L, µ, ω) > 0. O

conjunto de pontos (D,T, L, µ, ω) que anula o coeficiente m(D,β, L, µ, ω), define a transição de

fase de segunda ordem. Com efeito, temos uma quebra espontânea de simetria na temperatura

Tc, tal que a condição m(D,Tc, L, µ, ω) = 0 se cumpra. Fixaremos D = 4, portanto, r =

(τ, x, y, z).

Reproduziremos aqui o propagador fermiônico sujeito a um campo magnético externo. Este

propagador foi calculado em detalhes no apêndice B, via método de Ritus. No espaço euclidiano,

o propagador é dado, no limite r′ → r, por

SE(B) ≡
( ω

2π

) +∞∑
`=0

∑
s=±1

∫
dpτ
(2π)

dpz
(2π)

(/̄p
E
−m0)

p̄2
E

+m2
0

, (4.4)

com p̄2
E

= p2τ + p2z + ω(2` + 1 − s), sendo s = ±1 a variável de spin e ` representa os ńıveis de

Landau.

4.1.1 O modelo e o formalismo de Matsubara generalizado

A massa corrigida apenas por efeitos de campo magnético é dada por

m(ω) = m0 + Σ(ω), (4.5)

onde a autoenergia Σ, a um laço, é dada por

Σ(ω) = −λ0tr

[( ω
2π

) +∞∑
`=0

∑
s=±1

∫
dpτ
(2π)

dpz
(2π)

(/̄p
E
−m0)

p̄2
E

+m2
0

]
, (4.6)
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Como o traço de um número ı́mpar de matrizes γ é zero, reescrevemos a Eq. (4.6) sob uma

forma apropriada para a extensão anaĺıtica,

Σ(ω) =
2λ0m0ω

π

+∞∑
`=0

∑
s=±1

∫
dpτ
(2π)

dpz
(2π)

1[
p2τ + p2z + ω(2`+ 1− s) +m2

0

]ν ∣∣∣
ν=1

. (4.7)

Para aplicar as correções de temperatura finita, potencial qúımico e restrição espacial à

autoenergia, usamos as regras de Feynman dadas pela Eq. (2.29). Teremos, então,

Σ(t, ξ, γ, δ) =
m0λδtξ

2π3

+∞∑
`=0

∑
s=±1

+∞∑
nτ ,nz=−∞

(4.8)

× 1[
aτ (nτ − bτ )2 + az(n2 − bz)2 + c2` (s)

]ν ∣∣∣
ν=1

.

onde usamos as quantidades adimensionais definidas abaixo:

λ ≡ λ0m
2
0 ; c2` (s) ≡

δ(2`+ 1− s) + 1

4π2
; δ =

ω

m2
0

;

aτ = (m0β)−2 = t2 ; az = (m0L)−2 = ξ2 ;

bτ ≡ iβµ/2π − 1/2 = iγ/2πt− 1/2 ; γ = µ/m0 ; bz ≡ −1/2. (4.9)

Observe que as definições dadas nas Eqs. (4.9) e (3.21) concordam para os valores de aτ , az e γ.

Usando a definição dada pela Eq. (3.27) e sua continuação anaĺıtica dada pela Eq. (3.28),

escrevemos a Eq. (4.8) novamente em termos da função zeta de Epstein–Hurwitz:

Σ(t, ξ, γ, δ) =
m0λδ

2π3

+∞∑
`=0

∑
s=±1

{
π [c`(s)]

2−2ν Γ(ν − 1)

Γ(ν)
(4.10)

+
4πν [c`(s)]

1−ν

Γ(ν)
Rc`(s)(ν, t, ξ, γ)

} ∣∣∣
ν=1

,

onde

Rc`(s)(ν, t, ξ, γ) =
+∞∑
nτ=1

(−1)nτ cosh
(nτγ

t

)(nτ
t

)ν−1
Kν−1

(
2πc`(s)nτ

t

)
(4.11)

+

+∞∑
nz=1

(−1)nz
(
nz
ξ

)ν−1
Kν−1

(
2πc`(s)nz

ξ

)

+2
+∞∑

nτ ,nz=1

(−1)nτ+nz cosh
(nτγ

t

)(√n2τ
t2

+
n2z
ξ2

)ν−1

×Kν−1

2πc`(s)

√
n2τ
t2

+
n22
ξ2

 .

Tal qual o caso bosônico, notamos que o primeiro termo da Eq. (4.10) é divergente para

ν → 1, mas o segundo termo é regular. Para obter uma autoenergia finita, devemos descartar

esse termo singular. Na verdade, deveŕıamos expandir ao redor de ν = 1 e isolar o polo no termo

∝ c2−2ν` 1/(ν − 1). Contudo, isso iria engendrar um termo logaŕıtmico dependente dos ńıveis de

Landau, que divergirá quando somado em `. Por isso, usamos a prescrição da subtração mı́nima
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modificada. Este procedimento remove todos os termos que acompanham a expansão em ν = 1

e é equivalente a subtrair todo o primeiro termo na Eq. (4.10).

Temos então que a massa corrigida finita será dada por

ΣR(t, ξ, γ, δ) =
2m0λδ

π2

+∞∑
`=0

∑
s=±1

Rc`(s)(1, t, ξ, γ), (4.12)

onde Rc`(s)(1, t, ξ, γ) é dado na Eq. (4.11).

É fácil mostrar que após a soma sobre as polarizações de spin, a massa corrigida escrita a

partir das Eqs. (4.12) e (4.5) torna-se

m(t, ξ, γ, δ)

m0
= 1 +

2λδ

π2

[
F0(t, ξ, γ, δ) + 2

+∞∑
`=1

F`(t, ξ, γ, δ)

]
, (4.13)

onde

F`(t, ξ, γ, δ) =
+∞∑
nτ=1

(−1)nτ cosh
(nτγ

t

)
K0

(√
2δ`+ 1nτ

t

)

+

+∞∑
nz=1

(−1)nzK0

(√
2δ`+ 1nz

ξ

)

+2
+∞∑

nτ ,nz=1

(−1)nτ+nz cosh
(nτγ

t

)

×K0

(
√

2δ`+ 1

√
n2τ
t2

+
n2z
ξ2

)
, ` = 0, 1, 2, 3, · · · . (4.14)

Analogamente ao caso bosônico, podemos mostrar que a Eq. (4.14) é bem definida para

valores do potencial qúımico no intervalo 0 ≤ γ <
√

2δ`+ 1. No entanto, para considerar campos

magnéticos arbitrariamente pequenos, e levar em conta o termo F0, definimos 0 ≤ γ < 1.

De maneira similar ao modelo GL, em nosso modelo, a criticalidade é alcançada quando a

massa corrigida se anula, i.e., m(tc, ξ, γ, δ) = 0. Esta imposição produz soluções que relacionam

a espessura, campo magnético aplicado, potencial qúımico e temperatura cŕıtica do sistema.

Para investigar o comportamento do sistema sem a presença de campo magnético externo,

basta substituir Dµ → ∂µ no hamiltoniano do sistema. Neste caso, temos invariância por

translação no plano xy, e portanto, é necessário usarmos a fórmula da integral de regularização

dimensinal dada na Eq. (3.23), para o caso especial em que d = 2. Seguindo passos totalmente

análogos aos descritos nesta seção, encontramos que o parâmetro de massa levando em conta

efeitos de temperatura, tamanho e potencial qúımico finitos, é dado por

m(t, ξ, γ)

m0
= 1 +

2λ

π2
Rc(0, t, ξ, γ), (4.15)

onde c = 1/2π.

4.1.2 Estrutura de fases

Vamos examinar a estrutura de fases do modelo. Na Fig. 4.1, plotamos curvas que mostram o

comportamento da temperatura cŕıtica reduzida, tc, em função do inverso da espessura reduzida
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do sistema, ξ, para três valores do potencial qúımico reduzido, a saber: γ = 0,0; 0,35 e 0,7, de

acordo com a legenda cont́ınua, tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente. Além de

fixar o valor da constante de acoplamento reduzida a 2,0, usamos o campo magnético reduzido

igual a 8,0. A parte interior de cada curva corresponde à região com simetria quebrada.

0.2 0.4 0.6 0.8
ξ

0.2

0.4
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Figura 4.1 – Diagrama de fase para o plano (ξ × tc). Fixamos δ = 8,0; λ = 2,0 e os valores de
potencial qúımico reduzido: γ = 0,0; 0,35 e 0,7, correspondendo às curvas cont́ınua,
tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente.

Na Fig. 4.2 observamos que o campo magnético aplicado realça o comportamento da tem-

peratura cŕıtica reduzida em função do inverso do comprimento reduzido, i.e., para campos

magnéticos mais fortes, temos temperaturas cŕıticas menores. Neste caso, o campo magnético

tem o papel de reduzir a temperatura cŕıtica do sistema. Este fenômeno é conhecido como

catálise magnética inversa. Nesta figura, exibimos quatro curvas cŕıticas no plano (ξ × tc)

para valores nulos do potencial qúımico reduzido. Fixamos λ = 1,0 e alguns valores do campo

magnético: δ = 0,0 (curva cont́ınua), δ = 0,3 (curva tracejada), δ = 2,0 (curva tracejada-

pontilhada) e δ = 7,0 (curva pontilhada). A curva com com campo magnético nulo foi obtida

através da Eq. (4.15). Na Ref. [95] os autores encontraram o fenômeno da catálise magnética

inversa em QCD na rede, para campos magnéticos intermediários.

Na Fig. 4.3 mostramos a influência da magnitude da constante de autoacoplamento no mo-

delo sob transição.

Na Fig. 4.4 traçamos o gráfico da densidade de energia livre do sistema em função de seu

parâmetro de ordem. Nesta figura consideramos o sistema na forma bulk (numericamente,

utilizamos ξ = 0,001).

As curvas mostram, analogamente ao caso bosônico, que existe um tamanho mı́nimo L0,

i.e., um valor ξ0 para o qual a temperatura de transição desaparece. Além disso, este tamanho

mı́nimo é independente do potencial qúımico. No entanto, existe uma pequena dependência da

temperatura cŕıtica em relação ao potencial qúımico, para grandes valores da espessura do filme,

ou seja, pequenos valores de ξ, veja a Fig. 4.1.
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Figura 4.2 – Temperatura cŕıtica reduzida em função do inverso do tamanho do sistema. Fixa-
mos γ = 0,0; λ = 1,0 e os valores de campo magnético: δ = 0,0; 0,3; 2,0 e 7,0, nas
curvas cont́ınua, tracejada, tracejada-pontilhada e pontilhada, respectivamente.
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Figura 4.3 – Influência da constante de acoplamento na transição do modelo no plano (ξ × tc).
Fixamos γ = 0,35 e δ = 5,0. As constantes de acoplamento foram escolhidas de
acordo com os valores: λ = 0,5 (curva cont́ınua); 1,0 (curva tracejada); 2,0 (curva
tracejada-pontilhada)

A constante de acoplamento adimensional λ tem forte influência sobre a temperatura cŕıtica

do sistema, bem como sobre o tamanho mı́nimo necessário à transição: altos valores da constante

de acoplamento levam a temperaturas cŕıticas menores e grandes valores para a espessura do

sistema, veja a Fig. 4.3. Podemos dizer que o papel da constante de acoplamento em nosso

modelo é análogo ao papel desempenhado pelo campo magnético: baixar a temperatura cŕıtica

do sistema, vide Fig. 4.2.
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Figura 4.4 – Densidade de energia livre tipo Ginzburg–Landau para os valores fixados: ξ = 0,001;
γ = 0,35; δ = 7,0 e λ = 2,0. A curva pontilhada mostra a fase desordenada, a qual
tem temperatura igual a 1,7. A criticalidade é obtida à temperatura tc ≈ 0,95 (curva
tracejada-pontilhada). A fase ordenada é obtida abaixo de tc. Na curva cont́ınua,
temos t = 0,01.

Da Fig. 4.4, notamos que a densidade de energia livre tipo Ginzburg–Landau possui um

mı́nimo em ϕ = 0, para temperaturas t > tc. Porém, para temperaturas abaixo de tc, o mı́nimo

da energia livre ocorre no valor finito ϕ0(t), o qual tende continuamente a zero conforme t→ tc.

Esta continuidade é t́ıpica de uma transição de fase de segunda ordem.

4.1.3 Comentário

Vamos aplicar os resultados encontrados em nosso modelo, a um sistema aquecido composto

por um par férmion–antiférmion. Trata-se da abordagem heuŕıstica de um sistema com largura

L, à temperatura T . Nesta discussão, a temperatura de dissociação do par será interpretada

como a temperatura de transição do sistema.

Podemos calcular o tamanho do sistema a partir da curva cont́ınua na Fig. 4.2 e da definição

L0 = 1/m0ξ0. À temperatura e campo magnético nulos, vemos da figura, que o inverso do

comprimento reduzido é dado por ξ0 ≈ 2,57. Tomando m0 como a massa efetiva do quark ∼
68,3 MeV [96] (essa massa corresponde aproximadamente à metade da massa do ṕıon), obtemos

usando o fator de conversão MeV−1 ≈ 196,9 fm, L0 ≈ 1,12 fm. Este valor é da ordem de

magnitude do tamanho estimado de um méson.

Além disso, vemos que para inversos do tamanho reduzido tais que ξ ≤ 1,20, a temperatura

cŕıtica reduzida é quase constante e tem um valor tc ≈ 2,56, o que significa, após a conversão,

uma temperatura de transição de Tc ≈ 175 MeV, para todos os tamanhos L ≥ 2,40 fm. Estes

valores são maiores que o tamanho mı́nimo à temperatura zero. Interpretamos este tamanho

mı́nimo à temperatura zero como o tamanho do estado ligado do par férmion–antiférmion. A

temperatura Tc que encontramos é próxima da temperatura de desconfinamento estimada para

hádrons. Pensamos em Tc como a temperatura para a qual o méson se dissocia na ausência de

um campo magnético externo.

Vamos analisar o tamanho do par férmion–antiférmion quando um campo magnético atua

no sistema. A partir da curva tracejada-pontilhada da Fig. 4.2, i.e., com um campo δ = 2,0,
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encontramos, à temperatura zero, ξ0(δ = 2,0) ≈ 1,83 → L0(δ = 2,0) ≈ 1,58 fm. Levando em

conta o tamanho do sistema a campo zero, L0(δ = 0,0) ≈ 1,12 fm, percebemos que o campo

magnético externo tende a dissociar o sistema. Este efeito é mais pronunciado para campos

magnéticos fortes, altas temperaturas e grandes valores da constante de acoplamento do sistema.

É interessante que este modelo quadri-fermiônico simplificado forneça valores compat́ıveis

com os valores de temperatura cŕıtica de desconfinamento e tamanho de um méson encontrados

na f́ısica hadrônica. Na próxima seção estenderemos este modelo de tal forma que ele represente

um sistema sofrendo transição de fase de primeira ordem.

4.2 Transições de fase de primeira ordem sujeitas a um campo magnético

externo

Os cálculos apresentados nesta seção foram publicados na Ref. [81]. Nesta seção vamos

estender nosso modelo fermiônico para que ele descreva uma transição de fase de primeira

ordem em um campo magnético de fundo. Usaremos novamente um modelo tipo GN massivo.

Neste caso, devemos fazer algumas definições no sinal do parâmetro de massa do hamiltoniano,

para assegurar a estabilidade do sistema. Analogamente ao caso fermiônico de segunda ordem,

exploraremos os efeitos de campo magnético, temperatura, potencial qúımico e tamanho finitos

sobre o sistema. Encontramos o fenômeno contra-intuitivo da quebra inversa de simetria. Este

fenômeno é bem conhecido na literatura: existem duas diferentes temperaturas cŕıticas, tc1 e tc2 ,

sendo tc1 < tc2 . Em temperaturas abaixo de tc1 , temos, como de costume, a fase com simetria

quebrada. Para temperaturas intermediárias, tc1 < t < tc2 , encontramos uma fase simétria

(simetria restaurada). Em temperaturas acima de tc2 , voltamos a ter uma fase com simetria

quebrada.

4.2.1 O modelo estendido e o formalismo de Matsubara generalizado

O hamiltoniano do sistema incluirá interações fermiônicas quárticas e sêxticas num espaço

euclidiano quadri-dimensional

H =

∫
d4r

{
ψ†(r)(i /D −m′0)ψ(r)− λ0

2

[
ψ†(r)ψ(r)

]2
+
η0
3

[
ψ†(r)ψ(r)

]3}
, (4.16)

onde r = ( τ, x, y, z ). Usaremos as mesmas definições feitas anteriormente para a derivada

covariante e o potencial vetor, i.e.: Dµ = ∂µ− ieAext
µ , com Aµ = (0, 0, Bx, 0) ⇒ B = Bẑ, sendo

B uma constante.

A estabilidade do sistema fermiônico está associada à escolha do parâmetro de massa m′0.

Definimos: m′0 = ±m0. Para descrever transições de fase de primeira ordem, usaremos m′0 =

−m0, λ0 > 0 e η0 > 0. Caso fôssemos descrever uma transição de segunda ordem, usaŕıamos

m′0 = +m0, λ0 < 0 e η0 = 0.

A densidade de energia livre do tipo GL, será escrita como

F = Aϕ2(r) + Bϕ4(r) + Cϕ6(r). (4.17)

Novamente ϕ(r) denota o parâmetro de ordem do modelo: ϕ(r) =
√
〈ψ†(r)ψ(r)〉β.
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Identificamos A = −m, B = −λ0/2, C = η0/3, onde m = m(T, µ, L,B) representa

as correções de campo magnético, temperatura, potencial qúımico e tamanho finitos sobre o

parâmetro m′0. Não faremos correções nas constantes de acoplamento.

Para efetuar as correções sobre o parâmetro de massa m′0, usaremos os mesmos diagramas

mostrados na Fig. 3.1. No presente caso, a autoenergia torna-se

m(T, L, µ, ω) = m′0 + Σ(a)(T, L, µ, ω) + Σ(b)(T, L, µ, ω), (4.18)

onde o sobre-́ındice a representa o diagrama girino e o sobre-́ındice b representa o diagrama

cadarço.

A contribuição do diagrama girino é dada por

Σ(a)(ω) = λ0tr

[
ω

2π

+∞∑
`=0

∑
s=±1

∫
dpτ
2π

dpz
2π

(/̄p−m′0)
p̄2 +m2

0

]
.

Seguindo os mesmos passos que conduziram à Eq. (4.12), i.e., compactificação da coordenada

τ , compactificação da coordenada z, a inserção do potencial qúımico µ e subtração do termo

singular, encontramos

Σ(a)(t, ξ, γ, δ) = −2m′0λδ

π2

+∞∑
`=0

∑
s=±1

Rc`(s)(1, t, ξ, γ), (4.19)

onde Rc`(s)(1, t, ξ, γ) é dada pela Eq. (4.11).

A contribuição do diagrama cadarço fica dada por

Σ(b)(t, ξ, γ, δ) =

(
8m0ηδ

2

π4

)[+∞∑
`=0

∑
s=±1

Rc`(s)(1, t, ξ, γ)

]2
, (4.20)

onde a constante de acoplamento adimensional é definida como η = η0m
5
0.

Agora podemos escrever a massa com correções de campo magnético, temperatura, tamanho

e potencial qúımico finitos, em primeira ordem nas constantes de acoplamento

m(t, ξ, γ, δ) = m′0 −
(

2m′0λδ

π2

) +∞∑
`=0

∑
s=±1

Rc`(s)(1, t, ξ, γ)

+

(
8m0ηδ

2

π4

)[+∞∑
`=0

∑
s=±1

Rc`(s)(1, t, ξ, γ)

]2
. (4.21)

Para investigar a estrutura de fase do modelo, resolveremos numericamente a Eq. (4.21) na

próxima subseção.

4.2.2 Estrutura de fases

Faremos um rescalonamento no valor do campo, a saber ϕ → ϕ/m
3/2
0 . Esta redefinição

permite escrever a densidade de energia livre como

F
m4

0

≡ f(ϕ) = −m(t, ξ, γ, δ)

m0
ϕ2 − λ

2
ϕ4 +

η

3
ϕ6. (4.22)
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Esta densidade de energia possui três mı́nimos, um deles em ϕ = 0 e os outros dois localizados

simetricamente à esquerda e à direita do mı́nimo central. Além disso, temos dois máximos

locais equistantes de ϕ = 0. Como no caso bosônico, a condição de criticalidade é tal que

f = δf/δϕ = 0. Neste caso, os três mı́nimos da densidade de energia livre se localizam ao longo

do eixo horizontal no plano ϕ× f(ϕ). Usando a densidade de energia livre dada na Eq. (4.22),

temos que a condição de criticalidade no caso fermiônico será

m(tc, ξ, γ, δ) = −
(

3λm0

16η

)
. (4.23)

Comparando as Eqs. (4.21) e (4.23) conseguimos obter as soluções numéricas para a equação

transcendental que relaciona a temperatura cŕıtica com os outros parâmetros do sistema. Na

Fig. 4.5, observamos novamente o efeito de catálise magnética inversa no sistema.
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Figura 4.5 – Temperatura cŕıtica reduzida em função do inverso do tamanho do sistema. Fixa-
mos γ = 0,5;λ = 2,0 e η = 1,0. Usamos δ = 1,5 (curva tracejada); δ = 3,0 (curva
tracejada-pontilhada); δ = 4,5 (curva continua).

Analogamente ao caso bosônico, observamos, a partir da Fig. 4.6, a pequena influência do

potencial qúımico sobre a estrutura de fase do modelo. O tamanho mı́nimo do sistema, em

tc ≈ 0, independe do potencial qúımico.

Na Fig. 4.7, temos dois valores da temperatura cŕıtica que satisfazem a condiçãom(tc, ξ, γ, δ) =

−3λm0/16η: tc1 e tc2 (no bulk , i.e., ξ ≈ 0 ou L→∞, temos tc1 ≈ 0,76 e tc2 ≈ 1,71). O apareci-

mento das duas temperaturas cŕıticas é conhecido na literatura como quebra inversa de simetria,

vejas as Refs. [78, 97–104]. A região interior à curva dada por tc1 , é a região de quebra de sime-

tria. Ainda na Fig. 4.7, a região entre as curvas, i.e., com temperaturas intermediárias, t, tal que

tc1 < t < tc2 corresponde à fase desordenada. Entretanto, essa fase desordenada não persiste.

Em temperaturas maiores que tc2 , obtemos novamente uma fase ordenada. Como existem duas

temperaturas cŕıticas, temos dois tamanhos mı́nimos do sistema, que suportam a transição.

Nas Figs. 4.8 e 4.9, apresentamos a densidade de energia livre para o sistema sofrendo

transição de primeira ordem na forma bulk . Na Fig. 4.8, temos o comportamento esperado para
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Figura 4.6 – Influência do potencial qúımico sobre a transição de primeira ordem. Usamos λ =
2,0; η = 1,0 e δ = 3,0. Temos γ = 0,0 na curva tracejada e γ = 0,75 na curva
cont́ınua.
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Figura 4.7 – Quebra inversa de simetria. Existem duas temperaturas cŕıticas para os mesmos
valores de (γ, δ, λ, η). Fixamos γ = 0,5;λ = 4,0 e η = 2,0, além de δ = 1,5.

uma transição de primeira ordem, ou seja, passamos da fase simétrica para a fase quebrada

conforme a temperatura diminui. Entretanto, temos o comportamento totalmente oposto na

Fig. 4.9.

A quebra inversa de simetria tem sido observada em alguns sistemas compostos, por exem-

plo, o Sal Rochelle. Este sal tem uma estrutura cristalina ortorrômbica (fase ordenada) em

temperaturas abaixo de t1 ≈ −18◦C e acima de t2 ≈ 24◦C. Para temperaturas intermediárias,

i.e., no intervalo t1 < t < t2 , este sal possui uma estrutura cristalina monocĺınica (fase desor-
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Figura 4.8 – Densidade de energia na forma bulk (parte mais interna da Fig. 4.7). Notamos uma
quebra de simetria usual. Fixamos γ = 0,5;λ = 4,0; η = 2,0 e δ = 1,5. Na curva
cont́ınua, temos t = 1,4. A criticalidade ocorre em tc ≈ 0,76 (curva tracejada).
Abaixo de tc, temos a fase com quebra de simetria (na curva pontilhada, temos
t = 0,3).
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Figura 4.9 – Densidade de energia na forma bulk (parte externa da Fig. 4.7). Observamos uma
quebra inversa de simetria. Fixamos γ = 0,5, λ = 4,0, η = 2,0 e δ = 1,5. Na curva
cont́ınua, temos t = 1,65. A criticalidade é obtida em tc ≈ 1,71 (curva tracejada).
Mesmo acima de tc, encontramos uma região com simetria quebrada, ou seja, uma
fase ordenada (na curva pontilhada, temos t = 1,80).

denada). Nas Refs. [105, 106], podemos encontrar outras substâncias sujeitas ao mesmo efeito,

por exemplo, a água, sob condições especiais de pressão, pode apresentar a quebra inversa de

simetria.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Ao longo desta tese abordamos o comportamento de transições de fase de sistemas bosônicos

e fermiônicos em um campo magnético constante e homogêneo aplicado na direção z. Nestes

sistemas, foram aplicados os métodos da Teoria Quântica de Campos em uma topologia toroidal

desenvolvidos recentemente. Contabilizamos efeitos de campo magnético externo, temperatura,

potencial qúımico e tamanho finito sobre os sistemas sofrendo transições de fase de primeira e

segunda ordens.

No caṕıtulo 2 discutimos o formalismo de Matsubara. Mostramos a relação que as frequências

dos campos assumem ao impormos as condições de contorno periódicas e anti-periódicas sobre

o tempo imaginário τ . Estendemos este formalismo à coordenada espacial z e obtivemos o

chamado formalismo de Matsubara generalizado. Escolhemos, por analogia com as condições

KMS, condições de contorno periódicas ou anti-periódicas na compactificação da coordenada z,

conforme a natureza bosônica ou fermiônica do campo, respectivamente.

No caṕıtulo 3 investigamos uma transição de fase de primeira ordem em um sistema bosônico.

Usamos um potencial quártico e sêxtico para representar a autointeração do campo de spin

zero. Calculamos o propagador de Feynman do campo escalar complexo imerso em um campo

magnético, através das autofunções e autovalores do termo cinético do hamiltoniano do sis-

tema. Aplicamos o formalismo de Matsubara generalizado e investigamos a estrutura de fases

do sistema bosônico. Observamos que o potencial qúımico apresenta pouca influência no com-

portamento cŕıtico do sistema. Também notamos que o campo magnético aplicado sobre o

sistema tem o efeito de diminuir a temperatura de transição de fases, fenômeno conhecido com

catálise magnética inversa. Além disso, notamos a existência de uma espessura mı́nima do filme

aquecido, abaixo da qual não ocorre a transição. Foi demonstrado matematicamente que esta

espessura mı́nima independe do potencial qúımico, através do comportamento assintótico das

funções de Bessel modificadas. Esta independência é revelada nos gráficos da tese que mostram

a transição de fase no plano (ξ × tc) para diferentes potenciais qúımicos.

No caṕıtulo 4 analisamos o comportamento de sistemas fermiônicos sofrendo transições de

segunda e primeira ordens. Utilizamos o propagador do campo fermiônico imerso em um campo

magnético externo para efetuar as correções de temperatura, potencial qúımico e tamanho finito

no sistema (este propagador foi discutido em detalhes no apêndice B, através do método de
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Ritus). Na transição de segunda ordem, encontramos um efeito similar ao caso bosônico no

que diz respeito ao tamanho mı́nimo do sistema, necessário à transição e a pouca influência

do potencial qúımico. Usando nosso modelo, estimamos a temperatura de desconfinamento

de um méson sem campo magnético aplicado: Tc ≈ 175MeV. O papel do campo magnético

nesta transição é favorecer a dissociação do sistema férmion-antiférmion, pois encontramos, à

temperatura zero, L0(δ = 0,0) ≈ 1,12 fm e L0(δ = 2,0) ≈ 1,58 fm. Ainda no caṕıtulo 4, mas

sob a perspectiva de uma transição de fases de primeria ordem, analisamos o comportamento do

sistema fermiônico novamente levando em conta efeitos de campo magnético, potencial qúımico

e tamanho finito sobre o sistema. Neste caso, encontramos dois tamanhos mı́nimos abaixo dos

quais a transição de primeira ordem cessa, i.e., temos duas temperaturas cŕıticas posśıveis, para

um mesmo conjunto de parâmetros (γ, δ, λ, η). Em outras palavras, encontramos duas regiões

com simetria quebrada (duas regiões ordenadas) e entre essas regiões quebradas, temos a fase

simétria (região desordenada). Este fenômeno é conhecido na literatura como quebra inversa de

simetria e encontrado, por exemplo, no Sal Rochelle e na água. O papel geral das constantes de

acoplamento consistiu em diminuir as temperaturas de transição do sistema fermiônico.

Gostaŕıamos de continuar investigando estes interessantes efeitos, em outros modelos e com

outros campos externos. Na verdade, estamos em fase de conclusão de um trabalho analisando as

transições de fases em um modelo tipo NJL com três sabores. Também pretendemos investigar a

relação entre o método de Ritus e o método de Schwinger no cálculo do propagador de Feynman

em um campo externo.
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APÊNDICE A

Notação e Convenções

Neste apêndice, estabeleceremos as notações e convenções utilizadas em todos os caṕıtulos

desta tese. Usamos o sistema de unidades natural, no qual ~ = c = kB = 1.

A.1 Rotação de Wick

O espaço-tempo de Minkowski D-dimensional será representado pelo tensor métrico

diag g = (+,−, · · · ,−).

O espaço euclidiano não difere componentes contravariantes das covariantes de um quadri-vetor.

Por isso, denotaremos a métrica do espaço euclidiano D-dimensional apenas pela matriz identi-

dade ID.

Para um quadri-vetor, no espaço de Minkowski, teremos

xµ = (t, x, y, z).

No espaço euclidiano, escrevemos

xµ
E

= (τ, x, y, z).

Estes espaços se relacionam através da rotação de Wick:

t→ −iτ.

Com efeito, teremos a correspondência

x2 = gµνx
µxν = −x2

E
.

Na descrição do campo espinorial, usamos

/k = γµkµ, (A.1)

{γµ, γν} = 2gµν , (A.2)
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σµν =
i

2
[γµ, γν ] . (A.3)

Para as matrizes γ, usamos a representação quiral

γ0 =

(
0 −I2

−I2 0

)
, (A.4)

γj =

(
0 σj

−σj 0

)
, (A.5)

σij = εijk

(
σk 0

0 σk

)
, (A.6)

sendo ε123 = 1. As matrizes σ1, σ2 e σ3 representam as matrizes de Pauli, escritas abaixo, para

comodidade do leitor,

σ1 = σx =

(
0 1

1 0

)
, (A.7)

σ2 = σy =

(
0 −i
i 0

)
, (A.8)

σ3 = σz =

(
1 0

0 −1

)
. (A.9)

No espaço dos momenta, a rotação de Wick se escreve como

k0 → ikτ .

As matrizes γ são escritas no espaço euclidiano como

γ0 = iγτ , (A.10)

γj = γjE . (A.11)

Usando a Eq. (A.1), as Eqs. (A.10) e (A.11) além da rotação de Wick no espaço dos momenta,

podemos mostrar que

/k = −/k
E
. (A.12)

Com as definições dadas pelas Eqs. (A.4) e (A.5) e usando a conhecida propriedade das matrizes

de Pauli σ2j = I2, encontramos

{γ0E , γ0E} = −2I4, (A.13)

{γ0E , γjE} = 0, (A.14)

{γiE , γjE} = −2I4, i = j, (A.15)



A.1. Rotação de Wick 63

{γiE , γjE} = 0, i 6= j. (A.16)

Podemos condensar as Eqs. (A.13), (A.14), (A.15) e (A.16) em apenas uma equação, qual seja,

{γµE , γνE} = −2δµν . (A.17)

As relações que envolvem as quantidades associadas aos férmions, escritas no espaço euclidiano,

serão particularmente importantes quando formos definir o propagador do campo fermiônico

sujeito a um campo magnético externo, vide final do apêndice B.
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APÊNDICE B

Método de Ritus

A seguir, vamos resgatar a sensacional ideia devida a V. Ritus para o cálculo do propagador de

Feynman de campos bosônicos ou fermiônicos imersos em um campo magnético não quantizado

constante e homogêneo.

O método consiste em encontrar autofunções do operador presente na equação de campo

bosônico ou fermiônico, de tal modo que o propagador seja escrito como na forma livre [107,

108]. Ao longo deste apêndice manteremos a notação usada em [107].

B.1 Propagador bosônico livre

Para facilitar o entendimento do método de Ritus, obteremos de maneira conveniente o

propagador bosônico livre. A equação de Klein-Gordon para um part́ıcula livre de massa m0 e

carga elétrica e0 (um campo bosônico de spin 0 no contexto da TQC), no espaço de Minkowski

quadri-dimensional, é dada por

(
−P̂ 2 +m2

0

)
φ (xρ) = 0,

onde P̂µ = i∂µ. O propagador de Feynman satisfaz(
−P̂ 2 +m2

0

)
G
(
x, x′

)
= −iδ4

(
x− x′

)
, (B.1)

onde o fator i mostrar-se-á conveniente quando desejarmos ir para o espaço euclidiano. Note

que [P̂ 2, P̂ν ] = 0. Com efeito, autofunções do operador P̂ν são também autofunções do operador

P̂ 2. Logo, a onda plana, exp(−ipµxµ), é autofunção de P̂ 2. É fácil ver que:

P̂ 2 [exp (−ipµxµ)] = p2 [exp (−ipµxµ)] . (B.2)

As ondas planas formam um conjunto completo, isto é,∫
d4x [exp (−ipµxµ)]

[
exp

(
−ip′νxν

)]∗
= (2π)4 δ4

(
p− p′

)
,

∫
d4p [exp (−ipµxµ)]

[
exp

(
−ipνx′ν

)]∗
= (2π)4 δ4

(
x− x′

)
. (B.3)
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Assim, o propagador bosônico livre pode ser escrito através da transformada de Fourier,

G
(
x, x′

)
=

1

(2π)4

∫
d4p [exp (−ipµxµ)] g (p)

[
exp

(
−ipνx′ν

)]∗
, (B.4)

onde a função g (p) (o propagador no espaço dos momenta) é determinada após aplicarmos o

operador (−P̂ 2 + m2
0) à equação (B.4), usarmos as equações (B.2), (B.1) e a equação (B.3).

Fazendo isso, encontramos: (−p2 +m2
0)g(p) = −i, ou seja,

g (p) = lim
ε→0

i

p2 −m2
0 + iε

. (B.5)

B.2 Propagador bosônico em um campo magnético

Agora vamos calcular o propagador do campo bosônico sujeito a um campo magnético ex-

terno B, uniforme e homogêneo, na direção z. Neste caso, a equação de Klein-Gordon torna-se(
−Π̂2 +m2

0

)
Φ (xρ) = 0,

onde Π̂µ = P̂µ−e0Aµ e usaremos o calibre de Landau: Aµ = (0, 0, xB, 0). O propagador satisfaz

a equação (
−Π̂2 +m2

0

)
G
(
x, x′, B

)
= −iδ4

(
x− x′

)
. (B.6)

Mas, neste caso, [Π̂2, P̂ν ] 6= 0. Logo, não podemos expandir G(x, x′, B) em termos das auto-

funções do operador P̂µ, as ondas planas.

Contudo, se encontrarmos autofunções do operador Π̂2 tal que formem um conjunto com-

pleto, poderemos proceder como no caso livre e buscar expressões análogas às equações (B.4) e

(B.5). Assim, devemos encontrar um conjunto completo de autofunções Ep que satisfaçam

Π̂2Ep = p2Ep. (B.7)

No calibre de Landau, o operador Π̂2 fica escrito como

Π̂2 = − ∂2

∂t2
+

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 2iω0x

∂

∂y
− ω2

0x
2, (B.8)

sendo ω0 = e0B.

Tentemos uma solução da forma [79, 90]

Ep (xµ) = X(x) exp [−i (ptt− ω0pyy − pzz)] . (B.9)

Substituindo (B.9) em (B.7), obtemos

X ′′(x)− ω2
0(x− py)2X(x) + const ·X(x) = 0, (B.10)

onde a constante de separação é definida por

const ≡ p2t − p2z − p2.
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A equação (B.10) é a equação diferencial de Hermite, cujas soluções são finitas apenas para

const = ω0(2`+ 1), com ` = 0, 1, 2, 3, ... representando todos os ńıveis de Landau. Com efeito,

p2 = p2t − p2z − ω0(2`+ 1). (B.11)

As soluções da Eq. (B.10), já normalizadas, são bem conhecidas:

X`(x) =
1√
2``!

(ω0

π

) 1
4

exp
[
−ω0

2
(x− py)2

]
H` [
√
ω0(x− py)] ,

ondeH` são os polinômios de Hermite. Por conveniência futura, definiremos as chamadas funções

de Hermite [109]:

h`(u) ≡ 1√
2``!
√
π

exp

(
−u

2

2

)
H`(u).

Estas funções são ortonormais e satisfazem∫ +∞

−∞
du h`(u) hm(u) = δ`,m (B.12)

e
+∞∑
`=0

h`(u) h`(u
′) = δ(u− u′). (B.13)

Reescrevemos a Eq. (B.9) em termos destas funções:

Ep(x
µ) = (ω0)

1
4 exp [−i (ptt− ω0pyy − pzz)]h` [

√
ω0(x− py)] . (B.14)

Levando em conta as equações (B.14), (B.13), e a propriedade δ(au) = |a|−1δ(u), não é dif́ıcil

demonstrar que as autofunções Ep(x
µ) satisfazem a relação de completeza∑

`

∫
d3pEp(x)E∗p(x′) = (2π)3 δ

(
t− t′

)
δ
(
x− x′

)
δ
(
y − y′

)
δ
(
z − z′

)
. (B.15)

Analogamente, e tendo em vista a Eq. (B.12), podemos mostrar que as autofunções Ep satisfa-

zem a relação de ortogonalidade∫
d4xE∗p′(x)Ep(x) = (2π)3 δ`,`′δ

(
pt − p′t

)
δ
[
ω0

(
py − p′y

)]
δ
(
pz − p′z

)
.

Assim, as autofunções Ep(x
µ) formam um conjunto completo e, como fizemos na Eq. (B.4),

podemos escrever

G
(
x, x′, B

)
=

1

(2π)3

+∞∑
`=0

∫
d3pEp(x)G (p,A)E∗p(x′). (B.16)

Aplicando o operador (−Π̂2 + m2
0) à relação (B.16) e usando as eqs. (B.7), (B.6) e (B.15),

encontramos o propagador no espaço dos momenta:

G (p,B) = lim
ε→0

i

p2 −m2
0 + iε

, (B.17)

com p, dado pela Eq. (B.11).

Passando para o espaço euclidiano, a integral de loop e o propagador, no limite x′ → x, são

dados por

GE (B) =
(ω0

2π

) +∞∑
`=0

∫
dpτ
(2π)

dpz
(2π)

1

p2
E

+m2
0

, (B.18)

onde p2
E

= p2τ + p2z + ω0(2`+ 1) e usamos a Eq. (B.12).
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B.3 Propagador fermiônico livre

Vamos reobter o propagador fermiônico livre, novamente com o intuito de facilitar o entedi-

mento do método de Ritus. A equação de Dirac para um part́ıcula livre, de massa m0 e carga

elétrica e, no espaço de Minkowski, é dada por(
/̂P −m0

)
ψ (xρ) = 0,

O propagador de Feynman, neste caso livre, satisfaz(
/̂P −m0

)
S
(
x, x′

)
= iδ4

(
x− x′

)
. (B.19)

Os operadores /̂P e P̂ν comutam; logo, autofunções do operador P̂ν são também autofunções do

operador /̂P . Assim como no caso bosônico livre, a onda plana é autofunção de /̂P , mas com

autovalor /p:

/̂P [exp (−ipµxµ)] = /p [exp (−ipµxµ)] , (B.20)

e o propagador de Feynman fermiônico se escreve

S
(
x, x′

)
=

1

(2π)4

∫
d4p [exp (−ipµxµ)] s̃ (p) [exp (−ipνx′ν)]∗. (B.21)

O propagador fermiônico no espaço dos momenta é encontrado após aplicarmos o operador

( /̂P −m0) à Eq. (B.21) e usarmos as Eqs. (B.20), (B.19) e a Eq. (B.3),

s̃ (p) = lim
ε→0

i(/p+m0)

p2 −m2
0 + iε

. (B.22)

B.4 Propagador fermiônico em um campo magnético

O campo fermiônico imerso em um campo magnético externo B, uniforme e homogêneo na

direção z, satisfaz a equação de Dirac modificada,(
/̂Π−m0

)
Ψ (xν) = 0,

onde Π̂µ = P̂µ − eAµ. O propagador satisfaz(
/̂Π−m0

)
S
(
x, x′, A

)
= iδ4

(
x− x′

)
. (B.23)

Observamos que [ /̂Π, P̂ν ] = −eγµ[Aµ, P̂ν ] 6= 0. Portanto, não podemos expandir S(x, x′, B) em

termos das ondas planas. Como argumentado por Ritus [107], a função de Green do campo

de Dirac é uma função de escalares envolvendo as matrizes γ, o operador Π̂µ e o campo Fµν .

As quantidades escalares posśıveis são: /̂Π, (σµνFµν) e (γ5F
µνF ∗µν), onde F ∗µν = 1

2ε
µναβFαβ.

Como FµνF ∗µν ≈ ( ~E · ~B), vemos que para campos puramente magnéticos, FµνF ∗µν = 0. Ritus

adicionalmente notou que estes operadores comutam com o operador de Dirac ao quadrado, isto

é, [
( /̂Π)2, /̂Π

]
=
[
( /̂Π)2, σµνFµν

]
= 0.
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Portanto, se encontrarmos autofunções Ep do operador ( /̂Π)2, estas também serão autofunções

do operador de Dirac, /̂Π e de S(x, x′, B).

As autofunções Ep são conhecidas na literatura como autofunções de Ritus, e satisfazem

( /̂Π)2Ep = p2Ep. (B.24)

Devemos encontrar a matriz Ep que satisfaz a Eq. (B.24). Dado o calibre fixado, os únicos

elementos não-nulos de Fµν são: F12 = −F21 = −B. Assim, após usarmos σij , dado em (A.6),

podemos mostrar que

( /̂Π)2 = Π̂2 + ωσ12 = Π̂2 + ω(I2 ⊗ σz), (B.25)

onde Π̂2 é dado na Eq. (B.8) com a substituição de ω0 por ω = eB. A partir da expressão

(B.25), notamos que a autofunção Ep deve ser análoga à do caso bosônico, mas com um elemento

matricial que satisfaça o produto tensorial relacionado à matriz σz. Levando em conta o caso

bosônico e a Ref. [73], tentamos uma solução da forma

Ep(x
µ) =

∑
s=±1

Ep,s(x
µ)Ωs, (B.26)

onde s representa a variável de spin do campo fermiônico e Ep,s(x
µ) é dada pela Eq. (B.9) com

ω0 → ω e X(x)→ Xs(x). A matriz Ωs deve ser tal que

(I2 ⊗ σz)Ωs = sΩs. (B.27)

A exigência imposta pela equação (B.27) revela uma matriz Ωs da forma

Ωs = diag(δs,1, δs,−1, δs,1, δs,−1). (B.28)

Ao substituir (B.26) em (B.24) e usar (B.25) e (B.27), encontramos que Xs(x) satisfaz novamente

a equação (B.10), com ω0 → ω e constante de separação

const′ ≡ p2t − p2z + ωs− p2,

com a restrição: const′ = ω(2` + 1). Notamos que as funções Ep,1 e Ep,−1 são dadas pela

expressão (B.14) com ω0 → ω e,

p2 = p2t − p2z − ω(2`+ 1− s). (B.29)

Levando em conta (B.26) e o fato de que
∑

s,s′ ΩsΩs′ = I4, podemos facilmente demonstrar

que ∑
`

∫
d3pEp(x)Ēp(x

′) = (2π)3 δ
(
t− t′

)
δ
(
x− x′

)
δ
(
y − y′

)
δ
(
z − z′

)
(B.30)

e ∫
d4xĒp′(x)Ep(x) = (2π)3 δ`,`′δ

(
pt − p′t

)
δ
[
ω
(
py − p′y

)]
δ
(
pz − p′z

)
.
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onde Ēp(x
′) = γ0E†p(x′ν)γ0. Percebe-se que as autofunções Ep formam um conjunto completo

e, tal como fizemos na Eq. (B.21), escrevemos

S(x, x′, B) =
1

(2π)3

+∞∑
`=0

∫
d3pEp(x)S̃(p,B)Ēp(x

′). (B.31)

A fim de encontrar o propagador fermiônico no espaço dos momenta, devemos aplicar o

operador ( /̂Π − m0) à equação (B.31), usar (B.23) e (B.30). Entretanto, sabemos que Ep(x)

é autofunção de /̂Π, mas não sabemos com qual autovalor. Ou seja, não temos o análogo das

equações (B.2), (B.7) e (B.20).

Por isso, o método de Ritus postula a relação

( /̂Π) Ep = Ep (/̄p), (B.32)

sendo p̄µ um quadri-vetor a ser encontrado, tal que satisfaça a Eq. (B.32) na ordem apresentada.

Após aplicarmos o operador ( /̂Π−m0) à equação (B.31), e usarmos as equações (B.32), (B.23)

e (B.30), ficamos com

S̃(p,B) =
i(/̄p+m0)

p̄2 −m2
0 + iε

. (B.33)

A partir de (B.26) e (B.28), escrevemos as autofunções de Ritus explicitamente:

Ep =


Ep,1 0 0 0

0 Ep,−1 0 0

0 0 Ep,1 0

0 0 0 Ep,−1

 . (B.34)

Usando as expressões (B.34) e (A.6), temos

( /̂Π)Ep =


0 0 −(pt + pz)Ep,1 i(∂1 + ωpy − ωx)Ep,−1

0 0 i(∂1 − ωpy + ωx)Ep,1 −(pt − pz)Ep,−1
−(pt − pz)Ep,1 −i(∂1 + ωpy − ωx)Ep,−1 0 0

−i(∂1 − ωpy + ωx)Ep,1 −(pt + pz)Ep,−1 0 0

 .

(B.35)

O lado direito da Eq. (B.32) é expresso por

Ep(/̄p) =


0 0 (−p̄0 + p̄3)Ep,1 (p̄1 − ip̄2)Ep,1
0 0 (p̄1 + ip̄2)Ep,−1 −(p̄0 + p̄3)Ep,−1

−(p̄0 + p̄3)Ep,1 −(p̄1 − ip̄2)Ep,1 0 0

−(p̄1 + ip̄2)Ep,−1 −(p̄0 − p̄3)Ep,−1 0 0

 .(B.36)

Comparando a Eq. (B.35) com a Eq. (B.36) e resolvendo um sistema de equações diferenciais

acopladas, encontramos

p̄0 = pt ; p̄3 = −pz ; p̄21 + p̄22 = p2t − p2z − p2. (B.37)
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Tendo em vista a Eq. (B.29), descobrimos as componentes de p̄µ para que a Eq. (B.32) seja

satisfeita:

p̄µ = (pt, p̄1, p̄2,−pz), (B.38)

com

p̄21 + p̄22 = ω (2`+ 1− s) .

Escolhendo a origem do eixo coordenado x tal que p̄1 = 0 (a mesma escolha foi feita nos

trabalhos de Ritus), o propagador fermiônico no espaço dos momenta fica dado pela Eq. (B.33),

e

p̄µ =
(
pt, 0,

√
ω(2`+ 1− s),−pz

)
.

Vamos escrever o propagador dado nas Eqs. (B.31) e (B.33) no espaço euclidiano. No limite

x′ → x, temos

SE(B) ≡
( ω

2π

) +∞∑
`=0

∑
s=±1

∫
dpτ
(2π)

dpz
(2π)

(/̄p
E
−m0)

p̄2
E

+m2
0

, (B.39)

com p̄2
E

= p2τ + p2z + ω(2`+ 1− s).
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APÊNDICE C

Relação entre os coeficientes da

expansão da energia livre na

criticalidade para uma transição

de primeira ordem

Abaixo demonstramos a expressão que relaciona os coeficientes A,B e C dada pela Eq. (3.14).

Esta expressão foi usada para descrever transições de primeira ordem tanto em sistemas bosônicos

quanto fermiônicos.

C.1 Dedução da Eq. (3.14)

A densidade de energia livre tipo Ginzburg–Landau é definida como

F(φc) = A |φc|2 + B |φc|4 + C |φc|6 .

Na criticalidade,

F(φc) = 0,

o que equivale a

A+ B |φc|2 + C |φc|4 = 0. (C.1)

Por outro lado, na criticalidade, além da densidade de energia livre, sua primeira derivada

funcional também se anula, i.e.,

δF(φc)

δφc
= 0,

dando a relação

A+ 2B |φc|2 + 3C |φc|4 = 0. (C.2)
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APÊNDICE C. Relação entre os coeficientes da expansão da energia livre na criticalidade para uma transição

de primeira ordem

Levando em conta que |φc|2 ≥ 0, e a Eq. (C.1), podemos escrever uma expressão para o parâmetro

de ordem em função de A,B e C:

|φc|2 =
1

2C

(
−B +

√
B2 − 4CA

)
. (C.3)

Substituindo a Eq. (C.3) na Eq. (C.2), obtemos

A− B
2

C
+
B
√
B2 − 4CA
C

+
3

4C

(
−B +

√
B2 − 4CA

)2
= 0.

Simplificando, ficamos com

2B2

4C
− 2B

√
B2 − 4CA

4C
− 2A = 0,

que pode também ser escrita como

−2B
√
B2 − 4CA = 8AC − 2B2. (C.4)

Elevando ao quandrado a Eq. (C.4), e executando alguns cálculos algébricos intermediários,

encontramos

A =
B2

4C
, (C.5)

que é a Eq. (3.14).
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APÊNDICE D

Continuação anaĺıtica da Função

zeta de Epstein–Hurwitz

bi-dimensional inomogênea

Neste apêndice vamos demonstrar a expressão da função zeta de Epstein–Hurwitz usada ao

longo da tese tanto em sistemas bosônicos quanto fermiônicos.

D.1 Continuação anaĺıtica

A função zeta de Epstein–Hurwitz definida na Eq. (3.27) pode ser continuada analiticamente

para todo o plano complexo ν, veja por exemplo [110, 111]. Da definição

Zc
2

2 (ν, a1, a2, b1, b2) =

+∞∑
n1,n2=−∞

[a1(n1 − b1)2 + a2(n2 − b2)2 + c2]−ν , (D.1)

e levando em conta a conhecida expressão

X−ν =
1

Γ(ν)

∫ ∞
0

dt tν−1 e−Xt, (D.2)

podemos definir

X = a1(n1 − b1)2 + a2(n2 − b2)2 + c2.

Com efeito,

Zc
2

2 (ν, a1, a2, b1, b2) =
1

Γ(ν)

∫ ∞
0

dt tν−1

{
+∞∑

n1=−∞
e[−a1(n1−b1)2t]

}{
+∞∑

n2=−∞
e[−a2(n2−b2)2t]

}
×e−c2t. (D.3)

Da referência [111], temos

+∞∑
n=−∞

e

[
−π

2

t′ (n−b)
2
]

=

√
t′

π

+∞∑
n=−∞

e(−t
′n2+2πinb), (D.4)
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válida para b complexo e t′ real não-nulo e positivo. Fazendo a mudança

t′ =
π2

at
,

podemos expressar a Eq. (D.4) como

+∞∑
n=−∞

e[−a(n−b)
2t] =

√
π

at

+∞∑
n=−∞

e

(
−π

2

at
n2+2πinb

)
. (D.5)

Ao explicitarmos em n a soma do lado direito da Eq. (D.5), i.e., escrevendo a somatória em n

variando entre os inteiros negativos, n igual a zero e entre os inteiros positivos, encontramos

+∞∑
n=−∞

e[−a(n−b)
2t] =

√
π

at

{
2

[
+∞∑
n=1

e

(
−π

2n2

at

)
cos (2πnb)

]
+ 1

}
. (D.6)

Substituindo a Eq. (D.6) na Eq. (D.3), teremos

Zc
2

2 (ν, a1, a2, b1, b2) =
π

√
a1a2

1

Γ(ν)

∫ ∞
0

dt t(ν−1)−1

{
2

[
+∞∑
n1=1

e

(
−π

2n21
a1t

)
cos (2πn1b1)

]
+ 1

}

×

{
2

[
+∞∑
n2=1

e

(
−π

2n22
a2t

)
cos (2πn2b2)

]
+ 1

}
e−c

2t. (D.7)

Distribuindo os termos, ficamos com

Zc
2

2 (ν, a1, a2, b1, b2) =
π

√
a1a2

1

Γ(ν)

∫ ∞
0

dt t(ν−1)−1

{
1 + 2

+∞∑
n1=1

e

(
−π

2n21
a1t

)
cos (2πn1b1)

+2

+∞∑
n2=1

e

(
−π

2n22
a2t

)
cos (2πn2b2) + 22

+∞∑
n1,n2=1

e

(
−π

2

t

(
n21
a1

+
n22
a2

))

× cos (2πn1b1) cos (2πn2b2)
}
e−c

2t. (D.8)

Usando novamente a Eq. (D.2) e a identidade∫ ∞
0

dt tν−1 e−
A
t
−Bt = 2

(
A

B

) ν
2

Kν

(
2
√
AB
)
, (D.9)

obtemos a expressão da extensão anaĺıtica da função zeta de Epstein–Hurwitz bi-dimensional

inomogênea:

Zc
2

2 (ν, a1, a2, b1, b2) =
π

√
a1a2

1

Γ(ν)

Γ(ν − 1)

|c|2ν−2
+

1
√
a1a2

4πν

Γ(ν)

(
1

|c|

)ν−1 [ +∞∑
n1=1

(
n1√
a1

)ν−1
cos (2πn1b1)Kν−1

(
2πc

n1√
a1

)

+

+∞∑
n2=1

(
n2√
a2

)ν−1
cos (2πn2b2)Kν−1

(
2πc

n2√
a2

)

+2

+∞∑
n1,n2=1

√n21
a1

+
n22
a2

ν−1

cos (2πn1b1) cos (2πn2b2)

×Kν−1

2πc

√
n21
a1

+
n22
a2

 . (D.10)
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Ao longo da tese, suprimimos o primeiro termo da Eq. (D.10), pois este termo mostra-se diver-

gente para a análise que fizemos em sistemas bosônicos e fermiônicos. Para ver isto, basta usar

a propriedade

Γ(1 + ν) = νΓ(ν),

para concluir que o primeiro termo da Eq. (D.10) é proporcional a 1/(ν − 1), que diverge no

limite ν → 1.
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