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Resumo

Neste trabalho, apresentamos novas contribuições ao estudo de potenciais inter-part́ıcu-

las dependentes do spin, da velocidade e com efeitos de dimensionalidade. Inicialmente,

calculamos estes potenciais para algumas Eletrodinâmicas estendidas no espaço-tempo

quadri-dimensional. Em seguida, os potenciais são reconsiderados em um cenário cinco-

dimensional. Uma nova prescrição é proposta para restringir a interação ao subespaço

de dimensão quatro imerso nas cinco dimensões e, então, aplicada aos casos das Ele-

trodinâmicas de Maxwell e Proca. Os resultados são comparados com o que se obtém

trabalhando-se diretamente no espaço-tempo quadri-dimensional. O que está em jogo é

a comutatividade dos processos de redução dimensional e cálculo de efeitos semi-clássicos

ou quânticos. Finalmente, obtemos a versão cinco-dimensional da Hamiltoniana de Pauli

para férmions de Dirac e discutimos algumas posśıveis simetrias em presença e na ausência

de massa, já que esta não é uma questão trivial em cinco dimensões.
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Abstract

This work sets out to compute and discuss effects of spin, velocity and dimensionality

on inter-particle potentials systematically derived from gauge field-theoretic models. The

investigation is pursued in four and five dimensional space-times and what we have in

mind is to evaluate the commutativity of two processes: computing the semi-classical or

quantum effects and taking the dimensional reduction to four dimensions. For that, we

here propose a dimensional reduction scheme based on what we refer to as dimensional

restriction and its imprints in four dimensions. Once (massive) Dirac fermions appear

in our five-dimensional scenario, we also devote some attention to the discussion of the

symmetries related to a fermion mass term in this space-time. Finally, in this context, we

work out the five-dimensional version of the Pauli equation focusing on the discussion of

the spin in five and four dimensions.
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Apresentação e Contextualização

A ideia de interação entre part́ıculas, ou entre part́ıculas e algum sistema externo, é

de central importância em todas as áreas, modelos e teorias da F́ısica. E este conceito

vem evoluindo e sendo refinado à medida que a F́ısica avança em sintonia com os métodos

matemáticos e os sistemas a serem estudados se tornam sempre mais complexos, seja na

escala sub-microscópica ou nas escalas astrof́ısica e cosmológica.

O contato inicial que temos com a ideia de uma interação é através do conceito de

força, quando somos introduzidos aos prinćıpios fundamentais da Mecânica Newtoniana.

Em seguida, passando a uma descrição mais anaĺıtica dos sistemas mecânicos, passamos

a representar as chamadas forças conservativas através das funções-potencial, quando se

estabelece que a força está ligada ao gradiente do potencial. A situação mais comum é

quando temos potenciais dependentes das respectivas posições das part́ıculas que intera-

gem. Potenciais clássicos com dependência nas velocidades das part́ıculas interagentes

apareceram mais tardiamente; em 1920, Charles G. Darwin [1] mostrou que o potencial

que descreve a interação entre duas part́ıculas com cargas elétricas, além do conhecido

termo de Coulomb, apresenta termos dependentes das velocidades, obtidos a partir da

Eletrodinâmica Clássica como correções de ordem v2/c2.

Com a introdução da Equação de Schrödinger, a partir de 1926, muito se estudou e

se tem discutido sobre potenciais dependentes da posição, velocidade e spin na Mecânica

Quântica. No tratamento das interações entre part́ıculas através do formalismo da Teoria

Quântica de Campos, o potencial deixa de ser primordial e quem ocupa o lugar primário

é a densidade Lagrangeana de interação. O potencial deixa de ser um dado inicial e passa

a ser calculado como um efeito de baixas energias a partir de um sistema de campos

quânticos associados a part́ıculas cujas interações se deseja investigar. Porém, o processo

de obtenção de potenciais a partir da Teoria Quântica de Campos é uma questão que

passa por sutilezas. Por exemplo, na obtenção de correções envolvendo loop podem apa-

recer contribuições não f́ısicas na amplitude e, conforme [2]-[5], será preciso adotar certas

prescrições para eliminá-las antes do cálculo do potencial.
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É neste contexto que se desenvolveram os trabalhos ao longo do Projeto de Douto-

rado, que foi finalizado com a presente tese. O problema central, relatado nos diferentes

caṕıtulos − que contemplam diferentes situações − é a derivação de potenciais entre

part́ıculas carregadas e com dependência nas posições, velocidades e graus-de-liberdade

de spin. Os potenciais que investigamos são semi-clássicos, considerando-se que algum

tipo de part́ıcula mediadora (virtual) seja trocada entre as part́ıculas que interagem. Di-

ferentes modelos serão considerados e a questão será discutida em conexão com dimensões

extras, o que culminará com uma proposta particular de redução dimensional à qual nos

referiremos como restrição dimensional.

A introdução geral desta Tese encontra-se no Caṕıtulo 1. A proposta é que cada

caṕıtulo posterior tenha a sua própria introdução mais espećıfica e também as suas

próprias conclusões. A ideia é conferir a cada caṕıtulo um status de maior independência.

O desenvolvimento desta Tese está organizado de acordo com o esboço abaixo.

No Caṕıtulo 1, apresentaremos uma introdução da área de potenciais dependentes do

spin e da velocidade, com algumas motivações, tanto teóricas quanto experimentais, e

discutiremos uma das metodologias para calcular esses potenciais. Aqui aproveitaremos

para fazer uma breve discussão de outras colaborações nesta área, que resultaram em

trabalhos publicados [6] [7] [8]. O primeiro e terceiro foram apresentados nas teses [9]

e [10], respectivamente, e o segundo será discutido na tese [11]. Neste caṕıtulo, como

ilustração e preparação para os demais que seguem, será feito um caso particular em

detalhes: o potencial da interação eletromagnética entre férmions (spin-1/2).

No Caṕıtulo 2, desenvolveremos uma prescrição para o cálculo de alguns potenciais,

envolvendo uma certa classe de propagadores e correntes bosônicas, de spin-0 e spin-1, e

fermiônicas de spin-1/2. Em seguida, aplicaremos isso aos casos das Eletrodinâmicas de

Maxwell, Podolski-Lee-Wick e a com parafóton. A principal questão que nos limitaremos

a investigar é a seguinte:
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o quanto diferem os potenciais, dependentes do spin e da velocidade, quando trocamos

a natureza dos portadores de carga/matéria, ou seja, quando trocamos as correntes de

spin-1/2 por spin-0 ou spin-1.

Nossa contribuição a esta investigação foi publicada em [12].

No Caṕıtulo 3, iniciaremos uma pesquisa conectanto potenciais e dimensões extras.

Os trabalhos na literatura ficam restritos às correções estáticas no setor de monopolo-

monopolo, desprezando as contribuições de spin e velocidade. Não adotaremos esta pos-

tura aqui. Em vista disso, propomos o seguinte trabalho:

considerar as contribuições do spin e da velocidade em um cenário com uma dimensão

espacial extra (espaço-tempo 5D) e estudar suas posśıveis repercussões para 4D.

Esta investigação nos coloca questões não consideradas até então como, por exemplo,

a interpretação do spin em 5D e o aparecimento de um novo elemento − o pseudo-spin −

trazido pelos acoplamentos provenientes da dimensão extra. Além disso, nos deparamos

com o problema de compatibilizar a simetria de paridade com férmions massivos em 5D,

na descrição da interação eletromagnética. Esses resultados devem ser submetidos [13].

Em seguida, apresentaremos algumas incursões exploratórias em 5D. Analisaremos a

Hamiltoniana de Pauli e discutiremos a possibilidade de incluir outras simetrias, globais

ou locais, na Lagrangeana de Dirac. Estas encontram-se em seu estágio inicial, requerendo

alguns prosseguimentos e aplicações.

No final dos Caṕıtulos 2 e 3, apresentaremos nossas Conclusões Parciais, onde fare-

mos uma autocŕıtica aos assuntos desenvolvidos. Por último, nas Considerações Finais,

analisaremos a nossa contribuição de modo geral e discutiremos as nossas perspectivas.

No Apêndice A, exibiremos as integrais de Fourier necessárias aos cálculos dos poten-

ciais. Em seguida, no Apêndice B, apresentaremos alguns acoplamentos fermiônicos em

4D e seus limites não-relativ́ısticos.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A busca por novos potenciais de interação ou desvios naqueles já bem conhecidos −

como, por exemplo, gravitacional e eletromagnético − tem sido cada vez mais investigada,

tanto do ponto de vista teórico quanto experimental, como uma informação relevante para

obter os regimes de energia/escala das teorias/modelos propostos ou também como uma

possibilidade de fixar ou limitar os seus parâmetros.

A interação gravitacional foi a primeira a ser investigada. Nomes como Philiponus,

Galileu/Newton foram os primeiros a efetuarem experimentos, envolvendo a queda de

materiais e o pêndulo, respectivamente, com o objetivo de investigar a universalidade

desta interação, i.e., o prinćıpio da equivalência. Para uma apresentação de outros nomes,

percorrendo desde os anos 500 até a década de 1990, bem como outros experimentos e

suas precisões, destacamos o trabalho de revisão [14]. Uma outra questão, que ainda soma

esforços de investigação, refere-se a procura por desvios/correções na lei de potência do

potencial gravitacional − ou na lei da força − em curtas distâncias. Existem diversas

motivações como, por exemplo, a inclusão da contribuição do dilaton [15], da quinta-força

[16] [17] e outras correções provenientes de espaço curvo e/ou dimensões extras [18]. Para

uma revisão mais detalhada, apresentando outras motivações, os experimentos e seus

limites, destacamos os trabalhos [19]-[22]. Além dessas situações, temos a possibilidade

de incorporar as correções de spin [23]-[27]. Nesta direção, citamos alguns experimentos

mais recentes [28] [29], que investigaram os acoplamentos massa-spin e torção-spin.
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No caso da interação eletromagnética, temos que a procura por desvios na lei de

Coulomb, via F ∼ 1/r2+ε, começa a ser efetuada por Robison, Cavendish e Coulomb

entre 1769-1785. Para uma revisão desta pesquisa, com outros nomes e resultados mais

recentes, indicamos os trabalhos de Williams-Faller-Hill [30] e Fulcher [31]. A medida

que vamos diminuindo a distância, esperamos obter correções ao potencial de Coulomb

ou, equivalentemente, na interação de monopolo-monopolo. Por exemplo, pode entrar em

cena o spin, trazendo correções do tipo monopolo-dipolo, dipolo-dipolo e expansões de

multipolos superiores. Destacamos aqui um trabalho mais recente, em 2014, publicado

na Nature [32], em que foi investigada a interação envolvendo os spins, de dois elétrons de

valência de ı́ons separados na região do micrômetro. Neste trabalho, os autores verificaram

um decaimento ∼ 1/r3, t́ıpico da interação entre dipolos. Além disso, podemos introduzir

correções ao potencial de Coulomb através de extensões da Eletrodinâmica de Maxwell.

No Caṕıtulo 2, retornaremos a esta questão, apresentando algumas motivações e propostas

de extensão.

Precisamos ser um pouco mais espećıficos ao citarmos o termo potencial, pois existem

duas situações distintas. Podemos estar nos referindo a interação entre uma part́ıcula

(ou um sistema/conjunto) e um campo de fundo: gravitacional, eletromagnético entre

outros. A outra possibilidade seria o potencial de interação inter-part́ıculas, normalmente

associado à interação de duas part́ıculas através de um campo mediador (ou part́ıcula

virtual). Nesta tese, o foco principal será a última linha de pesquisa, especificamente,

no estudo das contribuições do spin e da velocidade aos potenciais de interação inter-

part́ıculas. No entanto, no Caṕıtulo 3, dedicaremos uma seção ao estudo de uma part́ıcula

na presença de campos externos no contexto de espaço-tempo 5D.

Retornando com a questão das interações. Após discutirmos brevemente a procura

por desvios na gravitação e no eletromagnetismo, passemos agora às outras interações.

Alguns anos após a formulação do Modelo Padrão da F́ısica de Part́ıculas Elementares, de-

senvolvido entre as décadas de 1960-1970, já se tinha a percepção de que este não resolvia

todas as questões e, portanto, precisaria ser complementado com novos setores/simetrias.
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Destacamos aqui dois problemas: a hierarquia de gauge/naturalidade [33] [34], i.e., a mu-

dança abrupta na escala de energia quando introduzimos correções quânticas à massa do

Higgs, e a matéria escura [35]-[38], que, assim como a gravitação, não está contemplada

no Modelo Padrão. Temos diversas propostas para resolver esses problemas como, por

exemplo, supersimetria, Higgs composto e dimensões extras. É nesse contexto que, a

partir da década de 1980, começa uma intensa busca por novos bósons, provenientes de

setores extras ao Modelo Padrão, i.e., no Além do Modelo Padrão, bem como a procura

pela quinta-força. Para trabalhos de revisão nessas áreas, destacamos [39]-[43]. Essa linha

de pesquisa permanece até os dias atuais, com a perspectiva de sinais desses bósons em

experimentos do LHC. Além disso, ressaltamos um experimento recente, envolvendo o

decaimento de um estado excitado do Beŕılio para o fundamental. Este processo pode

estar indicando a presença de um novo bóson, conforme [44].

Em 1984, o seminal trabalho de Moody e Wilczek [45] coloca em evidência a im-

portância de se investigar as correções de spin ao potencial inter-part́ıculas. Neste tra-

balho, os autores calculam os potenciais de interação entre férmions através da troca do

áxion [46] [47] − posśıvel candidato à matéria escura − e verificam que as principais

contribuições aos potenciais são aquelas dependentes do spin. Mais adiante, outros tra-

balhos foram feitos, dentre os quais destacamos o de Dobrescu e Mocioiu em 2006 [48],

que chama novamente a atenção para as correções de spin ao potencial e também as com-

ponentes dependentes da velocidade. Explorando a paridade e a invariância de rotação,

os autores classificaram 16 perfis de interações em baixas energias − envolvendo o spin

e a velocidade − devido a troca de um bóson. A partir destes trabalhos, o estudo das

interações envolvendo o spin e a velocidade começa a se tornar um objeto de investigação

mais frequente na literatura. Uma das questões é a classificação de quais acoplamentos

carregam estas dependências. Isso pode ser relevante em diversas situações como, por

exemplo, em interações com a matéria escura [49] e nas descrições de teorias efetivas para

os núcleons [50] [51]. Uma outra possibilidade, é a análise da repercussão no potencial

quando alteramos a estrutura do propagador. Nesta direção, destacamos alguns casos,
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como a troca de unparticles [52], que são campos com espectro de massa cont́ınuo (veja,

por exemplo, a tese [53]), e em cenários com violação da simetria de Lorentz [54]-[56].

Antes de finalizarmos esta Introdução, vamos citar outros experimentos envolvendo os

potenciais dependentes do spin e da velocidade.

Comecemos com a comparação de relógios com 3He/129Xe [57]. Neste experimento,

investiga-se interações não-magnéticas do tipo V ∼ a·S, com a podendo ser, por exemplo,

a posição, um campo de fundo associado a violação de Lorentz, o campo gravitacional, o

campo elétrico. Neste caso, ressalta-se aqui também a investigação no momento de dipolo

elétrico do 129Xe. Existem outros experimentos com 3He [58], que procuram efeitos

envolvendo as interações monopolo-dipolo: S · r, S · v e S · (v× r). Para estas interações,

temos também experimentos com nêutrons [59].

Destacamos outras possibilidades em experimentos com átomos [60], investigando in-

terações dipolo-dipolo, com as dependências S1 · S2 e (S1 · r)(S2 · r), e da interação e

espectroscopia de moléculas quirais [61], estas com a procura por efeitos monopolo-dipolo,

citados anteriormente. Em um regime mais macroscópico, temos experimentos com terras

raras [62], em que é posśıvel investigar várias interações com spin e velocidade, depen-

dendo da orientação relativa do detector e material, e experimentos com pêndulo de torção

[63], envolvendo interações com altas densidades de elétrons, cujo objetivo foi a análise

das dependências dipolo-dipolo, incluindo a configuração com (S1 × S2) ·r. Na direção de

altas densidades de elétrons, temos também a procura por efeitos da distribuição média

de elétrons da terra (geo-elétrons) em elétrons/núcleons de laboratórios [64]. Por fim,

citamos alguns trabalhos de revisão [65], discutindo esses e outros experimentos.

Uma vez colocado que existem algumas motivações e propostas para a extensão do

Modelo Padrão, ou alguns de seus setores, passemos a análise de como o potencial inter-

part́ıculas reage frente algumas destas extensões. Isso será o foco principal no desenvol-

vimento desta tese.

Este Caṕıtulo encontra-se organizado conforme o seguinte esboço. Na primeira seção,

apresentaremos uma metodologia para o cálculo do potencial inter-pat́ıculas. Em seguida,
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na segunda seção, aplicaremos esta metodologia para a obtenção do potencial da interação

eletromagnética entre férmions (spin-1/2). Por último, faremos uma breve discussão de

outras colaborações, em que investigamos diferentes representações para um mesmo spin

e as suas posśıveis repercussões nos perfis dos potenciais.

1.1 Metodologia

Vamos considerar espalhamento elástico, a ńıvel de árvore, de duas part́ıculas (1 e 2)

com energia/momento inicial (i) e final (f) dados por (E1,i,p1,i ; E2,i,p2,i) e

(E1,f ,p1,f ; E2,f ,p2,f ) . É conveniente trabalharmos no referencial do centro-de-massa (CM),

com a parametrização em termos dos seguintes momentos independentes: o momento

transferido, q = p1,f − p1,i = −(p2,f − p2,i), e o momento médio, p = (p1,i + p1,f )/2 =

(p2,i + p2,f )/2 , conforme a Fig. 1.1. Através da conservação da energia e do momento,

temos que q0 = 0 e q · p = 0 para simplificar a amplitude.

Ao longo deste trabalho, usaremos ηµν = diag(+,−,−,−) e as unidades naturais com

~ = c = 1.

Figura 1.1: Atribuições de momento no referencial do centro-de-massa

A fim de incluirmos as correções de spin e da velocidade ao potencial, utilizaremos o

método descrito em [45] [48]. A prescrição é que o potencial, V , pode ser obtido a partir
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da primeira aproximação de Born, i.e., efetuando-se a integral de Fourier da amplitude

não-relativ́ıstica, MNR, com respeito ao momento transferido q,

V (r) = −
∫

d3q

(2π)3
MNR e

iq·r, (1.1)

onde MNR está relacionada com a amplitude relativ́ıstica de Feynman, M, conforme as

convenções de [66], através de

MNR =
1√

2E1,i

1√
2E1,f

1√
2E2,i

1√
2E2,f

M . (1.2)

A amplitudeM é obtida após aplicarmos as regras de Feynman, colocando os campos,

os vértices de interação e o propagador. Nos casos a serem considerados aqui, esta poderá

ser reescrita na seguinte forma

M∼ J1 〈prop〉 J2 , (1.3)

onde J1 e J2 são as fontes/correntes e 〈prop〉 denota o propagador, com os posśıveis ı́ndices

de Lorentz das representações sendo omitidos.

No caso em que a interação possua alguma simetria, já podemos antecipar a estrutura

geral da amplitude. Por exemplo, considere a interação entre dois férmions, intermediada

pela troca de um bóson. Assumindo a invariância de rotação, é posśıvel obtermos a forma

geral da amplitude não-relativ́ıstica. De acordo com [48], temos que esta é dada pela

combinação

MNR(q,p) = P (q2)
16∑
i=1

Oi(q,p) fi
(
q2/m2,p2/m2

)
, (1.4)

onde fi (q
2/m2,p2/m2) são funções escalares, fixadas pelos acoplamentos, e dependentes

da razão entre os momentos e as massas dos férmions (aqui sendo denotado por m). O

fator P (q2) está associado a contribuição vinda do propagador. No caso mais simples,

P (q2) ∼ 1/(q2 +m2
0), com m0 sendo a massa do bóson. As funções adimensionais Oi (i =

1, ..., 16) trazem os acoplamentos entre o spin (S) e os momentos (q, p). Estas foram
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classificadas conforme as propriedades sobre transformação de paridade. As 8 primeiras,

exibidas abaixo, sendo pares, ou seja, sem trocar de sinal,

O1 = 1 ,

O2 = S1 · S2 ,

O3 =
1

m2
(q · S1) (q · S2) ,

O4,5 =
i

2m2
(S1 ± S2) · (p× q) ,

O6,7 =
i

2m2
[(p · S1)(q · S2)± (p · S2)(q · S1)] ,

O8 =
1

m2
(p · S1) (p · S2) , (1.5)

e as seguintes sendo ı́mpares,

O9,10 =
i

2m
(S1 ± S2) · q ,

O11 =
i

m
(S1 × S2) · q ,

O12,13 =
1

2m
(S1 ± S2) · p ,

O14 =
1

m
(S1 × S2) · p ,

O15 =
1

2m3

{[
S1 · (p× q)

]
(S2 · q) + [S2 · (p× q)] (S1 · q)

}
,

O16 =
i

2m3

{[
S1 · (p× q)

]
(S2 · p) + [S2 · (p× q)] (S1 · p)

}
. (1.6)

Uma das questões que investigamos nos trabalhos [7] e [8] foi o estudo de quais aco-

plamentos carregam as dependências acima. Por exemplo, podemos ter fontes (pseudo-

)escalar e correntes (pseudo-)vetorial, (pseudo-)tensorial e topológicas. Algumas delas

apresentam similaridades nas interações de spin e outras são diferentes. Além disso,

ressalta-se que restringiremo-nos as contribuições até a ordem O(|p2|/m2) e, portanto,

O15,16 não serão consideradas nesta tese.

Por fim, gostaŕıamos de citar outras prescrições para o cálculo do potencial. Podemos

utilizar a prescrição que explora a analiticidade da amplitude [2] ou via loop de Wilson

[67].
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A fim de tornar a presente Metodologia mais instrutiva e útil para os próximos

caṕıtulos, vamos considerar um exemplo na próxima seção.

1.2 Interação Eletromagnética entre férmions

Para nossos propósitos, é conveniente estudarmos a interação eletromagnética de

férmions (spin-1/2) em 4D, descrita pela (densidade) Lagrangeana de Dirac-Maxwell:

LMaxwell
s=1/2 = −1

4
F 2
µν + ψ (iγµ∂µ − eγµAµ −m)ψ , (1.7)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ e ψ = ψ†γ0.

Após acrescentarmos o termo fixador de gauge, − 1
2λ

(∂µA
µ)2, podemos calcular o pro-

pagador, que resulta em

〈AµAν〉 = − i

q2

[
ηµν + (λ− 1)

qµqν
q2

]
. (1.8)

O vértice de interação, Vµ, encontra-se exibido na Fig. 1.2.

Figura 1.2: Vértice de interação da Eletrodinâmica espinorial.

Nesta etapa, precisamos obter a solução de energia positiva da equação de Dirac,

[γµpµ −m]ψ(p) = 0 . (1.9)
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Usando a decomposição em termos de bi-espinores, ψ = (ξ, χ)T , e as matrizes de

Clifford na representação de Dirac,

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, (1.10)

com σi (i = 1, 2, 3) sendo as matrizes de Pauli, é posśıvel eliminar χ e mostrar que

ψ(p) =
1√

E +m

(
(E +m) ξ
σ · p ξ

)
, (1.11)

onde o espinor foi normalizado tal que ψ(p)ψ(p) = 2mξ†ξ.

O bi-espinor básico, ξ, pode assumir os seguintes valores

ξ =

(
1
0

)
,

(
0
1

)
, (1.12)

que referem-se aos spins up e down, respectivamente.

Vamos fixar algumas notações. Considerando a possibilidade de spin flip, usaremos

ξi e ξf para indicar os estados inicial e final do férmion. Por essa razão, é conveniente

definirmos as contrações

δ = ξ†f ξi , 〈S〉 = ξ†f
σ

2
ξi . (1.13)

Esta é justamente o valor esperado do spin.

Agora aplicamos as regras de Feynman do espalhamento no referencial do centro-de-

massa, conforme as atribuições de momento da Fig. 1.1,

iM = ψ1(p + q/2) {−ie1γµ}ψ1(p− q/2)〈AµAν〉 × (1.14)

× ψ2(−p− q/2) {−ie2γν}ψ2(−p + q/2) =

= −e1e2 Jµ(1) 〈AµAν〉 J
ν
(2) , (1.15)

com Jµ = ψγµψ denotando a corrente vetorial.

Utilizando a conservação de corrente, qµJµ = 0, e q0 = 0 na eq. (1.15), podemos

reescrever a amplitude não-relativ́ıstica, eq. (1.2), como segue

MNR = −e1e2
q2

Jµ(1)J(2)µ

(2E1)(2E2)
. (1.16)
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onde foi utilizado que E1,f = E1,i = E1 e analogamente para a part́ıcula 2.

Um passo importante deste cálculo é fixarmos a ordem de nossa aproximação. Vamos

considerar correções até O(|p2|/m2) na amplitude, sem contar o fator vindo do propaga-

dor, que neste caso é dado por 1/q2.

Antes de reescrevermos a amplitude, estudemos as componentes da corrente. Para a

part́ıcula 1, tomamos a solução livre, eq. (1.11), e consideramos E1 ≈ m1+ 1
2m1

(
p2 + q2

4

)
de modo que

J0
(1) = 2m1 δ1 +

1

m1

[
p2 δ1 + i (q× p) · 〈S1〉

]
, (1.17)

J i(1) = 2pi δ1 − 2i εijk qj 〈S1,k〉 . (1.18)

A corrente associada à part́ıcula 2, Jµ(2), pode ser obtida ao tomarmos a seguinte pres-

crição em Jµ(1): q → − q, p → − p e trocar o ı́ndice 1 → 2. Com essas considerações,

obtemos

Jµ(1)J(2)µ

(2E1)(2E2)
= δ1δ2

[(
1 +

p2

m1m2

)
− 1

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
q2

]
+

+ iq ·
{

p×
[
δ1〈S2〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]}
+

− 1

m1m2

[
q2 〈S1〉 · 〈S2〉 − (q · 〈S1〉) (q · 〈S2〉)

]
. (1.19)

Uma vez fornecida a amplitude não-relativ́ıstica, eq. (1.16) com eq. (1.19), usamos a

prescrição na eq. (1.1), i.e., calculamos sua integral de Fourier e, conforme eqs. (A.2)-

(A.4) do Apêndice, teremos

V Maxwell
s=1/2 = e1e2

{
δ1δ2
4πr

[
1 +

p2

m1m2

]
− δ1δ2

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
δ3(r)+

− 2

3

〈S1〉 · 〈S2〉
m1m2

δ3(r) +
Qij

4πr3
〈S1,i〉 〈S2,j〉
m1m2

+

− L

4πr3
·
[
δ1〈S2〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]}
, (1.20)

onde definimos o momento angular, L = r×p, e o tensor de quadrupolo (ou dipolo-dipolo)

Qij = δij − 3
xixj
r2

.
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O primeiro termo, dominante em longas distâncias, é o conhecido potencial de Cou-

lomb (∼ 1/4πr). Em seguida, temos uma correção com a velocidade (ou momenta),

supressa pelas massas dos férmions. Nota-se também a presença de termos de contato,

i.e., aqueles com delta de Dirac, δ3(r), com e sem a dependência no spin. As demais in-

terações de spin aparecem no acoplamento spin-órbita, L·S, e na interação de quadrupolo,

Qij〈S1,i〉 〈S2,j〉.

1.3 Comparando diferentes representações

Nesta seção faremos uma breve discussão de outras colaborações [6]-[8], envolvendo

cálculos de potenciais inter-part́ıculas, com a ideia de se investigar o papel da repre-

sentação de campo para um mesmo spin e os acoplamentos (bilineares) de mistura entre

campos.

Comecemos com a discussão de [7]. Neste trabalho, nosso objetivo foi a comparação

dos potenciais inter-part́ıculas, associados à interação entre férmions devido a troca de um

bóson massivo, descrito por dois modelos. O primeiro dado pela Lagrangeana de Proca,

LProca = −1

4
F 2
µν +

1

2
m2

0A
2
µ (1.21)

e o segundo, a ser citado aqui como modelo {A,B}, descrito por uma Lagrangeana, LAB,

que possui um acoplamento entre Aµ e uma 2-forma, Bµν = −Bνµ, conforme

LAB = −1

4
F 2
µν +

1

6
G2
µνκ +

m0√
2
εµναβ Aµ∂νBαβ, (1.22)

onde Gµνκ = ∂µBνκ+∂νBκµ+∂κBµν e εµναβ denota o śımbolo de Levi-Civita em 4D (com

ε0123 = +1).

Os dois modelos descrevem on-shell uma part́ıcula massiva de spin-1, mas o termo de

massa de Proca quebra a simetria de gauge, enquanto o termo de massa topológica pre-

serva a simetria. O termo topológico refere-se ao fato que este acoplamento é independente

da métrica.
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Supomos a possibilidade dos férmions se acoplarem com os campos de gauge de acordo

com as correntes exibidas na Tabela 1.1.

i Ji/gi

V ψ γµ ψ

PV ψ γµγ5 ψ

T ψΣµν ψ

PT ψ iΣµνγ5 ψ

Tabela 1.1: Corrente fermiônica vetorial (V), pseudo-vetorial (PV), tensorial
(T) e pseudo-tensorial (PT). Todas as constantes de acoplamento (gi) são
adimensionais e Σµν = i

4
[γµ, γν ].

Com essas correntes temos mais possibilidades para compor as amplitudes. Por exem-

plo, no modelo {A,B}, temos propagadores com a seguinte estrutura tensorial 〈AµAν〉,

〈AµBνκ〉 e 〈BµνBκλ〉. A obtenção destes, bem como suas formas expĺıcitas, podem ser

encontradas em [7] e estará, em maiores detalhes, na tese [11]. Vamos focar aqui apenas

na ideia a fim de delimitar aquilo que foi pesquisado e expor alguns dos principais re-

sultados. Com estes propagadores e as correntes acima, obtemos dez potenciais: V
〈AA〉
V−V ,

V
〈AA〉
V−PV , V

〈AA〉
PV−PV , V

〈AB〉
V−T , V

〈AB〉
V−PT , V

〈AB〉
PV−T , V

〈AB〉
PV−PT , V

〈BB〉
T−T , V

〈BB〉
T−PT e V

〈BB〉
PT−PT . Por outro lado,

no caso de Proca, temos o propagador 〈AµAν〉Proca, que pode acoplar-se apenas com as

correntes (pseudo-)vetorial.

Há que se ressaltar que, ao contrário do que será feito ao longo desta tese, aqui despre-

zamos termos de O(|p2/m2|) na amplitude. O procedimento para o cálculo dos potenciais

é análogo ao desenvolvido e utilizado nas seções anteriores. Para isso foi necessário a ob-

tenção do limite não-relativ́ıstico de todas as componentes das correntes da Tabela 1.1,

os resultados estão exibidos no Apêndice B.

Abaixo destacamos dois resultados:

V
〈BB〉
T−T = −g

T
1 g

T
2

2π
〈S1〉 · 〈S2〉

e−m0r

r
, (1.23)

V
〈AB〉
PV−T =

gPV1 gT2√
2πm0µ r3

[
1− (1 +m0r) e

−m0r
]

(〈S1〉 · p) (〈S2〉 · r) (1.24)
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onde µ−1 = m−11 +m−12 é a massa reduzida.

No primeiro potencial, eq. (1.23), observa-se uma interação spin-spin, 〈S1〉·〈S2〉, sendo

o termo dominante. Note que não temos nenhuma massa fermiônica no denominador,

nem apareceu um termo monopolo-monopolo. O aparecimento dessa interação é uma

consequência da estrutura da corrente tensorial, devido ao seguinte limite não-relativ́ıstico

J ij(1),T = ψΣij ψ ∼ εijk〈S1,k〉 . (1.25)

O segundo potencial, eq. (1.24), é da O(|p/m|). Neste também temos uma interação

spin-spin, mas agora dependente da velocidade, conforme o termo (〈S1〉 · p) (〈S2〉 · r).

Após calcularmos todos os potenciais, chegamos aos seguintes resultados: com o mo-

delo de Proca, obtivemos termos com as dependências p · S , (S1 × S2) · r e S1 · S2.

Estas também apareceram no modelo {A,B}, junto com outras dependências, a saber

(S1 × S2) · p , S · r , (S1 · p)(S2 · r) e (r× p) · S.

A conclusão é que temos uma repercussão diferente nos potenciais, dependendo do

modelo escolhido para descrever a part́ıcula massiva intermediadora de spin-1. Tanto a

origem do termo de massa, seja quebrando ou não a simetria de gauge, quanto a escolha

do(s) campo(s) (ou das representações) para descrevê-la são relevantes.

Uma questão interessante, indicada no trabalho, seria uma posśıvel situação experi-

mental, em um regime macroscópico, para distinguir os dois modelos através dos poten-

ciais. De acordo com [62], em experimentos com terras raras existe uma configuração,

denominada por C5, levando-se em conta a posição relativa do detector e do material,

senśıvel apenas ao acoplamento spin-órbita (r×p) ·S. No regime de energias considerado,

este termo apareceu apenas no modelo {A,B}. Em outras configurações do experimento

não conseguiremos distinguir os dois modelos. Por exemplo, na configuração C2, teremos

uma sensibilidade para ambos acoplamentos (S1 · p)(S2 · r) e S1 · S2.

Para finalizarmos esta discussão, ressaltamos que no trabalho [6], mostrou-se que o

modelo {A,B} pode ser compreendido como um setor de um modelo estendido, especifi-

camente, da redução dimensional de um modelo em 5D, envolvendo um campo de gauge,
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Aµ̂ (µ̂ = 0, ..., 4), acoplado com uma 3-forma, C µ̂ν̂κ̂. Esta possui aplicação em cenários de

universo com inflanção. Para maiores detalhes, destacamos a tese [9].

Até aqui apresentamos apenas casos envolvendo correntes fermiônicas. Em [8] foi estu-

dada a matéria de spin-1 em diferentes representações. A primeira sendo a representação

vetorial usual, (1
2
, 1
2
), com dinâmica descrita pela seguinte Lagrangeana

Lvec. = −1

2
W ∗
µνW

µν +m2W ∗
µW

µ , (1.26)

onde definimos Wµν = ∂µWν − ∂νWµ.

A partir desta Lagrangeana, podemos repetir o procedimento feito no caso fermiônico,

ou seja, estudando a equação de movimento para obtermos o campo em um referencial

arbitrário, a fim de compreendermos como os graus de liberdade − leia-se aqui a pola-

rização (ε) e o spin (S) − estão organizados no campo de spin-1. Isso será discutido no

Caṕıtulo 2. Em seguida, precisamos propor as fontes/correntes. Na Tabela 1.2, exibimos

alguns acoplamentos definidos por fontes escalar (S) e pseudo-escalar (PS), e as corren-

tes vetorial (V ) e pseudo-vetorial (PV ), onde W̃µν ≡ 1
2
εµναβW

αβ denota o dual de Wµν e

utilizamos a matriz de spin na representação vetorial

(Σµν
V )αβ = −i

(
δµαδ

ν
β − δναδ

µ
β

)
. (1.27)

i Ji/gi

S W ∗
µW

µ

PS
(
W ∗
µνW̃

µν
)

V (W ∗µνWν +W µνW ∗
ν ) + iqνW

∗κW λ (Σµν
V )κλ

PV
(
W̃ ∗µνWν + W̃ µνW ∗

ν

)
Tabela 1.2: Fontes/Correntes de spin-1 na representação vetorial. As cons-
tantes de acoplamento possuem a seguinte dimensão canônica de massa:
[gS] = −[gPS] = 1 e [gV ] = [gPV ] = 0.

Uma outra descrição para o spin-1 é dada pela representação (1, 0)⊕(0, 1) dos tensores

anti-simétricos, Bµν = −Bνµ, cuja dinâmica é fornecida pela seguinte Lagrangeana

Ltens. = −1

6
G∗µνκGµνκ +

1

2
m2B∗νκBνκ , (1.28)
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com Gµνκ = ∂µBνκ + ∂νBκµ + ∂κBµν .

Anteriormente, no modelo {A,B}, utilizamos Bµν (neutro) como campo de gauge,

i.e., no propagador, e investigamos seu efeito nos potenciais. Agora consideramo-lo nas

fontes/correntes, conforme exibido na Tabela 1.3, onde usamos a matriz de spin na repre-

sentação tensorial

(Σκσ
T )µν,αβ =

1

2

[
ηµα (Σκσ

V )νβ − ηνα (Σκσ
V )µβ + ηνβ (Σκσ

V )µα − ηµβ (Σκσ
V )να

]
. (1.29)

i Ji/gi
S B∗µνB

µν

PS
(
B∗µνB̃

µν
)

V (G∗µνκBνκ +GµνκB∗νκ) + iqσB
∗λκ (Σµσ

T )λκ,αβ B
αβ

PV
(
G∗µνκB̃νκ +GµνκB̃∗νκ

)
Tabela 1.3: Fontes/Correntes de spin-1 na representação tensorial. As cons-
tantes de acoplamento possuem a seguinte dimensão canônica de massa:
[gS] = [gPS] = 1 e [gV ] = [gPV ] = 0.

O limite não-relativ́ıstico dessas correntes, bem como os cálculos dos potenciais, de-

verão ser discutidos em detalhes na tese [11]. Destacamos aqui um caso interessante,

envolvendo o potencial devido a interação entre correntes escalares, trocando um campo

escalar massivo, φ, via propagador de Klein-Gordon, 〈φφ〉 = i/(q2−m2
φ). Estes resultados,

nas representações vetorial e tensorial, encontram-se exibidos abaixo:

V vet
S−S = − g1Sg

2
S

16πm1m2

e−mφr

r

{
δ1δ2

[
1− 1

2

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
p2 −

m2
φ

4

)]
+

− (1 +mφr)

2r2
L ·
(
δ1〈S2〉
m2

2

+
δ2〈S1〉
m2

1

)
+

+

[
δ1

2m2
2r

2

[
δ2(1 +mφr)−

(r · ε2) (r · ε∗2)
r2

(
3 + 3mφr +m2

φr
2
)]

+

+ 1↔ 2

]}
−δ1δ2

96

g1Sg
2
S

m1m2

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
δ3(r) , (1.30)
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V tens
S−S = − g1Sg

2
S

16πm1m2

e−mφr

r

{
δ1δ2

[
1− 1

2

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
p2 +

3

4
m2
φ

)]
+

− (1 +mφr)

2r2
L ·
(
δ1〈S2〉
m2

2

+
δ2〈S1〉
m2

1

)
+

−
[

δ1
2m2

2r
2

[
δ2(1 +mφr)−

(r · ε2) (r · ε∗2)
r2

(
3 + 3mφr +m2

φr
2
)]

+

+ 1↔ 2

]}
−5 δ1δ2

96

g1Sg
2
S

m1m2

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
δ3(r) . (1.31)

onde δ = ε∗ · ε e 〈Si〉 = ε∗j (Si)jk εk, com (Si)jk = −i εijk.

Ao compararmos estes potenciais, observa-se uma universalidade nas interações de

spin e algumas diferenças, de fatores numéricos, no setor monopolo-monopolo, nas deltas

de Dirac e na interação polarização-polarização. Portanto, mesmo em uma descrição on-

shell para o spin-1, temos diferenças nos perfis de alguns potenciais. Isso se deve ao fato de

como a polarização acopla-se com os momentos. É posśıvel mostrar que, na representação

vetorial, temos um acoplamento de modo longitudinal (p·ε) no campo e, na representação

tensorial, de modo transverso (p× ε).
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Caṕıtulo 2

Extensões da Eletrodinâmica de
Maxwell

Embora a Eletrodinâmica de Maxwel tenha conseguido descrever muitos fenômenos −

principalmente aqueles nas escalas microscópica, molecular e até macroscópica − existem

algumas situações em que se faz necessário a busca por sua extensão, compreendendo

desde as escalas dos presentes aceleradores até da astrof́ısica.

A primeira proposta de extensão foi a de Dirac em 1931 [68]. Neste trabalho, o autor

buscava investigar se o elétron é elementar ou composto e acabou propondo o monopolo

magnético, cuja existência implica na quantização da carga elétrica. Em seguida, temos

as formulações não-lineares de Born-Infeld (1932-1935) [69] e Euler-Heisenberg (1935)

[70]. Nesta época já se notava alguns problemas da Eletrodinâmica de Maxwell como, por

exemplo, a divergência do campo elétrico (de uma carga puntiforme) próximo da origem.

A proposta de Born-Infeld resolveu esta questão, apresentando uma finitude do campo

na origem. Para uma discussão mais aprofundada destas Eletrodinâmicas, com algumas

aplicações, destacamos a tese [71] e a dissertação [72], respectivamente.

A partir da década de 1930, a procura por extensões tem se tornado cada vez mais

frequente. Existem diversas propostas na literatura com diferentes motivações como, por

exemplo, correções vindas da Gravitação Quântica de Laços, de limites de baixas energias

da Teoria de Cordas, da quebra da simetria de Lorentz, efeitos dentro de um meio material
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ou de campos eletromagnéticos intensos, entre outros. Apresentaremos algumas propostas

ao longo do desenvolvimento deste caṕıtulo.

Uma vez fixada a proposta de extensão, precisamos analisar quais efeitos esta produz.

Em alguns casos podemos gerar modificações não-triviais na relação de dispersão do fóton,

bem como ser responsável pelo efeito da birrefringência do vácuo [73] [74], i.e., quando a

velocidade da onda eletromagnética começa a depender da polarização/direção. Na escala

astrof́ısica, podemos ter algumas estruturas com campos magnéticos intensos, produzindo

o chamado photon splitting [75], situação na qual, devido a efeitos de polarização do vácuo,

um fóton sujeito a um campo intenso produz outros fótons.

Uma das maneiras de se investigar as Eletrodinâmicas Estendidas é a análise de como

o potencial de interação inter-part́ıculas reage frente essas extensões, seja, por exemplo,

alterando o decaimento 1/r do potencial de Coulomb para algo do tipo-Yukawa, e−mr/r,

ou até mesmo mudando para uma fase confinante. Neste caṕıtulo, propomo-nos justa-

mente ao estudo das modificações/correções ao potencial, mas agora incluindo também

uma análise nos setores de spin e da velocidade.

O caṕıtulo encontra-se organizado da seguinte maneira. Inicialmente, apresentare-

mos prescrições para os cálculos dos potenciais, associados as interações de part́ıculas

de spin-0, spin-1/2 e spin-1. Nesta etapa, deixaremos em aberto a Eletrodinâmica, mas

restringiremo-nos a uma certa classe de possibilidades. Uma motivação para efetuar isto,

além de facilitar os cálculos, é que fica mais simples identificar algumas universalidades

e diferenças quando trocamos os spins das part́ıculas interagentes. Em seguida, aplicare-

mos as prescrições aos casos das Eletrodinâmicas de Maxwell, Podolski-Lee-Wick e a com

parafóton. Por fim, esboçaremos nossas Conclusões Parciais.
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2.1 Prescrições para os cálculos dos potenciais

Nesta seção, partimos da premissa de que o propagador do campo abeliano, Aµ, des-

crito por uma Lagrangeana LED, possua a seguinte estrutura

〈AµAν〉 = ia(q) ηµν + ib(q)qµqν , (2.1)

com a(q) e b(q) sendo fixados após fornecida a forma funcional de LED.

É posśıvel mostrar com o uso de q0 = 0 e q·p = 0 ou, em alguns casos, por conservação

de corrente, que o termo com b(q) não contribuirá na amplitude e, portanto, podemos

ignorá-lo (pelo menos nos modelos a serem estudados aqui). Logo, consideraremos

〈AµAν〉 −→ ia(q) ηµν . (2.2)

A ideia é que a Lagrangeana seja dada por Maxwell acrescido das correções e/ou

extensões com novos campos,

LED = −1

4
F 2
µν + ... (2.3)

assim, alguns resultados conhecidos do caso de Maxwell serão utilizados como, por exem-

plo, o auto-acoplamento do campo escalar e o acoplamento não-mı́nimo com a matéria de

spin-1. Fixadas algumas hipóteses, seguiremos para o desenvolvimento das prescrições.

2.1.1 Potencial de interação entre part́ıculas de spin-0

Consideramos que as interações do fóton com a matéria, descrita por campo escalar

(complexo) φ, sejam dadas pela seguinte Lagrangeana:

Ls=0 = (Dµφ)∗(Dµφ)−m2φ∗φ− V (φ) + LED, (2.4)

onde Dµ = ∂µ + ieAµ é a derivada covariante e V (φ) = λ
4

(φ∗φ)2 o auto-acoplamento da

matéria, colocado na Eletrodinâmica escalar usual (de Maxwell) por questões de renor-

malizabilidade [76] [77].
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Figura 2.1: Vértices da Eletrodinâmica escalar

As regras de Feynman [78], no espaço dos momenta, estão exibidas na Fig. 2.1.

Uma vez que estamos interessados em processos com a troca de apenas um bóson

vetorial a ńıvel de árvore, apenas o vértice V µ será relevante. No entanto, destacamos

que já foram calculadas as contribuições de loop − utilizando-se os vértices Vµν e Vλ − ao

potencial para LED de Maxwell [4] [79].

Logo, aplicando as regras de Feynman, obtemos a amplitude

iM = V µ(p1,i , p1,f ) 〈AµAν〉V ν(p2,i , p2,f ). (2.5)

e, utilizando-se o vértice V µ e o propagador na eq. (2.2), podemos escrevê-la como

M = −e1e2 a(q) ( p1,i · p2,i + p1,i · p2,f + p1,f · p2,i + p1,f · p2,f ) , (2.6)

onde usamos a notação a · b = aµbµ.

Agora expressando esta amplitude no referencial do CM, conforme as atribuições de

momenta da Fig. 1.1, e impondo que o processo seja um espalhamento elástico, ou seja,

considerando-se q0 = 0 e q · p = 0, obtemos

M = −4 e1e2 a(q)
(
E1E2 + p2

)
. (2.7)
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Após dividirmos pelos fatores de energia, seguindo a prescrição na eq. (1.2), chegamos

na amplitude não-relativ́ıstica

MNR = −e1e2 a(q)

(
1 +

p2

E1E2

)
. (2.8)

Note que podemos efetuar uma expansão no segundo termo, pois

p2

E1E2

=
p2

m1m2

− q2 p2

8m1m2

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
+ ... (2.9)

de modo que, desprezando termos acima da O(|p2|/m2), teremos

MNR = −e1e2 a(q)

(
1 +

p2

m1m2

)
(2.10)

Por último, tomamos a integral de Fourier, eq. (1.1), para obter o potencial de in-

teração entre part́ıculas de spin-0:

V (s=0) = e1e2

(
1 +

p2

m1m2

)
I0(r) (2.11)

onde definimos a integral In(r) (aqui com n = 0) no Apêndice, conforme a eq. (A.1a).

2.1.2 Potencial de interação entre part́ıculas de spin-1/2

No caso da interação do férmion com o fóton, a Lagrangeana é dada por

Ls=1/2 = ψ iγµDµψ −mψψ + LED . (2.12)

Nesta situação, aproveitamos as contas desenvolvidas na subseção 1.2, apenas trocando

o propagador de Maxwell, eq. (1.8), pelo propagador na eq. (2.2). Após considerarmos

isso, obtemos a seguinte amplitude não-relativ́ıstica:

MNR = −e1e2 a(q)
Jµ(1)J(2)µ

(2E1)(2E2)
. (2.13)
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A expressão envolvendo a contração entre as correntes, dividida pelos fatores de ener-

gia, foi obtida na eq. (1.19) (no referencial do CM), assim, basta aplicarmos a integral de

Fourier, que resulta em

V (s=1/2) = e1e2

{(
1 +

1

m1m2

p2

)
I0(r) +

−
[

1

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
+

1

m1m2

〈S1〉 · 〈S2〉
]
I1(r) +

+
1

r
I ′0(r) L·

(
〈S1〉
2m2

1

+
〈S2〉
2m2

2

+
〈S1〉+ 〈S2〉
m1m2

)
+

+
1

m1m2

3∑
i,j=1

〈S1,i〉〈S2,j〉Iij(r)
}

(2.14)

onde as integrais In(r) (n = 0, 1) e Iij(r) estão definidas no Apêndice, eqs. (A.1a)-(A.1b),

respectivamente. Por simplificação, foi considerado o caso particular em que δ1 = δ2 = 1.

É interessante compararmos este potencial com o caso escalar V (s=0), eq. (2.11). A

primeira linha de V (s=1/2) é justamente o V (s=0), com a interação fixada pela integral I0(r).

Em seguida, temos as interações de spin, relacionadas com as integrais I1(r) e Iij(r).

2.1.3 Potencial de interação entre part́ıculas de spin-1

A busca por uma teoria microscópica que descreva a interação entre bósons vetoriais

carregados e o fóton, ou seja, uma eletrodinâmica para o spin-1, tomou quase toda a

década de 1960. Nomes como Salam, Komar, Delbourgo, Lee e Yang, apresentaram as

primeiras contribuições [80]-[84] e apontaram os problemas da teoria quântica associada,

como a renormalizabilidade e unitariedade. Em seguida, Tzou, Aronson, Velo e Zwanziger

[85]-[87], somando os esforços iniciais, chegaram a conclusão final de que uma descrição

consistente seria posśıvel apenas em um cenário não-abeliano, contemplando outros seto-

res. Posteriormente, com o estabelecimento da Teoria Eletrofraca, isso fica mais evidente

devido a importância do setor de Higgs e a quebra espontânea da simetria de gauge, que

gera massa para alguns bósons vetoriais, sem violar os limites de unitariedade da seção

de choque dos bósons vetoriais longitudinalmente polarizados [88].

22



Mantendo-nos neste cenário, propomos a seguinte Lagrangeana

Ls=1 = −1

2
W∗µνWµν +m2W ∗

µW
µ + ie(g − 1)W ∗

µWνF
µν + LED , (2.15)

considerando-se que retiramos um setor abeliano de uma teoria mais fundamental (não-

abeliana). Foi usada a notação Wµν = DµWν −DνWµ.

Note que, no primeiro termo da Lagrangeana acima, efetuamos a prescrição de aco-

plamento mı́nimo, ∂µ → Dµ, no termo cinético usual de campos vetoriais carregados.

Já o terceiro termo, foi colocado para garantir o valor correto da razão giromagnética

(g = 2) [89]-[91]. Inicialmente, deixaremos g em aberto. Na perspectiva de uma teoria

abeliana, o terceiro termo é visto como um acoplamento não-mı́nimo. No entanto, no

contexto da teoria SU(2)×U(1), verifica-se que este termo surge do acoplamento mı́nimo

(não-abeliano).

Podeŕıamos seguir o mesmo caminho feito nos casos anteriores, ou seja, a partir das re-

gras de Feynman, construirmos a amplitude. Entretanto, uma vez que estamos analisando

processos a ńıvel de árvore, isso é equivalente a começarmos com

M = i e1e2 J
µ
(1)〈AµAν〉J

ν
(2) . (2.16)

A corrente que colocaremos na amplitude acima será a proveniente do acoplamento

e JµAµ na eq. (2.15), em que nenhum campo de gauge Aµ aparece dentro da corrente

Jµ. Em outras palavras, Jµ é dada pela corrente global acrescida da contribuição do

acoplamento não-mı́nimo,

Jµ = i[W ∗µνWν −W µνW ∗
ν ] + i(g − 1)∂ν [W

νW ∗µ −W ∗νW µ] , (2.17)

com Wµν = ∂µWν − ∂νWµ.

No espaço dos momenta, a mesma pode ser escrita como

Jµ(pi, pf ) = (pi + pf )
µW ∗

ν (pf )W
ν(pi)− ig (pf − pi)νW ∗α(pf ) (Σµν)αβW

β(pi) , (2.18)

onde utilizamos a matriz de spin da representação vetorial, (Σµν)αβ, definida na eq. (1.27).
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O campo vetorial W µ, em um referencial arbitrário, pode ser escrito em termos da

polarização ε, através de

W µ(p) =
( 1

m
(p · ε) , ε+

1

m(E +m)
(p · ε)p

)
. (2.19)

Esta solução pode ser obtida da seguinte maneira. Consideramos a equação de movi-

mento (livre) de W µ e tomando sua derivada, obtemos a chamada condição subsidiária

∂µW
µ = 0. Esta condição, no espaço dos momenta e no referencial de repouso, possui

solução W µ
rep = (0, ε). A eq. (2.19) é o resultado da aplicação de um boost arbitrário em

W µ
rep.

Ao contrário do caso espinorial, em que aparece explicitamente o spin S = σ/2 na

solução ψ(p), temos que em W µ(p) aparece apenas a polarização ε. O spin do campo

vetorial, fornecido pelo setor puramente espacial da matriz de spin, Σij = εijk Sk, é dado

por (Si)jk = −i εijk, satisfazendo a álgebra do grupo SU(2), [ Si,Sj ] = iεijk Sk. Além

disso, em analogia ao caso espinorial, em que definimos 〈S〉 = ξ†f
σ
2
ξi, é conveniente

introduzirmos a notação 〈Si〉 = ε∗j (Si)jk εk.

Com todas essas definições, podemos partir para a obtenção da amplitude. Inserindo

o propagador, eq. (2.2), na eq. (2.16) e utilizando a prescrição dada na eq. (1.2), temos

que a amplitude não-relativ́ıstica do spin-1 fica da mesma forma que do caso spin-1/2,

conforme a eq. (2.13). Agora substituindo a corrente, eq. (2.18), nesta amplitude, com

as atribuições de momento da Fig. 1.1, é posśıvel mostrar que

MNR = −e1e2 a(q)

{
1 +

p2

m1m2

− g2

4m1m2

〈S1〉 · 〈S1〉q2+

+ i(q× p) ·
(
g − 1

2m2
1

〈S1〉+
g − 1

2m2
2

〈S2〉+
g

2m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
g2

4m1m2

(
q · 〈S1〉

)(
q · 〈S2〉

)
− g − 1

2m2
1

(q · ε∗1)(q · ε1)−
g − 1

2m2
2

(q · ε∗2)(q · ε2)
}
, (2.20)

onde, por simplificação, foi assumido que δ = ε∗ · ε = 1.

Até aqui mantivemos a ragão giromagnética g em aberto. Podeŕıamos ter colocado

g = 2 de partida, ao definirmos a Lagrangeana, eq. (2.15). No entanto, não fizemos isso,
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pois gostaŕıamos de averiguar quais termos na amplitude seriam senśıveis a uma mudança

em g. Fica claro agora que, sem o acoplamento não-mı́nimo, i.e., com g = 1, teŕıamos o

cancelamento de algumas contribuições de spin e polarização na amplitude acima.

Por fim, fixando g = 2 e tomando a integral de Fourier desta amplitude, obtemos o

potencial de interação entre part́ıculas de spin-1:

V (s=1) =e1e2

{(
1 +

1

m1m2

p2

)
I0(r)−

1

m1m2

〈S1〉·〈S2〉 I1(r)+

+
1

r
I ′0(r) L ·

(
1

2m2
1

〈S1〉+
1

2m2
2

〈S2〉+
1

m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
3∑

i,j=1

(
1

m1m2

〈S1,i〉〈S2,j〉 −
1

2

( 1

m2
1

ε∗1,iε1,j +
1

m2
2

ε∗2,iε2,j

))
Iij(r)

}
. (2.21)

Antes de especificarmos as Eletrodinâmicas, já é posśıvel estabelecermos uma com-

paração entre os potenciais V (s=0), V (s=1/2) e V (s=1). Notamos que a primeira contribuição,

comum a todos os potenciais, é aquela devido a interação monopolo-monopolo, calculada

inicialmente em V (s=0), que aparece com a integral I0(r). Mais adiante será mostrado

que esta contribuição é a dominante em longas distâncias. Por outro lado, as interações

de spin, associadas as integrais I1(r) e Iij(r), são supressas pelas massas e idênticas nos

potencias V (s=1/2) e V (s=1), exibindo a interação spin-órbita, L·S, e spin-spin. A diferença

marcante entre os casos de spin-1/2 e spin-1 é a interação de polarização-polarização, que

aparece somente para o spin-1.

Uma vez finalizadas as prescrições, partiremos para estudos de casos particulares.

2.2 Eletrodinâmica de Maxwell

Antes de discutirmos as eletrodinâmicas estendidas, vamos, por consistência, aplicar

a prescrição ao caso de Maxwell e comparar com os resultados do caṕıtulo anterior e da

literatura.
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Considerando o propagador de Maxwell, eq. (1.8), temos que

a(q) = − 1

q2
⇒ a(q) =

1

q2
. (2.22)

Uma vez fixado a(q), é posśıvel calcular as integrais I0, I1 e Iij, eqs. (A.1a) e (A.1b), que

fornecem

I0(r) =
1

4πr
, (2.23a)

I1(r) = δ3(r) , (2.23b)

Iij(r) =
1

3
δij δ

3(r) +
1

4πr3

(
δij − 3

xixj
r2

)
, (2.23c)

onde foram utilizadas as integrais de Fourier do Apêndice, eqs. (A.2)-(A.4) com m = 0.

Logo, o potencial de Maxwell para o spin-0, eq. (2.11), fica dado por

V
(s=0)
Maxwell =

e1e2
4πr

(
1 +

p2

m1m2

)
. (2.24)

É interessante compararmos isso com o resultado em [4], que obteve o potencial acima

acrescido de outra correção, cujo denominador possui uma quarta potência na massa

do férmion. Podemos recuperar tal contribuição se adotarmos outra aproximação na

amplitude, considerando-se também o segundo termo da expansão realizada na eq. (2.9).

O potencial de Maxwell para o spin-1/2 reproduz a eq. (1.20) (com δ1 = δ2 = 1). Por

fim, no caso de spin-1, obtemos

V
(s=1)
Maxwell =

e1e2
4πr

{(
1 +

1

m1m2

p2

)
−
(

1

2m2
1

+
1

2m2
2

)
1

r2
+

− 1

r2
L ·
(

1

2m2
1

〈S1〉+
1

2m2
2

〈S2〉+
1

m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
1

m1m2

[
1

r2
〈S1〉 · 〈S2〉 −

3

r4

(
r · 〈S1〉

)(
r · 〈S2〉

)]
+

+
3

2 r4

[
1

m2
1

(ε∗1 · r)(ε1 · r) +
1

m2
2

(ε∗2 · r)(ε2 · r)

]}
+

− e1e2
[

2

3m1m2

〈S1〉 · 〈S2〉+
1

6m2
1

+
1

6m2
2

]
δ3(r) . (2.25)
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Como antecipado na discussão anterior sobre as prescrições para os potenciais, aqui

confirmamos explicitamente a universalidade nas interações de spin no regime não-relativ́ıs-

tico, com a presença das mesmas interações nos casos V
(s=1/2)
Maxwell e V

(s=1)
Maxwell. Além disso,

observa-se que o potencial de Coulomb, consequência da interação monopolo-monopolo,

é o termo dominante em longas distâncias (decai com 1/r e os demais com potências

superiores). Por outro lado, comparando os potenciais do spin-1/2 com spin-1, notamos

algumas diferenças nos setores sem spin: no segundo caso, além da contribuição de po-

larização, aparece uma nova correção com 1/r3 − veja primeira linha da eq. (2.25) − e

também fatores numéricos diferentes nos termos de contato (com δ3(r)). Essas diferenças

aparecem devido a interação entre polarizações ε∗i εjIij(r) (foi usado que ε∗ · ε = 1).

2.3 Eletrodinâmica de Podolsky-Lee-Wick

Nos trabalhos de 1942 e 1944, Podolsky [92] [93] apresentou sua extensão da Eletro-

dinâmica de Maxwell, introduzindo um termo com derivadas superiores, a fim de estudar

a renormalizabilidade. Nesta época o programa de renormalização da Eletrodinâmica de

Maxwell ainda não tinha sido finalizado. Embora a proposta de Podolsky tenha dado

uma teoria renormalizável, esta apresentou alguns problemas, como, por exemplo, o apa-

recimento de um bóson com norma negativa (ghost). Mais adiante, em 1969 e 1970,

Lee e Wick [94] [95], apresentaram sua proposta com o objetivo de estudar o espectro

hadrônico. Este modelo também apresentou um bóson com norma negativa, mas os au-

tores argumentaram que, considerando a teoria como efetiva, ou seja, em baixas energias,

e o bóson numa escala bem acima, não teria problema de excitá-lo nos processos. Poste-

riomente, entra em cena a Cromodinâmica Quântica e a teoria de Lee-Wick é deixada de

lado.

Conforme discutido na dissertação [96], é posśıvel mostrar que a proposta de Podolsky

é equivalente a de Lee-Wick, no sentido de que as duas apresentam o mesmo conteúdo de

campo e, por essa razão, citaremos aqui como a Eletrodinâmica de Podolsky-Lee-Wick

(PLW).
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Mais recente, em 2008, Grinstein, O’Connell e Wise [97], propuseram uma extensão do

Modelo Padrão, baseada no modelo de Podolsky-Lee-Wick, como uma posśıvel solução ao

problema de hierarquia de gauge. Apesar de resolverem esta questão, outros problemas

foram criados, com a presença de novos campos com normas negativas.

Ficaremos aqui restritos ao caso abeliano. A Lagrangeana, na forma de Podolsky, é

dada por

LPLW = −1

4
F 2
µν −

1

4M2
Fµν2F

µν − 1

2λ
(∂µA

µ)2 (2.26)

que possui o seguinte propagador [96]:

〈AµAν〉 = −i
(

1

q2
− 1

q2 −M2

){
ηµν −

qµqν
q2

[
1 + λ

(
q2

M2
− 1

)]}
, (2.27)

de modo que, comparando com o caso geral, eq. (2.2), obtemos

a(q) = − 1

q2
+

1

q2 −M2
⇒ a(q) =

1

q2
− 1

q2 +M2
. (2.28)

Com isso e utilizando as integrais de Fourier do Apêndice, é posśıvel mostrar que

I0(r) =
1

4πr

(
1− e−Mr

)
, (2.29a)

I1(r) =
M2

4πr
e−Mr, (2.29b)

Iij(r) =
1

4πr3

{(
1− (1 +Mr)e−Mr

)
δij −

(
3− (3 + 3Mr +M2r2)e−Mr

) xixj
r2

}
(2.29c)

Agora basta substituirmos essas integrais nos potenciais de spin-0, spin-1/2 e spin-1,

eqs. (2.11), (2.14) e (2.21), respectivamente. Os resultados estão exibidos abaixo:

V
(s=0)
PLW =

e1e2
4πr

(
1 +

p2

m1m2

)(
1− e−Mr

)
, (2.30)
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V
(s=1/2)
PLW =

e1e2
4πr

{(
1 +

1

m1m2

p2

)(
1− e−Mr

)
− 1

8

(
M2

m2
1

+
M2

m2
2

)
e−Mr+

− 1− (1 + rM)e−Mr

r2
L ·
(

1

2m2
1

〈S1〉+
1

2m2
2

〈S2〉+
1

m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
1

m1m2

[
1− (1 +Mr +M2r2)e−Mr

r2
〈S1〉 · 〈S2〉+

− 3− (3 + 3Mr +M2r2)e−Mr

r4

(
r · 〈S1〉

)(
r · 〈S2〉

)]}
, (2.31)

V
(s=1)
PLW =

e1e2
4πr

{(
1 +

1

m1m2

p2

)(
1− e−Mr

)
−
(

1

2m2
1

+
1

2m2
2

)
1− (1 +Mr)e−Mr

r2
+

− 1− (1 +Mr)e−Mr

r2
L ·
(

1

2m2
1

〈S1〉+
1

2m2
2

〈S2〉+
1

m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
1

m1m2

[
1− (1 +Mr +M2r2)e−Mr

r2
〈S1〉 · 〈S2〉+

− 3− (3 + 3Mr +M2r2)e−Mr

r4

(
r · 〈S1〉

)(
r · 〈S2〉

)]
+

+
3− (3 + 3Mr +M2r2)e−Mr

2 r4

[
1

m2
1

(ε∗1 · r)(ε1 · r) +
1

m2
2

(ε∗2 · r)(ε2 · r)

]}
.

(2.32)

Em comparação com o caso de Maxwell, nota-se que, na eletrodinâmica de PLW, não

temos nenhuma delta de Dirac. Isso por causa da subtração presente na eq. (2.28), a qual

implica no cancelamento das deltas nas integrais. Além disso, como esperado, no limite

de M →∞ recuperamos os potenciais de Maxwell (exceto os termos de contato). Antes

desse cálculo, apenas o caso estático do setor de monopolo-monopolo era conhecido e a

primeira correção do nosso resultado coincide com [98], no qual o potencial é dado por

VPLW = e1e2
4πr

(
1− e−Mr

)
.

Como antecipado, as correções de spin permanecem iguais nos potenciais de spin-1/2

e spin-1, mas o setor independente do spin apresenta diferenças, de acordo com o segundo

termo nas eqs. (2.31) e (2.32).
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2.4 Eletrodinâmica com parafóton

Uma das extensões da Eletrodinâmica de Maxwell é dada pela inclusão do parafóton.

O modelo consiste em introduzir um novo campo acoplado com o fóton. As primeiras

propostas foram de Okun (1982) [99] e Georgi-Ginsparg-Glashow (1983) [100]. Nesses

trabalhos, os autores introduziram um campo massivo. Posteriormente, Holdom (1986)

[101] apresentou um modelo com campo sem massa.

A Eletrodinâmica com parafóton pode ser obtida via compactificação da Teoria de

Cordas, apresentando um setor escondido − além dos setores provenientes da simetria

SU(3)× SU(2)× U(1) do Modelo Padrão − que acopla-se com o fóton de acordo com a

seguinte Lagrangeana

Lγ′ = −1

4
F 2
µν −

1

4
B2
µν +

χ

2
BµνF

µν +
m2
γ′

2
B2
µ, (2.33)

onde Bµν = ∂µBν − ∂νBµ, com Bµ representando o campo do parafóton γ′, mγ′ sendo

sua massa e χ um parâmetro adimensional, com valores posśıveis entre 10−12 . χ . 10−3

[102].

A denominação setor escondido se deve ao fato de que o parafóton não se acopla

diretamente com a matéria. Por essa razão, em alguns trabalhos é comum o uso do termo

fóton escondido para o parafóton. No caso em que sua massa é nula, mγ′ = 0, teŕıamos

ainda uma simetria escondida UB(1), i.e., uma simetria de gauge restrita ao setor do

parafóton. No caso massivo, a ser considerado aqui, teremos a possibilidade de alguns

efeitos interessantes como, por exemplo, a oscilação fóton-parafóton − similar a oscilação

de neutrinos − com χ fornecendo o ângulo de mistura. Esta oscilação é investigada no

experimento LSW (em inglês, Light-Shining-through-a-Wall), na qual um fóton incidente

converte-se no parafóton − ou numa outra part́ıcula, que se mistura com o fóton − que

atravessa um meio opaco e depois converte-se no fóton, que será detectado. Para maiores

detalhes deste e outros experimentos, bem como a motivação para associar o parafóton à

matéria escura, destacamos o trabalho de revisão [103].
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Seguiremos a abordagem de [102], no qual o termo de mixing, χ
2
BµνF

µν , é interpretado

como interação, gerando o vértice

V µν
AB = iχ

(
ηµν q2 − qµqν

)
. (2.34)

Desse modo, a Lagrangeana possuirá dois propagadores independentes

〈AµAν〉 = − i

q2

(
ηµν + (λ− 1)

qµqν
q2

)
, (2.35)

〈BµBν〉 = − i

q2 −m2
γ′

(
ηµν −

qµqν
m2
γ′

)
, (2.36)

ou seja, um propagador de Maxwell para o campo Aµ e um de Proca para Bµ.

A ideia é corrigirmos o propagador do fóton através de inserções do campo do pa-

rafóton, obtendo um propagador efetivo

〈AµAν〉eff = 〈AµAν〉+ 〈AµAα〉V αρ
AB〈BρBλ〉V λσ

AB〈AσAν〉+ · · ·

= − i

q2

(
ηµν + (λ− 1)

qµqν
q2

)
− iχ2

q2 −m2
γ′

(
ηµν −

qµqν
q2

)
+O(χ4). (2.37)

onde o truncamento acima é justificado pelos valores pequenos de χ.

Comparando a expressão acima com a forma geral, eq. (2.2), temos que

a(q) = − 1

q2
− χ2

q2 −m2
γ′

⇒ a(q) =
1

q2
+

χ2

q2 +m2
γ′
. (2.38)

Nesse caso, as integrais relevantes para os cálculos dos potenciais serão as seguintes:

I0(r) =
1

4πr

(
1 + χ2e−mγ′r

)
, (2.39a)

I1(r) = (1 + χ2)δ3(r)−
χ2m2

γ′

4πr
e−mγ′r , (2.39b)

Iij(r) =
1 + χ2

3
δij δ

3(r) +
1

4πr3

(
1 + χ2(1 +mγ′r)e

−mγ′r
)
δij+

− 1

4πr3

(
3 + χ2(3 + 3mγ′r +m2

γ′r
2)e−mγ′r

)xixj
r2

. (2.39c)
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Por fim, substituindo essas integrais nos potenciais de spin-0, spin-1/2 e spin-1, con-

forme as eqs. (2.11), (2.14) e (2.21), respectivamente, obtemos

V
(s=0)
γ′ =

e1e2
4πr

(
1 +

p2

m1m2

)(
1 + χ2e−mγ′r

)
, (2.40)

V
(s=1/2)
γ′ =

e1e2
4πr

{(
1 +

1

m1m2

p2

)(
1 + χ2e−mγ′r

)
+
χ2

8

(
m2
γ′

m2
1

+
m2
γ′

m2
2

)
e−mγ′r+

− 1 + χ2(1 + rmγ′)e
−mγ′r

r2
L ·
(

1

2m2
1

〈S1〉+
1

2m2
2

〈S2〉+
1

m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
1

m1m2

[
〈S1〉 · 〈S2〉

1 + χ2(1 +mγ′r +m2
γ′r

2)e−mγ′r

r2
+

−
3 + χ2(3 + 3mγ′r +m2

γ′r
2)e−mγ′r

r4

(
r · 〈S1〉

)(
r · 〈S2〉

)]}
+

− e1e2(1 + χ2)

[
2

3m1m2

〈S1〉 · 〈S2〉+
1

8m2
1

+
1

8m2
2

]
δ3(r) , (2.41)

V
(s=1)
γ′ =

e1e2
4πr

{(
1 +

1

m1m2

p2

)(
1 + χ2e−mγ′r

)
−
(

1

2m2
1

+
1

2m2
2

)
1 + χ2(1 +mγ′r)e

−mγ′r

r2
+

− 1 + χ2(1 +mγ′r)e
−mγ′r

r2
L ·
(

1

2m2
1

〈S1〉+
1

2m2
2

〈S2〉+
1

m1m2

(
〈S1〉+ 〈S2〉

))
+

+
1

m1m2

[
1 + χ2(1 +mγ′r +m2

γ′r
2)e−mγ′r

r2
〈S1〉 · 〈S2〉+

−
3 + χ2(3 + 3mγ′r +m2

γ′r
2)e−mγ′r

r4

(
r · 〈S1〉

)(
r · 〈S2〉

)]
+

+
3 + χ2(3 + 3mγ′r +m2

γ′r
2)e−mγ′r

2 r4

[
1

m2
1

(ε∗1 · r)(ε1 · r) +
1

m2
2

(ε∗2 · r)(ε2 · r)

]}
+

− e1e2(1 + χ2)

[
2

3m1m2

〈S1〉 · 〈S2〉+
1

6m2
1

+
1

6m2
2

]
δ3(r) . (2.42)

Novamente, apenas o caso estático de monopolo-monpolo era conhecido na literatura

[102] e confere com a primeira contribuição do nosso resultado, Vγ′ = e1e2
4πr

(1 + χ2e−mγ′r).

Além disso, obtemos uma nova correção para esse setor, que destaca uma diferença entre

o spin-1/2 e spin-1. No primeiro caso, aparece uma correção do tipo χ2e−mr/r, mas agora
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com o fator m2
γ′/m

2
1(2) (veja segundo termo da eq. (2.41)). Por outro lado, no segundo

caso, aparece um decaimento com 1/r3 e fator 1/m2
1(2) (veja segundo termo da eq. (2.42)).

As interações de spin permanecem iguais.

Por último, destacamos uma outra possibilidade para o estudo da Eletrodinâmica com

parafóton. Conforme [104], ao invés de considerarmos inserções, podeŕıamos, no contexto

da integral funcional, ter integrado no campo do parafóton e obtido uma teoria efetiva

para o fóton. A partir dessa Lagrangeana efetiva, calcula-se o potencial. Isso foi feito

nessa referência, para o caso estático do setor de monopolo-monopolo, resultando em

V =
e1e2
4πr

(
1 +

χ2

(1− χ2)
e−mγ′r

)
, (2.43)

que, após expansão em χ, coincide com os resultados anteriores nas primeiras contribuições

da ordem χ2.

2.5 Conclusões Parciais

Neste caṕıtulo, generalizamos os resultados conhecidos na literatura para os poten-

ciais inter-part́ıculas nas Eletrodinâmicas de Podolsky-Lee-Wick e a do parafóton. Uma

das nossas principais contribuições foi apresentar as correções dependentes do spin e da

velocidade para correntes de spin-0, spin-1/2 e spin-1, abrindo possibilidades de outras

investigações fenomenológicas como, por exemplo, imposição de limites em M e χ via

interação spin-órbita ou quadrupolar.

Além dos potenciais obtidos para essas Eletrodinâmicas Estendidas, destaca-se também

o desenvolvimento de prescrições simples para os cálculos dos potenciais de um conjunto

de Eletrodinâmicas, com propagador descrito por a(q). Nossos resultados, eqs. (2.11),

(2.14) e (2.21), já indicam uma universalidade nas interações de spin e a possibilidade de

obter diferenças entre spin-1/2 e spin-1 nas correções superiores ao setor de monopolo-

monopolo. Passemos agora a discussão de algumas limitações dessa prescrição.

A principal hipótese é que o propagador pudesse ser decomposto conforme a eq. (2.2).

Isso é naturalmente violado por modelos com quebra da simetria de Lorentz. Para efeitos
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de ilustração, consideremos um exemplo, dado pela Eletrodinâmica de Myers-Pospelov

[105], descrita pela Lagrangeana

LM−P = −1

4
F 2
µν +

g

2
nµFµν(n · ∂)nαF̃

αν , (2.44)

onde nµ é o vetor de fundo, que quebra a simetria de Lorentz, e g = ξ/Mp, com ξ sendo

uma constante adimensional supressa pela massa de Planck Mp.

Conforme [106] [107], o propagador desse modelo (com gauge fixado), no espaço dos

momenta, é dado por

〈AµAν〉 =
1

D(k)

{
−k2ηµν − 4g2(n · k)4n2wµν +

− 4g2(n · k)4
[
nµnν − (n · k)

k2
(kµnν + kνnµ)

]
+

+ 2gi(n · k)2εµναβnαkβ

}
, (2.45)

onde D(k) = k4 − 4g2(n · k)4 [(n · k)2 − n2k2].

Claramente percebe-se que a eq. (2.45) não pode ser conduzida na forma da eq. (2.2).

A introdução de um vetor de fundo acarreta na mudança do conjunto de projetores de

spin do modelo e, consequentemente, teremos novos termos no propagador.

Buscar uma prescrição geral para potenciais envolvendo modelos com violação de

Lorentz ainda não parece viável, pois temos muitas possibilidades de combinações e novos

termos a serem colocados na estrutura geral do propagador. Além disso, precisaŕıamos

restringir a forma com que a quebra é implementada na Lagrangeana, uma vez que, além

do vetor de fundo nµ, existe a possibilidade de quebra via tensores.

Uma outra limitação da nossa prescrição é que exclúımos os modelos que apresen-

tam bilineares de mistura entre o campo vetorial Aµ com um outro campo. Nesses casos

teŕıamos os chamados propagadores mistos. Por exemplo, considere um bilinear de mis-

tura entre o campo vetorial Aµ com um escalar φ na seguinte Lagrangeana:

LA−φ =
1

2
(∂µA

µ)2 +
1

2
(∂µφ)2 −mφ∂µA

µ − 1

4ξ
(∂µAν − ∂νAµ)2 , (2.46)
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onde ξ é um parâmetro de gauge.

É posśıvel mostrar que os propagadores são dados por

〈φφ〉 =
i

k2 −m2
, (2.47)

〈φAµ〉 = −〈Aµφ〉 =
m

k2 −m2

kµ
k2
, (2.48)

〈AµAν〉 =
i

k2 −m2

kµkν
k2
− i ξ

k2

(
ηµν −

kµkν
k2

)
. (2.49)

Logo, após especificarmos os acoplamentos com a matéria, podeŕıamos ter uma con-

tribuição não-trivial do propagador misto 〈φAµ〉 na amplitude e que teria relevância no

potencial. Um modo de contornar a limitação da prescrição, seria utilizarmos uma outra

abordagem, via inserção para obter um propagador efetivo, 〈AµAν〉eff , como feito para o

caso do parafóton (veja eq. (2.37)).

Uma outra possibilidade, com problema análogo ao caso anterior, seria acoplarmos

Aµ com campos tensoriais. Por exemplo, o modelo {A,B} apresentado no Caṕıtulo 1.

Neste caso, além de 〈AµAν〉 e 〈BµνBαβ〉, aparece também o propagador misto 〈AµBνλ〉.

A forma expĺıcita desses propagadores, bem como os potenciais dependentes do spin e da

velocidade, podem ser encontrados em [7]. Há que se ressaltar que uma prescrição geral

para potencias, com termos de mistura entre Aµ e campos tensoriais, foi desenvolvida na

dissertação [108], mas sem levar em conta as contribuições de spin e da velocidade, ou

seja, considerou apenas a interação monopolo-monopolo.

Através desses dois últimos exemplos, podeŕıamos colocar a seguinte questão: até que

ponto é equivalente consideramos o termo de mistura como sendo leǵıtimo, i.e., sendo parte

cinética da Lagrangeana, ou como inserção no propagador? A informação crucial para

responder essa questão encontra-se na especificação dos acoplamentos com a matéria. Por

exemplo, considere o modelo {A,B}. Ao efetuarmos inserções, obteŕıamos um propagador

efetivo 〈AµAν〉eff , que na amplitude poderia estar acoplado com uma corrente (pseudo-

)vetorial. Por outro lado, ao interpretarmos o termo de mistura como termo cinético,

teŕıamos os propagadores 〈AµAν〉, 〈AµBνλ〉 e 〈BµνBαβ〉, que podem acoplar-se com as
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correntes (pseudo) -vetorial e/ou (pseudo-)tensorial. A interação de spin vinda da corrente

(pseudo)-tensorial não é igual a da corrente (pseudo-)vetorial e, por essa razão, esperamos

diferenças nessas duas abordagens, na situação em que a matéria acopla-se com todos os

campos de gauge. No caso do parafóton, adotamos a abordagem da inserção, pois este

acopla-se apenas com o fóton e não (diretamente) com a matéria.

Por fim, toda a discussão feita neste caṕıtulo ficou restrita ao espaço-tempo 4D. O

estudo de potenciais em dimensões arbitrárias é um objeto de investigação, conforme

[109]-[112]. No entanto, esses trabalhos ficam restritos ao setor de monopolo-monopolo.

A inclusão das correções de spin é uma questão em aberto, pois antes precisaŕıamos com-

preender como é a estrutura de spin da matéria em D-dimensões. No próximo caṕıtulo,

apresentaremos uma contribuição inicial, desenvolvendo alguns casos particulares em 5D.
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Caṕıtulo 3

Aspectos de Dimensionalidade

Há mais de um século, a F́ısica vem experimentando um reavivado interesse pelo estudo

das teorias de campos definidas em espaço-tempo com dimensões mais altas do que quatro.

Diversas motivações apareceram ao longo deste peŕıodo, percorrendo a proposta da uni-

ficação das interações fundamentais, especificamente, no ińıcio com o Eletromagnetismo

e Gravitação, chegando até as Teorias de Supergravidade e Cordas e, mais recentemente,

na Matéria Condensada, com a proposta teórica dos Supercondutores Topológicos.

Uma das principais questões que surgiram nesse cenário é a chamada redução dimen-

sional, i.e., a explicação de como as dimensões extras se desacoplam das quatro dimensões

espaço-temporais que experimentamos. No começo, considerou-se que as dimensões ex-

tras fossem compactas e, mais adiante, com a ideia de algumas geometrias, isso poderia

ser evitado.

Uma vez fixada a proposta de redução dimensional − coloca-se aqui que não existe

um consenso e sim várias prescrições − surgiu, há algumas décadas, a pergunta se os

efeitos quânticos deveriam ser computados antes ou depois do processo de redução. Neste

caṕıtulo pretendemos contribuir nesta questão via um estudo semi-clássico do potencial

inter-part́ıculas, realizado em dimensões superiores e, em seguida, a aplicação de uma

proposta de redução do potencial. Em outras palavras, vamos efetuar os cálculos em

dimensões superiores e depois reduzir, ou restringir, como será explicado mais adiante, ao

invés de reduzirmos a ação e depois calcularmos os potenciais. Mostraremos que os dois
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caminhos podem não ser comutativos se considerarmos correções superiores à interação

de monopolo-monopolo.

O desenvolvimento deste caṕıtulo encontra-se organizado da seguinte maneira. Na

primeira seção, faremos uma revisão histórica dos trabalhos envolvendo dimensões extras

e as reduções dimensionais. Em seguida, na segunda seção, efetuaremos os cálculos dos

potenciais inter-part́ıculas, incluindo as correções de spin e velocidade, para as Eletro-

dinâmicas de Maxwell e Proca em 5D. Nesta seção, será proposto uma prescrição para

restringir a interação de 5D ao subespaço 4D e os resultados serão comparados com os

potenciais calculados diretamente em 4D. Na terceira seção, discutiremos a Hamilto-

niana de Pauli e outras posśıveis simetrias em 5D. Por último, apresentaremos nossas

Conclusões Parciais.

3.1 Revisão Histórica

Em 1914, Nordström [113], tendo como objetivo elaborar um cenário unificado para

o eletromagnetismo e um campo gravitacional escalar, introduz a ideia de uma quinta

dimensão. Este trabalho deve ser considerado como o marco inicial da proposta de di-

mensões extras em F́ısica. Nesta linha, em 1921, Kaluza [114] adotou a ideia de Nordström

de uma dimensão espacial suplementar, tendo também em vista a proposta de unificar a

gravitação − agora, na formulação Einsteiniana, portanto, com um campo gravitacional

tensorial, não mais escalar − e o eletromagnetismo. Unificação, neste contexto, significa

que, apesar de todas as suas diferenças, estas duas interações podem ser compreendidas

como tendo uma origem em comum. Desde então, a proposta de se entender geometrica-

mente os números quânticos internos (como a carga elétrica, por exemplo) ganhou adesão

na comunidade das interações fundamentais. Da mesma forma que energia e momento

são descritos em conexão com as translações espaço-temporais, o que se propunha era

compreender os números quânticos internos e as interações a estes associadas através de

simetrias ligadas às dimensões extras.
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Em 1926, independentemente, três autores − Klein [115], Mandel [116] e Fock [117] −

retomam a iniciativa de Nordström e Kaluza, propondo que a interação eletromagnética

deixasse de ter o status de uma interação especial e passasse a ser vista simplesmente como

uma componente da interação gravitacional, com o sistema gravitacional, porém, em uma

dimensão extra. Em 1938, Klein [118] apresenta, na épica Conferência New Theories in

Physics, realizada em Varsóvia, o seu notável seminário On the theory of charged fields

− que seria a primeira versão do que chamamos atualmente The Theory of Everything

− no qual notavelmente unificava todas as part́ıculas conhecidas desde o elétron até

então (incluindo áı os hipotéticos mésons−π previstos por Yukawa em 1935 [119]) em

uma descrição unificada das interações gravitacional, eletromagnética e nucleares (forte e

fraca) em um espaço-tempo 5D.

No mesmo ano de 1938, Bergmann e Einstein [120] introduzem um elemento novo a

partir da proposta de Kaluza e Klein: compreender a quantização da carga elétrica de

uma forma diferente do que Dirac havia proposto em seu trabalho de 1931 [68]. Bergmann

e Einstein associam a simetria U(1) do eletromagnetismo à ideia de uma quinta dimensão

compacta e esta propriedade justifica a natureza quantizada da carga elétrica. Logo, nesta

proposta os autores propõem a geometrização da carga elétrica.

Após a considerável interrupção, devido à II Grande Guerra, no fluxo das ideias que

avançavam no riqúıssimo peŕıodo 1925-1938, a área das interações fundamentais em as-

sociação com a teoria quântica de campos é retomada no pós-guerra, mas com direciona-

mento para questões das propriedades f́ısicas e as interações entre as chamadas part́ıculas

elementares. Os mésons−π de Yukawa são descobertos em 1947, a compreensão da Ele-

trodinâmica Quântica avança com interesse renovado e a F́ısica Hadrônica, com o desen-

volvimento dos aceleradores de part́ıculas, passa a ser dominante na área das Interações

Fundamentais. Neste cenário, as ideias de Kaluza-Klein deixam de ter o protagonismo

que haviam conquistado na década de 1930.
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Apesar do hiato que se preanunciava para as chamadas Teorias de Kaluza-Klein, é im-

portante destacar que a ideia de se geometrizar as interações (agora, na década de 1950, é

a vez das interações nucleares) não está completamente esquecida. Shaw e Salam (na tese

[121]) e contemporaneamente, Yang-Mills [122] concebem, em 1954, as chamadas Teorias

de Yang-Mills-Shaw, que se propõem a descrever, com uma abordagem mais geometri-

zada, a interação nuclear forte entre prótons e nêutrons, não mais mediada pela troca de

bósons escalares (os mésons−π de Yukawa), mas, agora, em maior proximidade ao para-

digma eletromagnético: a troca de bósons vetoriais. Na formulação de Yang-Mills-Shaw

os próprios mésons−π interagem nuclearmente trocando também esta nova categoria de

mediadores. Em 1956, Utyiama [123] publica um importante trabalho, no qual sublinha

de forma mais contundente a similaridade da formulação de Yang-Mills-Shaw com a des-

crição geométrica da gravidade em que se baseia a Teoria da Relatividade Geral. Em 1961,

Kibble [124] aprofunda e esclarece melhor o trabalho de Utyiama e reescreve a gravitação

como uma teoria de Yang-Mills-Shaw elegendo a simetria de Lorentz da Relatividade Es-

pecial como grupo de gauge da formulação. Podemos estabelecer este marco como o final

daquela que se poderia chamar fase-I das Teorias de Kaluza-Klein. Mesmo sem introduzir

as dimensões extra, as Teorias de Yang-Mills-Shaw seguem a proposta de Kaluza-Klein

de se geometrizar interações associadas a números quânticos internos, como carga elétrica

e spin isotópico. A área de dimensões extras e/ou geometrização de simetrias internas

entra em silêncio de novo, mas, desta vez, somente até 1976.

O peŕıodo 1962-1976 é efervescente em outras direções: muitas novas ideias, outros

paradigmas, avanços na compreensão da implementação de simetrias, grandes previsões

teóricas, descobertas que consagram estas previsões, completa-se a Teoria Eletrofraca de

Salam-Glashow-Weinberg em 1967; entra em cena a liberdade assintótica com os experi-

mentos do SLAC em 1968/1969 e Gross-Wilczek e Politzer, independentemente, demons-

tram, em 1973, no âmbito de uma Teoria de Yang-Mills-Shaw com grupo de gauge SU(3),

a propriedade de liberdade assintótica dos quarks. Neste contexto, as interações eletrofra-

cas e nucleares fortes atingem o status teórico de teorias quânticas de campos consistentes

40



e aptas a descrever a fenomenologia do mundo das part́ıculas genuinamente elementares

(quarks, léptons carregados, neutrinos e bósons vetoriais intermediários). Temos, então,

formulado o Modelo Padrão da F́ısica de Part́ıculas Elementares.

Deve-se, aqui, chamar atenção para o relevante trabalho de Dirac de 1963 [125], onde o

autor estuda o grupo de anti-de Sitter, SO(2, 3), e obtém a peculiar representação dos sin-

gletons, que são restritas ao espaço de anti-de Sitter e não aparecem como representações

do grupo de Poincaré, mesmo no limite de constante cosmológica nula. Ainda que sendo

realizado em (1+3) dimensões, i.e., sem a incorporação de uma dimensão extra, este tra-

balho merece ser citado por antecipar a ideia da correspondência AdS/CFT , conjecturada

por Maldacena (1998) [126] e reafirmada por Witten (1998) [127], ao discutirem o espaço

de anti-de Sitter 5-dimensional, AdS5.

No novo cenário que se descortina, dois grande projetos ocupam a comunidade da

área das interações fundamentais: a formulação consistente de uma teoria quântica da

gravitação e a busca de um formalismo unificado que demonstre que todas as quatro

interações (eletromagnética, nuclear fraca, nuclear forte e gravitação) têm uma origem

em comum. A gravitação, de um ponto de vista mais microscópico, catalisa um grande

número de esforços e isto contribui para o que ocorrerá alguns anos à frente, mais exata-

mente, em 1978, o renascimento das Teorias de Kaluza-Klein. A ponte que se estabelece

para este ressurgimento é a introdução da Supersimetria (1973) e da Supergravidade

(1976) na área das teorias para as interações fundamentais.

É justamente o aparecimento das teorias de supergravidade que restaura o interesse

e estimula a busca de novos caminhos para as Teorias de Kaluza-Klein e os métodos

de redução dimensional. Em 1975, Scherk e Schwarz [128] retomam os cenários multi-

dimensionais e propõem um método de redução dimensional apropriado para estudar o

espectro de campos em modelos reduzidos dimensionalmente a partir de modelos defi-

nidos inicialmente em dimensões mais altas. A redução dimensional é trivial: consiste

em se considerar apenas as configurações de campos que não dependem das coordenadas

espaço-temporais extras; considera-se que os campos dependam apenas das coordenadas
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espaço-temporais do espaço de Minkowski em 4D. Esta prescrição funciona para o estudo

do chamado setor de modos-zero (campos de massa nula) e é útil também para se chegar

às simetrias internas do modelo reduzido. Entretanto, a ideia é imposta por decreto, e

não segue naturalmente da dinâmica do sistema de campos

Buscando uma prescrição com mais fundamentação dinâmica, Cremmer e Scherk [129]

desenvolvem, em 1976, um novo mecanismo de redução dimensional, um passo adiante

da proposta de Kaluza-Klein: a chamada redução dimensional por compactificação es-

pontânea, na qual a dinâmica que se dá em dimensões mais altas indica, através das

soluções das equações de campo, que a geometria pode ser fatorada em um espaço-tempo

de (1+3) dimensões e um espaço interno N−dimensional, cujas isometrias se associam

às simetrias de gauge do mundo quadridimensional. A compactificação espontânea abre

uma nova era de efervescentes atividades na busca pela unificação e encontra uma forte

base teórica na supersimetria; esta provê, através de seus supermultipletes, os campos de

matéria necessários para a indução da compactificação espontânea. Sem supersimetria, a

introdução destes campos torna-se um processo ad-hoc. Em um cenário de supersimetria

estendida, a matéria é naturalmente introduzida nos supermultipletes de gauge ou nos

supermultipletes de gravitação.

Em seguida à contribuição de Cremmer-Scherk, o peŕıodo 1976-1978 foi marcado pela

publicação de vários trabalhos onde se apresentavam diferentes modelos à la Kaluza-Klein

baseados no fenômeno da compactificação espontânea, sempre com vistas ao projeto de

unificação de todos os campos de força. Em 1978, Nahm [130] mostra que 11 é o número

máximo de dimensões permitidas pela supersimetria e, em 1979, Scherk e Schwarz [131]

estudam a geração de massa e um mecanismo de quebra espontânea da supersimetria por

redução dimensional na formulação de compactificação espontânea da supergravidade,

abordagem que se difundiu sob a terminologia de Supergravidades de Kaluza-Klein. Es-

tas foram de central importância e dominaram a literatura referente à unificação e à

investigação da gravitação quântica até 1987.
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Em 1980, destaca-se o trabalho de Freund-Rubin [132], que aplica o mecanismo da

compactificação espontânea à supergravidade maximalmente estendida (11-dimensional):

chega-se a um espaço-tempo quadridimensional com constante cosmológica negativa, isto

é, um espaço-tempo de anti-de Sitter (AdS). Este trabalho é a base para a compreensão da

relação entre supersimetria e espaços da categoria AdS. Cabe ressaltar também que, em

1980, Orzalesi [133] publica um importante trabalho de revisão cŕıtica sobre a unificação

do ponto de vista das Teorias de Kaluza-Klein.

Em 1981, Witten [134] publica um trabalho indicando que 11 dimensões, além de ser

o espaço-tempo mais amplo posśıvel para acomodar a supersimetria, é também o número

mı́nimo de dimensões para acomodar um grupo de isometria SU(3)× SU(2)×U(1), que

nada mais é do que o grupo de gauge do Modelo Padrão.

Recebeu notada atenção o trabalho de Percacci e Randjbar-Daemi [135], em 1982,

onde os autores mostram que o mecanismo de compactificação espontânea, associado à

presença de campos de Yang-Mills já introduzidos em altas dimensões, pode eliminar

a constante cosmológica do mundo em (1+3) dimensões e ter como solução o produto

cartesiano entre um espaço-tempo plano quadridimensional (Minkowsiki), no lugar de um

espaço AdS, e um espaço compacto N-dimensional, como pressupõe o mecanismo.

Em 1980, uma novidade no que diz respeito às Teorias de Kaluza-Klein: um método de

redução dimensional alternativo e radicalmente diferente dos esquemas de Scherk-Schwarz

e do fenômeno de compactificação espontânea: a chamada redução dimensional por trans-

formação de Legendre, desenvolvido por Sohnius, Stelle e West [136]. Este processo não

omite dependência nas coordenadas espaciais extras, também não as compactifica e não

se baseia em uma solução clássica para os campos que definem o modelo em dimensões

mais altas. O esquema de Sohnius-Stelle-West é uma proposta realmente nova e se mostra

muito conveniente para a obtenção de modelos supersimétricos estendidos com supersi-

metria realizada off-shell, que é uma questão não trivial (veja, por exemplo, a tese [137]).

Uma outra contribuição que deve ser destacada é o trabalho de Dolan e Duff [138], em

1984, onde os autores mostram, pela primeira vez, a conexão entre a receita de Kaluza-
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Klein e o aparecimento de álgebras de dimensão infinita, do tipo Kac-Moody, ao anali-

sarem as simetrias dos modelos reduzidos em 4 dimensões incluindo os estados massivos

juntamente aos tradicionais modos-zero. Foi um outro importante passo nos anos das

Supergravidades e Cosmologias de Kaluza-Klein.

Os quase dez anos de avanços nesta frente de trabalhos, que constituem a fase-II

das Teorias de Kaluza-Klein, estão sumarizados e descritos, de forma muito didática,

em um artigo de revisão assinado por Duff, Nilsson e Pope em 1986 [139] e em um

livro publicado por Appelquist, Chodos e Freund em 1987 [140]. Segue-se, a partir da

fase-II, a era das compactificações, dos espaços de Calabi-Yau, dos orbifolds e da busca

por configurações de vácuo das teorias de supercordas, o que se inaugura com o célebre

trabalho Vacuum Configurations for Superstrings, de Candelas, Horowitz, Strominger e

Witten (1985) [141], no qual são discutidas também várias questões de interesse para uma

fenomenologia posśıvel além do Modelo-Padrão, baseada em supersimetria.

A literatura das Teorias de Kaluza-Klein é mais marcadamente dominada pelo estudo

de aspectos geométricos e clássicos. O passo essencial é escrever um modelo clássico com

as simetrias desejadas e que realize algum esquema de unificação que se esteja procurando.

Mas, cumprida esta primeira etapa, é de fundamental relevância se compreender como os

resultados clássicos − a estabilidade do estado de vácuo, o espectro de massas e as relações

entre as constantes de acoplamento − reagem frente à inclusão dos efeitos quânticos. E,

a este ponto abrem-se duas frentes de ataque ao problema: decidir se a quantização será

realizada nas dimensões superiores, visando a posterior conexão com a arena quadridimen-

sional, ou se será investigada após algum esquema de redução dimensional ter ocorrido,

considerando-se, então, todos os campos e interações do modelo nas quatro dimensões. A

escolha de um ou de outro procedimento pode ser irrelevante do ponto de vista puramente

clássico, mas, com o processo de quantização, o procedimento pode não ser comutativo:

quantizar-e-reduzir pode levar a resultados distintos de reduzir-e-quantizar.

Na direção de se considerar efeitos quânticos em Teorias de Kaluza-Klein, chamamos

atenção para os artigos de Appelquist e Chodos em 1983 [142], onde os autores computam
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o potencial efetivo a 1-loop em termos da componente extra da métrica em 5 dimensões;

os autores consideram o modelo 5-dimensional de Kaluza-Klein para unificar gravitação

e eletromagnetismo e obtêm o resultado a 1-loop em cinco dimensões. A partir deste

resultado, mostram que a dimensão extra tende a se contrair a um tamanho na escala do

comprimento de Planck. Estes dois trabalhos, na verdade, descrevem a contrapartida gra-

vitacional do Efeito Casimir da Eletrodinâmica. Podemos dizer que Appelquist e Chodos

iniciam a fase da quantização das Teorias de Kaluza-Klein. Ainda em 1983, Appelquist,

Chodos e Myers [143] mostram como efeitos quânticos podem gerar instabilidades no pro-

cesso de redução dimensional. Em seguida, Chodos (1984) [144] apresenta um trabalho

mais genérico, onde tece várias considerações sobre as Teorias de Kaluza-Klein e, em

particular, faz algumas digressões sobre os aspectos quânticos destas teorias.

Em 1984, Candelas e Weinberg [145] propõem a chamada redução dimensional auto-

consistente e partem de (4+N) dimensões, onde consideram um sistema de gravitação

acoplada a campos de matéria que não auto-interagem e cujo tensor energia-momento

corrigido à ordem de 1-loop é o responsável pela curvatura da variedade compacta N-

dimensional que emerge das N dimensões extras. Neste esquema, os autores também

apresentam um procedimento para se calcular cargas e constantes de acoplamento de

gauge do modelo reduzido 4-dimensional. Em seguida, Delbourgo e Weber (1986) [146]

também estudam efeitos das correções quânticas diretamente em 5 dimensões. Derivam

os propagadores do gráviton e do fóton e o efeito dos modos massivos de spin-2 no espaço-

tempo 5-dimensional, baseando-se fortemente na proposta de Appelquist e Chodos para

tratar a questão.

Cabe destacar também o trabalho de Huggins e Toms (1985) [147] onde computam, no

modelo 5-dimensional, uma ação efetiva a 1-loop para discutir a componente Maxwelliana

desta ação efetiva induzida como efeito das correções de 1-loop. De um ponto de vista

sincrônico, foi uma contribuição de significado para a época.

Retomando de forma mais enfática o que colocamos acima, a tarefa de executar a

quantização e computar correções quânticas no âmbito das Teorias de Kaluza-Klein coloca-
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nos frente à duas possibilidades: realiza-se o programa no espaço-tempo completo com

dimensão D > 4 e, em seguida, reduz-se o modelo com os efeitos quânticos já computados

nas dimensões mais altas; ou, alternativamente, procede-se inicialmente à redução e, uma

vez que o estado de vácuo, os modos-zero, as flutuações massivos e todos os acoplamentos

tenham sido determinados em D = 4, passa-se à quantização e ao cômputo dos efeitos

quânticos já no espaço-tempo reduzido quadridimensional. Trabalhos publicados sobre

a questão, e que serão citados mais à frente, mostram que pode, de fato, haver uma

espécie de inequivalência quântica entre modelos de Kaluza-Klein quando se adota um ou

outro ponto de vista. Estabelece-se, a partir dos trabalhos de Appelquist e Chodos de

1983, uma rica literatura no tópico das altas dimensões, mecanismos de compactificação e

efeitos quânticos das altas dimensionalidades. Optamos aqui por fazer uma varredura do

tópico, de 1983 à atualidade, apenas demarcando o aparecimento daquelas ideias − e as

correspondentes referências seminais − que vieram a definir novas direções na discussão

dos efeitos quânticos inerentes às teorias de campos definidas em dimensionalidades mais

altas.

A década de 1990 avança ainda com grande interesse na influência, via efeitos quânticos,

das dimensões extras e sua compactificação no mecanismo da quebra eletrofraca e em

processos que realizavam testes de precisão da Teoria Eletrofraca. Importante relembrar

que, no peŕıodo 1989-2000, o acelerador LEP do CERN encontrava-se no pleno de suas

operações, e a era dos testes de precisão do setor eletrofraco constitúıa-se em uma grande

questão deste peŕıodo. Dáı, o grande est́ımulo de se tentar detectar indiretamente as

dimensões extras através de seus efeitos quânticos.

Já na reta final da década de 1990, Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali quebram a

quase monotonia da área: publicam, em 1998, uma série de artigos [148] em que re-

lacionam o problema da hierarquia de gauge do Modelo-Padrão a uma nova escala −

sub-milimétrica − para as dimensões extra, tirando-as da escala de Planck. Na proposta

destes autores − que passou a ser conhecida como Large Extra Dimensions − as novas

dimensões compactas e sub-milimétricas são responsáveis pelo enfraquecimento da força
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gravitacional relativamente à força fraca na escala sub-nuclear. Este foi um passo muito

inovador para a área, que, até então, sempre preconizou a escala Planckeana para as

dimensões extras. Logo em seguida, em 1999, Randall e Sundrum [149] introduzem um

novo cenários para as dimensões extras, ao qual passou-se a ser referido como warped

dimensions: o que estes autores propõem é que os testes ligados à força gravitacional

não impedem que sejam consideradas não-compactas (no modelo 5-dimensional a quinta

dimensão pode ser infinita) as dimensões extra ao nosso Universo quadridimensional; este

ponto de vista é realmente um corte no pensamento da área. E toda a ideia está baseada

na existência de uma geometria não-fatorada, na qual a métrica do espaço-tempo quadri-

dimensional passa a depender das dimensões extras. Quebra-se, então, neste cenário, a

premissa de que a geometria do espaço-tempo completo seja fatorável, podendo, agora,

termos a presença das coordenadas espaciais extras na própria métrica do espaço-tempo

quadridimensional.

Inicia-se, com Randall e Sundrum, a fase das chamadas warped geometries e cenários

de brane-world, com muitas aplicações ao estudo de efeitos quânticos nos processos envol-

vendo as part́ıculas do Modelo-Padrão e às consequências dos brane-worlds na formulação

de modelos cosmológicos. Na concepção das warped geometries, nosso Universo é um

espaço de anti-de Sitter 5-dimensional, no qual todas as part́ıculas do Modelo-Padrão

estão localizadas em uma brana quadridimensional, enquanto os grávitons propagam-

se e têm a sua dinâmica no interior do mundo 5-dimensional. A partir dáı o modelo de

Randall-Sundrum se consolidou e vem sendo regularmente discutido na literatura da área.

Na linha dos efeitos quânticos em teorias de campos em mais altas dimensões, po-

deŕıamos citar, em seguida à ampla aceitação das warped geometries, os trabalhos de

Álvarez e Faedo (2006, 2007) [150], que também demarcam uma fronteira no tópico das

correções quânticas. Nestes trabalhos, os autores atacam frontalmente a questão de com-

parar os procedimentos de quantização e cômputo de correções a 1-loop no espaço-tempo

completo e no espaço-tempo reduzido com a inclusão das torres de campos massivos. Co-

locam em evidência as condições sob as quais as duas metodologias podem ou não ser
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equivalentes. Nos casos em que a inequivalência quântica fica comprovada, faz-se im-

portante rever uma série de trabalhos da literatura onde se tratou a questão como se a

equivalência fosse natural, como ocorre a ńıvel clássico. Estes trabalhos merecem a devida

atenção se o foco é a discussão sobre como computar correções quânticas para modelos

com mais dimensões.

Mais recentemente, podemos citar a linha de trabalhos iniciada por Bauman e Dienes

[151] e, em especial, no artigo de 2012, onde aplicam um método de regularização que

propuseram em 2008 para o cálculo de efeitos radiativos em teorias com dimensões com-

pactas. No trabalho de 2012, computam e demonstram explicitamente como as correções

a 1-loop, calculadas no setor de modos massivos de Kaluza-Klein, alteram as relações en-

tre massas e constantes de acoplamento. O trabalho tem consequências para o estudo de

processos em F́ısica além do Modelo-Padrão.

Antes de finalizar, desejamos destacar a introdução de uma dimensão extra em uma

questão bastante atual da F́ısica de Matéria Condensada: o comportamento de uma

nova categoria de materiais, denominados supercondutores topológicos, ainda em fase de

śıntese em laboratório. Para descrever a dinâmica dos elétrons e fótons neste material em

nossas 3 dimensões espaciais, o interessante trabalho de Qi-Witten-Zhang [152] introduz

uma quarta dimensão espacial e formula um modelo eletrodinâmico em (1+4) dimensões

e adicionam à ação Maxwelliana o termo topológico de Chern-Simons, que, no mundo

(1+3)-dimensional induz naturalmente o termo tipo-axiônico, fundamental para a com-

preensão de propriedades dos supercondutores topológicos. Consideramos interessante

citar este trabalho, pois abre um novo horizonte de dimensões extras em sistemas de

Matéria Condensada.

3.2 Potencial em 5D e sua restrição para 4D
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Após este levantamento cronológico de como evolúıram as ideias e a literatura no

campo das dimensões superiores e posśıveis esquemas de redução dimensional, acredita-

mos ter um contexto bem delineado para apresentarmos a nossa proposta de realizar a

conexão entre um estudo semi-clássico (cálculo de potenciais inter-part́ıculas) realizado

em dimensões superiores e a sua redução ao mundo 4D. O esquema em questão está

sendo denominado de redução por restrição dimensional e o elemento-chave para a re-

alização deste processo é a integração do potencial nas dimensões espaciais extras ou,

equivalentemente, como será explicado mais adiante, na premissa de que a interação entre

as part́ıculas não transfere momento nas dimensões extras. Faremos isso para o espaço-

tempo 5D e inclúıremos as correções dependentes do spin e da velocidade ao potencial. O

contexto será o estudo das Eletrodinâmicas de Maxwell e Proca. Antes disso, discutiremos

a descrição de férmions massivos em 5D, bem como a simetria de paridade.

3.2.1 Férmions massivos e a Paridade em 5D

Comecemos esta subseção, fixando algumas convenções. Para o espaço-tempo de Min-

kowski em 5D, adotaremos a métrica ηµ̂ν̂ = diag(+,−,−,−,−), onde µ̂, ν̂ = (0, i, 4) com

i = (1, 2, 3). Uma escolha das matrizes da álgebra de Clifford,
{
γµ̂, γ ν̂

}
= 2ηµ̂ν̂ , é dada

por γµ̂ = (γµ, γ4 ≡ iγ5), onde γ5 = iγ0γ1γ2γ3, com γµ (µ = 0, i) satisfazendo a álgebra

de Clifford em 4D. Uma outra possibilidade seria γµ̂ = (iγ5γ
µ, γ4 ≡ iγ5). Utilizaremos

a primeira proposta, pois esta será mais conveniente na decomposição dos espinores e no

estudo do limite não-relativ́ıstico.

A Lagrangeana para o espinor de Dirac massivo em 5D é dada por

L5D
Dirac = ψ iγµ̂∂µ̂ψ −mψψ . (3.1)

Definimos a transformação de paridade em 5D como x′0 = x0 , x′ = −x e x′4 = x4.

Logo, mantemos a transformação usual em 4D e a dimensão espacial extra, x4, permanece

inalterada a fim de termos uma transformação discreta.
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Vamos propor a seguinte transformação de paridade para o espinor

ψ′(x′) = P ψ(x) . (3.2)

Neste ponto, gostaŕıamos de encontrar uma forma expĺıcita para a matriz P . Iniciamos

com a imposição da invariância do termo cinético na eq. (3.1). Assim, usando a eq. (3.2)

e ψ′ = ψ′†γ0 = ψ γ0P †γ0, obtemos as seguintes relações

P † = P−1 , γ0γi P = −P γ0γi , γ0γ4 P = P γ0γ4 . (3.3)

as quais fixam

P = i γ1γ2γ3 . (3.4)

O fator i é apenas para futuras conveniências. No entanto, ainda não terminamos,

pois é necessário considerar também a transformação do termo de massa na eq. (3.1).

Dos resultados anteriores, encontramos que

mψ′ ψ′ = mψ γ0P †γ0P ψ = −mψψ (3.5)

ou seja, o termo de massa quebra a simetria de paridade em 5D.

Uma maneira de contornar este problema é dada pela duplicação da representação

fermiônica. Uma proposta similar foi considerada em [153], no contexto do espaço-tempo

de Minkowski 3D, também para conciliar a simetria da paridade com férmions massivos.

Uma outra possibilidade seria modificarmos o termo de massa, como feito em [154], mas

não seguiremos este caminho aqui. Logo, definimos o espinor duplicado:

Ψ =

(
ψ
χ

)
. (3.6)

Além disso, vamos também definir as matrizes de Clifford, na representação duplicada,

como

Γµ̂ =

(
γµ̂ 0
0 −γµ̂

)
, (3.7)

assim, o conjugado de Dirac de Ψ fica expresso por Ψ = Ψ†Γ0 =
(
ψ , −χ

)
, com ψ = ψ†γ0

e χ = χ†γ0.
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A Lagrangeana de Dirac para o espinor duplicado é dada por

L5D
Dirac,2× = Ψ iΓµ̂ ∂µ̂Ψ−mΨ Ψ

= ψ iγµ̂ ∂µ̂ψ + χ iγµ̂ ∂µ̂χ−mψψ +mχχ . (3.8)

Após todas essas considerações, se implementarmos a transformação de paridade em

Ψ através de

Ψ′ =

(
0 P
P 0

)(
ψ
χ

)
, (3.9)

então é posśıvel mostrar que a Lagrangeana, eq. (3.8), é invariante por paridade, uma

vez que a transformação troca

ψ iγµ̂ ∂µ̂ψ ←→ χ iγµ̂ ∂µ̂χ , −mψψ ←→ mχχ . (3.10)

Agora estamos preparados para seguir com o cálculo do potencial de interação inter-

part́ıculas em 5D.

3.2.2 Eletrodinâmica de Maxwell em 5D

Nesta subseção, seguiremos a metodologia descrita na seção 1.1. Logo, como ponto de

partida, necessitamos da solução livre da equação de Dirac,(
Γµ̂pµ̂ −m

)
Ψ(p) = 0 , (3.11)

que é equivalente às equações(
γµ̂pµ̂ −m

)
ψ(p) = 0 ,

(
γµ̂pµ̂ +m

)
χ(p) = 0 . (3.12)

Consideremos a decomposição

ψ =

(
ξ
ϕ

)
, χ =

(
λ
ζ

)
(3.13)

onde ξ, ϕ, λ e ζ são bi-espinores. Usando as eqs. (3.12), na representação de Dirac para

γµ, podemos eliminar ϕ, λ e os espinores se reduzem para

ψ(p) =
1√

E +m

(
(E +m) ξ

(σ · p− ip4 ) ξ

)
, (3.14)
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χ(p) =
1√

E +m

(
(σ · p + ip4 ) ζ

(E +m) ζ

)
. (3.15)

Os espinores acima diferem essencialmente por um sinal negativo no termo da dimensão

extra, i.e., no termo com p4. Isso é uma consequência da simetria de paridade e terá um

importante impacto nas interações trazidas pela dimensão extra. Esperamos obter mais

interações no formalismo com férmion duplicado e o formalismo com quebra de paridade

(sem duplicação) será recuperado tomando-se ζ = 0.

Desde que estamos lidando com dois bi-espinores, ξ e ζ, precisamos introduzir uma

nomenclatura nas contrações da eq. (1.13), assim, definimos

δξ = ξ†f ξi , δζ = ζ†f ζi , 〈S〉ξ = ξ†f
σ

2
ξi , 〈S〉ζ = ζ†f

σ

2
ζi . (3.16)

Tendo estabelecido as soluções livres dos espinores, passemos ao cálculo da corrente

vetorial do espinor duplicado,

J µ̂ = Ψ Γµ̂ Ψ = ψ γµ̂ ψ + χγµ̂ χ . (3.17)

Inserindo as eqs. (3.14) e (3.15) na eq. (3.17) é posśıvel mostrar que as componentes

da corrente, com as atribuições de momenta da Fig. 1.1 para a part́ıcula 1, assumem a

forma

J0
(1) = 2m1 (δξ,1 + δζ,1) +

1

m1

{
(δξ,1 + δζ,1)

(
p2 + p2

4

)
+

+ i (q× p) · [〈S1〉ξ + 〈S1〉ζ ] + iq4 p · [ 〈S1〉ξ − 〈S1〉ζ ] +

− ip4 q · [ 〈S1〉ξ − 〈S1〉ζ ]

}
, (3.18)

J i(1) = 2 (δξ,1 + δζ,1) pi − 2i εijk qj [ 〈S1,k〉ξ + 〈S1,k〉ζ ] +

+ 2iq4 [ 〈S1,i〉ξ − 〈S1,i〉ζ ] , (3.19)

J4
(1) = 2 (δξ,1 + δζ,1) p4 − 2iq · [ 〈S1〉ξ − 〈S1〉ζ ] . (3.20)

52



Antes de partirmos para a amplitude, é interessante analisarmos a transformação

de paridade dessas componentes. A partir da eq. (3.9), temos que a tranformação de

paridade dos bi-espinores é dada por ξ′ = ζ e ζ ′ = −ξ. Esta é a razão para colocarmos

o fator i em P = iγ1γ2γ3, i.e., para obter uma transformação real. Desde que q′ = −q,

q′4 = q4, p′ = −p e p′4 = p4, notamos a existência de algumas combinações lineares

espećıficas com o spin nas equações acima, a fim de manter o comportamento vetorial

da corrente sob paridade. Por exemplo, no segundo termo da eq. (3.20), temos que

q′ ·
[
〈S1〉′ξ − 〈S1〉′ζ

]
= q·[ 〈S1〉ξ − 〈S1〉ζ ], que é consistente com J

′4
(1) = J4

(1). Um argumento

similar vale para os demais termos. Consequentemente, é sugestivo definirmos

〈S±〉 = 〈S〉ξ ± 〈S〉ζ , (3.21)

que pode ser entendido como o produto

〈S±〉 =
(
ξ†f , ζ

†
f

)
S±
(
ξi
ζi

)
(3.22)

onde

S± =
1

2

(
σ 0
0 ±σ

)
. (3.23)

O 〈S+〉 pode ser interpretado como o valor esperado do spin, pois S+ satisfaz a álgebra

do grupo SU(2),
[
S+
i ,S

+
j

]
= iεijkS

+
k , e é par sob paridade, 〈S+〉′ = 〈S+〉. Por outro lado,

o operador S− e seu valor esperado não satisfazem tais propriedades. Desde que S− é

formado por dois spin, σ/2, e sob paridade satisfaz 〈S−〉′ = −〈S−〉, este será denominado

de pseudo-spin.

É conveniente também definirmos ∆ = δξ + δζ , que é invariante sob paridade, ∆′ = ∆.

Após todas essas definições, podemos reescrever as componentes da corrente vetorial,

eqs (3.18)-(3.20), como segue

J0
(1) = 2m1∆1 +

1

m1

[
∆1

(
p2 + p2

4

)
+ i (q× p) · 〈S+

1 〉+

+ iq4

(
p · 〈S−1 〉

)
− ip4

(
q · 〈S−1 〉

) ]
, (3.24)
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J i(1) = 2∆1 pi − 2i εijk qj 〈S+
1,k〉+ 2iq4 〈S−1,i〉 , (3.25)

J4
(1) = 2∆1 p4 − 2iq · 〈S−1 〉 , (3.26)

Essas componentes exibem algumas contribuições similares ao caso 4D, conforme eqs.

(1.17) e (1.18), e também novos termos associados à dimensão extra.

Agora procedemos ao cálculo da amplitude para a Eletrodinâmica de Maxwell em 5D,

descrita pela Lagrangeana

L5D
Maxwell = −1

4
F 2
µ̂ν̂ . (3.27)

De um modo similar feito no Caṕıtulo 1, obtemos a amplitude

M5D
NR = − g1g2

q2 + q2
4

J µ̂(1)J(2) µ̂

(2E1)(2E2)
, (3.28)

onde g1(2) denota a constante de acoplamento em 5D.

Após algumas manipulações algébricas, encontramos

J µ̂(1)J(2) µ̂

(2E1)(2E2)
= ∆1∆2

[(
1 +

p2

m1m2

+
p2
4

m1m2

)
+

− 1

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

) (
q2 + q2

4

)]
+

+ iq ·
{

p×
[
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

)]
+

− p4

[
∆1〈S−2 〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)]
+ 1↔ 2

}
+

+ iq4 p

[
∆1〈S−2 〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
+

+
q4 q

m1m2

·
[ (
〈S+

1 〉 × 〈S−2 〉
)

+
(
〈S+

2 〉 × 〈S−1 〉
) ]

+

− 1

m1m2

[
q2 〈S+

1 〉 · 〈S+
2 〉+ q2

4 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉
]

+

+
1

m1m2

[ (
q · 〈S+

1 〉
) (

q · 〈S+
2 〉
)
−
(
q · 〈S−1 〉

) (
q · 〈S−2 〉

) ]
. (3.29)
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Por fim, resta apenas o cálculo da integral de Fourier,

V5D = −
∫

d4q

(2π)4
eiq·RM5D

NR . (3.30)

Como explicado no Apêndice, utilizaremos R para denotar o vetor euclidiano em 4D,

a fim de evitar confusão com r, usado para o vetor em 3D. Logo, usando as integrais

dadas pelas eqs. (A.8)- (A.10), obtemos

V Maxwell
5D = g1g2

{
∆1∆2

4π2R2

(
1 +

p2

m1m2

+
p2
4

m1m2

)
+

− ∆1∆2

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
δ4(R) +

− 1

2m1m2

[
〈S+

1 〉 · 〈S+
2 〉+ 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉

]
δ4(R) +

− (r× p)

2π2R4
·
[
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
+

− (x4 p− p4 r)

2π2R4
·
[
∆1〈S−2 〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
+

− 2

π2m1m2

x4 r

R6
·
[(
〈S+

1 〉 × 〈S−2 〉
)

+
(
〈S+

2 〉 × 〈S−1 〉
)]

+

− 1

π2R4

1

m1m2

[(
1− 2r2

R2

)(
〈S+

1 〉 · 〈S+
2 〉 − 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉

)
+

+
2

R2

(
〈S+

1 〉 · r
) (
〈S+

2 〉 · r
)
− 2

R2

(
〈S−1 〉 · r

) (
〈S−2 〉 · r

) ]}
. (3.31)

Como antecipado no começo desta subseção, no caso com espinor duplicado temos

novas interações. Por exemplo, observa-se um acoplamento não-trivial entre spin e pseudo-

spin do tipo 〈S+〉 × 〈S−〉. Podemos checar que esta contribuição existe somente no caso

com simetria de paridade. Para isso, examinemos a seguinte dependência no potencial:

(
〈S+

1 〉 × 〈S−2 〉
)

+
(
〈S+

2 〉 × 〈S−1 〉
)

= 2 ( 〈S1〉ζ × 〈S2〉ξ ) + 2 ( 〈S2〉ζ × 〈S1〉ξ ) , (3.32)

assim, no caso de quebra de paridade, tomamos ζ = 0, que implica 〈S〉ζ = 0 e conduz a

uma contribuição nula. O mesmo ocorre para o último termo do potencial, que é também
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linear em 〈S〉ζ ,

(
〈S+

1 〉 · r
) (
〈S+

2 〉 · r
)
−
(
〈S−1 〉 · r

) (
〈S−2 〉 · r

)
= 2 (〈S1〉ζ · r) (〈S2〉ξ · r) +

+ 2 (〈S1〉ξ · r) (〈S2〉ζ · r) . (3.33)

Finalizado o cálculo do potencial de Maxwell em 5D, passemos a proposta da restrição

dimensional.

3.2.3 Restrição para 4D

Por simplicidade, usaremos um esquema de redução, em que fixamos x4 a ser constante

nos campos e, portanto, ∂4(campos) = 0. Logo, o termo de interação da Eletrodinâmica

de Maxwell em 5D é reduzido para

S5D
int =

∫
d4x dx4 g(5) ψ(5) γ

µ̂ ψ(5)A(5)µ̂ →

→
∫
d4x

(
g(5)√
L

) (
ψ(5)

√
L
)
γµ̂
(
ψ(5)

√
L
) (

A(5)µ̂

√
L
)

(3.34)

onde L =
∫
dx4 denota o comprimento da dimensão extra.

A dimensão canônica de massa dos campos e das constantes de acoplamento em 5D e

4D é dada por: [ψ(5)] = 2 , [A(5)µ̂] = 3/2 , [g(5)] = −1/2 e [ψ(4)] = 3/2 , [A(4)µ] = 1 , [g(4) ≡

e] = 0, respectivamente. Logo, o fator
√
L restaura a dimensão correta em 4D, tal que

g(4) = g(5)/
√
L, ψ(4) = ψ(5)

√
L and A(4)µ̂ = A(5)µ̂

√
L. Para nossos propósitos, precisamos

apenas da relação entre as constantes de acoplamento, que é independente do esquema

de redução.

Vamos agora propor o seguinte procedimento. Primeiro, definimos a média de V5D na

dimensão extra,

〈V5D〉L =
1

L

∫ L/2

−L/2
dx4 V5D , (3.35)

e então estendemos para o caso não-compacto, tomando o limite L→∞,

Vres = lim
L→∞
〈V5D〉L . (3.36)
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O potencial Vres, definido acima, será chamado de potencial restrito ou a restrição do

potencial em 5D para o subespaço 4D.

A prinćıpio, podeŕıamos pensar que esta prescrição é apenas um procedimento es-

tat́ıstico, desde que na eq. (3.35), tenhamos uma média no intervalo −L/2 < x4 < L/2

com probabilidades iguais 1/L e então tomamos o limite não-compacto. No entanto,

existe um significado f́ısico para esta operação. Ao substituirmos a definição do potencial

V5D, eq. (3.30), na eq. (3.36), e recordando que g(5) =
√
Lg(4), podemos mostrar que

Vres = −
∫

d3q

(2π)3
eiq·r

[
M5D

NR

∣∣∣∣
q4=0

]
, (3.37)

onde está impĺıcito g(5) → g(4) na amplitude acima.

Uma vez que na eq. (3.37) tomamos q4 = 0, compreendemos a prescrição como uma

restrição da interação ao subespaço 4D imerso em 5D, sem perder as propriedades das

part́ıculas em 5D, a saber: ∆, (pseudo-)spin 〈S±〉 e os momenta p, p4. Por essa razão,

evitaremos o uso da expressão redução dimensional do potencial ou potencial reduzido.

Nossa prescrição é apenas uma restrição na amplitude, em que o momento transferido

na dimensão extra, q4, é despreźıvel em comparação com q no processo. Lembrando que

estamos considerando um espalhamento elástico, assim, temos também que q0 = 0.

Aqui colocamos uma importante observação: esta prescrição é bem definida para r 6= 0,

de modo que o potencial restrito não contemplará termos de contato, i.e., aqueles com

δ3(r). Na passagem da eq. (3.36) para eq. (3.37), foi efetuado uma troca de integração e

assumido funções não-singulares.

Vamos agora aplicar a restrição ao potencial V Maxwell
5D , i.e., usamos a prescrição na eq.

(3.36) e integramos a eq. (3.31), ou, equivalentemente, tomamos a integral de Fourier

3D da amplitude, eq. (3.28)-(3.29) com q4 = 0, resultando na seguinte expressão (para
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r 6= 0):

V Maxwell
res =

e1e2
4πr

{
∆1∆2

(
1 +

p2 + p2
4

m1m2

)
+

− L

r2
·
[
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
+

+
Qij

r2
1

m1m2

[
〈S+

1,i〉〈S+
2,j〉 − 〈S−1,i〉〈S−2,j〉

]
+

+
p4 r

r2
·
[
∆1〈S−2 〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]}
. (3.38)

Comparando V Maxwell
res com o potencial calculado diretamente em 4D, eq. (1.20), obser-

vamos algumas similaridades, após usarmos o seguinte dicionário: δ ↔ ∆ e 〈S〉 ↔ 〈S+〉.

Note que, em V Maxwell
res , temos o termo de Coulomb, dominante em longas distâncias. A

novidade é que obtivemos contribuições dependentes da velocidade na dimensão extra,

i.e. com p4, e também correções na interação de quadrupolo, que não dependem da ve-

locidade, a saber, uma interação entre pseudo-spin, proporcional a Qij 〈S−1,i〉 〈S−2,j〉. Este

termo aparece devido a interação intermediada pela componente A4 de Aµ̂ e pelo fato

de que a componente extra da corrente, eq. (3.26), possui o acoplamento do pseudo-spin

com o momento transferido em 3D, q · 〈S−〉.

Por último, gostaŕıamos de comentar que nossa proposta possui algumas similari-

dades com a chamada Off-shell Quantum Electrodynamics, ou também conhecida como

Pre-Maxwell Electrodynamics, discutida, por exemplo, em [155]. Neste cenário, os auto-

res também introduziram uma dimensão extra, mas efetuaram sua integração nos cam-

pos/correntes, e não no potencial, como feito aqui.

3.2.4 Eletrodinâmica de Proca em 5D e sua restrição

Na subseção anterior, discutimos a restrição do potencial inter-part́ıculas para a Ele-

trodinâmica de Maxwell. Vamos agora generalizar este resultado para um caso em que o

bóson intermediador possui massa e seja descrito pela Lagrangeana de Proca em 5D,

L5D
Proca = −1

4
F 2
µ̂ν̂ +

1

2
m2A2

µ̂ , (3.39)
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que fornece o seguinte propagador

〈Aµ̂Aν̂〉 = − i

q2 −m2

(
ηµ̂ν̂ −

qµ̂qν̂
m2

)
. (3.40)

De um modo similar feito em seções anteriores, temos queM = i g1g2 J
µ̂
(1) 〈Aµ̂Aν̂〉 J ν̂(2).

Novamente g1(2) denota a constante de acoplamento. Recordando da relação entre M e

MNR, eq. (1.2), obtemos

M5D
NR = − g1g2

q2 + q2
4 +m2

J µ̂(1)J(2) µ̂

(2E1)(2E2)
, (3.41)

onde, na última passagem, foram utilizadas a conservação da corrente e q0 = 0.

Por fim, prosseguimos ao cálculo do potencial. Note que o produto das correntes,

presente na amplitude não-relativ́ıstica, eq. (3.41), foi calculado na eq. (3.29). Assim,

usando a prescrição, eq. (3.30), e fazendo uso das integrais de Fourier, eqs. (A.5)-(A.7)

do Apêndice, obtemos

V Proca
5D = g1g2

{
mK1

4π2R
∆1∆2

[
1 +

p2

m1m2

+
p2
4

m1m2

+
m2

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)]
+

− ∆1∆2

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
δ4(R)− 〈S

+
1 〉 · 〈S+

2 〉+ 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉
2m1m2

δ4(R) +

+
m3K1

4π2R

〈S−1 〉 · 〈S−2 〉
m1m2

− 1

4π2R2

[
4mK1

R
+ 2m2K0 +

− r2

R

(
8mK1

R2
+

4m2K0

R
+m3K1

)]
〈S+

1 〉 · 〈S+
2 〉 − 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉
m1m2

+

− 1

4π2R2

(
2mK1

R
+m2K0

)[
(r× p) ·

(
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

))
+

+ (x4 p− p4 r) ·
(

∆1〈S−2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

))
+ 1↔ 2

]
+

− 1

4π2R3

(
8mK1

R2
+

4m2K0

R
+m3K1

)
1

m1m2

[
x4 r ·

[ (
〈S+

1 〉 × 〈S−2 〉
)

+

+
(
〈S+

2 〉 × 〈S−1 〉
)]

+
(
〈S+

1 〉 · r
) (
〈S+

2 〉 · r
)
−
(
〈S−1 〉 · r

) (
〈S−2 〉 · r

)]}
. (3.42)

Este potencial exibe todas as contribuições dependentes do spin e da velocidade pre-

sentes no caso de Maxwell, eq.(3.31). Este último é recuperado no limite de massa nula.
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No entanto, a lei de potência no decaimento depende das funções de Bessel modificadas

de segunda espécie de ordem ν, Kν(z) (aqui com ν = 0, 1). A seguir, vamos analisar isso

nos limites assintóticos de z = mR.

De acordo com [156] [157], o comportamento de Kν(z), quando z →∞ é dado por

Kν(z) ∼
√

π

2z
e−z

[
1 +O

(
1

z

)]
, (3.43)

sendo válido para | arg z| < 3π/2. Uma vez que estamos considerando valores reais para

z, a última condição é satisfeita. Aplicando este comportamento na eq. (3.42), obtemos

o seguinte limite assintótico (com m fixo)

V Proca
5D

∣∣∣∣
R→∞

∼ g1g2
4

√
m

2π3
e−mR

{
∆1∆2

R3/2

(
1 +

p2

m1m2

+
p2
4

m1m2

)
+

+
m2

8

∆1∆2

R3/2

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
+

m2

m1m2

1

R3/2
〈S−1 〉 · 〈S−2 〉+

− m
(r× p)

R5/2
·
[
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
+

− m
(x4 p− p4 r)

R5/2
·
[
∆1〈S−2 〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
+

− m2

m1m2

x4 r

R7/2
·
[(
〈S+

1 〉 × 〈S−2 〉
)

+
(
〈S+

2 〉 × 〈S−1 〉
)]

+

+
m2

m1m2

r2

R7/2

[
〈S+

1 〉 · 〈S+
2 〉 − 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉

]
+

− m2

m1m2

1

R7/2

[(
〈S+

1 〉 · r
) (
〈S+

2 〉 · r
)
−
(
〈S−1 〉 · r

) (
〈S−2 〉 · r

)]}
.(3.44)

Aqui notamos um comportamento peculiar. Além do fator comum e−mR, temos uma

lei de potência com decaimento fracionário em todos os termos. O termo dominante,

associado à interação de monopolo-monopolo, decai com R3/2, ao passo que os demais

decaem com potências superiores e/ou possuem massas dos férmions nos denominadores.

Vamos agora para a situação em que z → 0. Os limites assintóticos de interesse estão

exibidos em [158] e [159], respectivamente,

K0(z) ∼ − log
(z

2

) [
1 +O(z2)

]
− γ

[
1 +O(z2)

]
, (3.45)

K1(z) ∼ 1

z

[
1 +O(z2)

]
+
z

2
log
(z

2

) [
1 +O(z2)

]
, (3.46)
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onde γ = 0.57721... é a constante de Euler-Mascheroni.

Usando esses limites na eq. (3.42), obtemos (com m fixo)

V Proca
5D

∣∣∣∣
R→0

∼ g1g2
4π2R2

{
∆1∆2

[
1 +

p2

m1m2

+
p2
4

m1m2

+
m2

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)]
+

+
m2

m1m2

〈S−1 〉 · 〈S−2 〉 −
[

4

R2
− 2m2

(
log

(
mR

2

)
+ γ

)
+

− r2

R2

(
8

R2
+m2

(
1− 4γ − 4 log

(
mR

2

)))]
〈S+

1 〉 · 〈S+
2 〉 − 〈S−1 〉 · 〈S−2 〉
m1m2

+

−
(

2

R2
−m2

(
log

(
mR

2

)
+ γ

))[
(r× p) ·

(
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

))
+

+ (x4 p− p4 r) ·
(

∆1〈S−2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

))
+ 1↔ 2

]
+

− 1

R2

(
8

R2
+m2

(
1− 4γ − 4 log

(
mR

2

)))
1

m1m2

[
x4 r ·

[ (
〈S+

1 〉 × 〈S−2 〉
)

+

+
(
〈S+

2 〉 × 〈S−1 〉
)]

+
(
〈S+

1 〉 · r
) (
〈S+

2 〉 · r
)
−
(
〈S−1 〉 · r

) (
〈S−2 〉 · r

)]}
. (3.47)

Por último, aplicamos a restrição na Eletrodinâmica de Proca. Seguindo a prescrição

discutida na subseção 3.2.3, i.e., tomamos q4 = 0 na amplitude não-relativ́ıstica, eq.

(3.41) com eq. (3.29), e calculamos as integrais de Fourier 3D para r 6= 0 (conforme as

eqs. (A.2)-(A.4) do Apêndice), que fornece

V Proca
res = e1e2

e−mr

4πr

{
∆1∆2

[(
1 +

p2 + p2
4

m1m2

)]
+

m2

m1m2

〈S+
1 〉 · 〈S+

2 〉 +

− L ·
[
∆1〈S+

2 〉
(

1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
(1 +mr)

r2
+

+
1

m1m2

Q
(m)
ij

r2
[
〈S+

1,i〉〈S+
2,j〉 − 〈S−1,i〉〈S−2,j〉

]
+

+ p4 r ·
[
∆1〈S−2 〉

(
1

2m2
2

+
1

m1m2

)
+ 1↔ 2

]
(1 +mr)

r2

}
, (3.48)

onde definimos o tensor

Q
(m)
ij = (1 +mr) δij − (3 + 3mr +m2r2)

xixj
r2

. (3.49)

O potencial de Proca restrito exibe os mesmos termos dependentes do spin e da ve-

locidade do caso de Maxwell, eq. (1.20), acrescido das contribuições com a massa m. O
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potencial de Maxwell é recuperado no caso de massa nula. Novamente as novas contri-

buições, associadas ao pseudo-spin, aparecem no acoplamento com p4 e no quadrupolo.

3.3 Incursões Exploratórias em 5D

Nas seções anteriores, estudamos as interações inter-part́ıculas em 5D para as Eletro-

dinâmicas de Maxwell e Proca. Constatou-se o aparecimento de interações envolvendo

os (pseudo-)spin S± nos potenciais, como consequência da duplicação da representação

fermiônica, a fim de compatibilizar o termo de massa com a simetria de paridade.

Nesta seção, mantemo-nos inicialmente no estudo de S±, mas agora, ao invés de consi-

derar as interações inter-part́ıculas, investigaremos a interação de uma part́ıcula sujeita a

um campo externo em 5D, Aµ̂. A principal motivação é analisarmos quais os posśıveis aco-

plamentos deste campo com S±. Para isso, faremos um estudo no regime não-relativ́ıstico,

via obtenção da equação de Pauli. Em seguida, apresentaremos um estudo mais explo-

ratório: propondo outras simetrias em 5D, junto com a paridade, e construindo novas

Lagrangeanas para férmions na representação duplicada, com e sem massa.

3.3.1 Equação de Pauli em 5D

Comecemos com a descrição que quebra a paridade em 5D. Assim, partimos da

equação de Dirac para o espinor ψ, com acoplamento mı́nimo Dµ̂ = ∂µ̂ + iqAµ̂ ,

(
i γµ̂Dµ̂ −m

)
ψ = 0 . (3.50)

Conforme a prescrição usual [160], propomos a decomposição

ψ = e−imt
(
ξ
ϕ

)
, (3.51)

de modo que a equação de Dirac, eq. (3.50), fornece

e−imt
[
i γµ̂Dµ̂ −m+mγ0

]( ξ
ϕ

)
= 0 . (3.52)
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Utilizando novamente a representação de Dirac para as matrizes de Clifford de 4D,

(1.10), e recordando a nossa convenção, γµ̂ = (γµ, γ4 ≡ iγ5), obtemos as seguintes equações

acopladas

iD0 ξ + (iσiDi −D4)ϕ = 0 , (3.53)

(iσiDi +D4) ξ + (2m+ iD0)ϕ = 0 . (3.54)

Considerando a aproximação não-relativ́ıstica e de campos fracos, 2m >> iD0, pode-

mos eliminar ϕ através da eq. (3.54),

ϕ = −iσiDi +D4

2m
ξ . (3.55)

Agora inserindo este resultado na eq. (3.53), obtemos

iD0 ξ −
1

2m
(iσiDi −D4) (iσjDj +D4) ξ = 0 . (3.56)

Após manipulações algébricas, é posśıvel mostrar que a equação acima pode ser rees-

crita na forma

i ∂t ξ = H
(ξ)
Pauli ξ (3.57)

onde definimos a Hamiltoniana de Pauli para ξ,

H
(ξ)
Pauli =

(pI − qAI)
2

2m
+ qφ− q

2m
σ ·B− q

2m
σ · (∂4A−∇A4) (3.58)

com pI = −i∇I e I = 1, 2, 3, 4.

É interessante discutirmos as interações presentes nesta Hamiltoniana, a fim de com-

preendermos melhor como uma part́ıcula não-relativ́ıstica pode interagir em 5D:

1) (pI − qAI)
2/2m é a generalização do termo cinético para o caso de

4 dimensões espaciais. O termo qA é responsável pela conhecida fase

de Aharanov-Bohm [162] [163]. Espera-se uma nova contribuição da

componente qA4.

2) qφ refere-se a energia usual do tipo carga-potencial.
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3) qσ · B/2m é o termo de Pauli, que acopla o campo magnético, B =

∇×A, com o spin S = σ/2.

4) qσ · (∂4A − ∇A4)/2m é uma nova interação que acopla o spin com

gradientes dos potenciais. Este é o termo responsável pela quebra da

paridade. Note que mesmo após um processo de redução dimensional,

em que assumimos ∂4(campos) = 0, ainda sobraria uma contribuição,

com o acoplamento S · (∇A4).

Vamos agora obter a equação de Pauli para o espinor duplicado, Ψ. A equação de

Dirac para Ψ, com acoplamento mı́nimo, é dada por

(
iΓµ̂Dµ̂ −m

)
Ψ = 0 . (3.59)

Uma vez que Ψ = (ψ, χ)t, temos que a equação acima fornece as equações

(
i γµ̂Dµ̂ −m

)
ψ = 0 ,

(
i γµ̂Dµ̂ +m

)
χ = 0 . (3.60)

O limite não-relativ́ıstico da primeira equação foi obtido na eq. (3.57), assim, resta

obtermos o limite da segunda equação. Em analogia com a eq. (3.51), propomos que

χ = e−imt
(
λ
ζ

)
, (3.61)

de modo que a equação de Dirac para χ resulta em

e−imt
[
i γµ̂Dµ̂ +m+mγ0

]( λ
ζ

)
= 0 . (3.62)

Novamente, após manipulações algébricas, obtemos as seguintes equações acopladas

(iD0 + 2m)λ+ (iσiDi −D4) ζ = 0 , (3.63)

(iσiDi +D4)λ+ iD0 ζ = 0 . (3.64)

No limite não-relativ́ıstico e de campos fracos, a eq. (3.63) fornece
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λ = −iσiDi −D4

2m
ζ . (3.65)

Note que, em comparação com a eq. (3.55), houve uma troca de sinal no termo com

D4. Substituindo a eq. (3.65) na eq. (3.64), obtemos

iD0ζ −
1

2m
(iσiDi +D4) (iσjDj −D4) ζ = 0 (3.66)

que pode ser conduzida na forma

i ∂t ζ = H
(ζ)
Pauli ζ (3.67)

onde definimos

H
(ζ)
Pauli =

(pI − qAI)
2

2m
+ qφ− q

2m
σ ·B +

q

2m
σ · (∂4A−∇A4) (3.68)

Ao compararmos as Hamiltonianas H
(ξ)
Pauli e H

(ζ)
Pauli, eqs. (3.58) e (3.68), observamos

apenas uma troca de sinal no último termo. Isso é uma consequência da simetria de

paridade: recordando que ξ′ = ζ, ζ ′ = −ξ e como [σ · (∂4A−∇A4)]
′ = −σ ·(∂4A−∇A4),

temos que a paridade estabelece um mapeamento entre as duas equações de Pauli, ou seja,

eq. (3.57) ←→ eq. (3.67).

Esses fatos nos motiva a colocar as equações de Pauli numa formulação unificada,

i∂t

(
ξ
ζ

)
= HPauli

(
ξ
ζ

)
, (3.69)

onde a Hamiltoniana de Pauli total (ou duplicada) é definida por

HPauli =

(
H

(ξ)
Pauli 0

0 H
(ζ)
Pauli

)
, (3.70)

que pode ser reescrita como

HPauli =
(pI − qAI)

2

2m
+ qφ− q

m
S+ ·B− q

m
S− · (∂4A−∇A4) . (3.71)
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Aqui naturalmente chegamos nas estruturas de spin S+ e pseudo-spin S−, definidas na

seção anterior. Portanto, fica claro a nossa interpretação de que S+ é realmente o spin,

pois ele acopla-se com o campo magnético B, gerando o termo de Pauli na representação

duplicada, ao passo que S− não é exatamente um spin, mas sim um novo elemento trazido

pela dimensão extra.

A simetria de paridade da eq. (3.69) pode ser checada ao efetuarmos a transformação

de similaridade na Hamiltoniana total, H ′Pauli(x
′) = U HPauli(x)U †, junto com(

ξ
ζ

)′
= U

(
ξ
ζ

)
, (3.72)

onde definimos a matriz (4× 4) unitária

U =

(
0 1
−1 0

)
. (3.73)

A diferença entre a Hamiltoniana total, eq. (3.70), e aquela que quebra a paridade, eq.

(3.58), é sutil, sendo essencialmente a troca S = σ/2←→ S− no último termo, associado

à dimensão extra.

3.3.2 Outras simetrias em 5D

A fim de conciliarmos a paridade com espinores massivos em 5D, duplicamos a repre-

sentação do espinor, assim, o termo cinético ficou dado por

Lcin(Ψ) = ΨiΓµ̂∂µ̂Ψ−mΨΨ . (3.74)

A questão que nos limitamos a investigar nesta seção é a seguinte: existem outras

simetrias para o termo cinético acima? Passemos a apresentação de uma posśıvel sime-

tria. Para isso, considere a transformação de fase global, Ψ′ = eiαqτ5 Ψ, com α sendo o

parâmetro da transformação, q a carga da simetria e

τ5 =

(
1 0
0 −1

)
. (3.75)
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Neste momemto vale a pena recodarmos algumas propriedades do conjugado de Dirac.

Em 4D, definimos ψ = ψ†γ0 e para matrizes M,N temos que: M = γ0M †γ0, (MN) =

N M e (Mψ) = ψM . A generalização para o caso da representação duplicada em 5D

é direta, bastando trocar ψ → Ψ e γ0 → Γ0. Com essas propriedades, temos que Ψ′ =

Ψ e−iαqτ5 e podemos analisar a transformação do termo cinético, eq. (3.74), que fornece

Lcin(Ψ′) = Ψ′ iΓµ̂∂µ̂Ψ′ −mΨ′Ψ′ = Ψ e−iαqτ5 iΓµ̂ eiαqτ5 ∂µ̂Ψ−mΨe−iαqτ5eiαqτ5Ψ . (3.76)

Uma vez que τ 5 = Γ0 τ †5 Γ0 = τ5 e
[
τ5 , Γµ̂

]
= 0, teremos que as fases se cancelam na

equação acima, garantindo a invariância do termo cinético, Lcin(Ψ′) = Lcin(Ψ).

Vamos agora estudar como seria o caso da simetria local, α→ α(x). De modo usual,

introduzimos um campo de gauge, Aµ̂, e uma derivada covariante, Dµ̂ = ∂µ̂ − iq τ5Aµ̂, tal

que D′µ̂Ψ′ = eiαqτ5 Dµ̂Ψ, onde A′µ̂ = Aµ̂ + ∂µ̂α. Isso garante a invariância de

ΨiΓµ̂Dµ̂Ψ−mΨΨ = Lcin + qΨ Γµ̂τ5ΨAµ̂ . (3.77)

Falta apenas introduzirmos a dinâmica para Aµ̂. Antes disso, é conveniente analisar-

mos a transformação de paridade da corrente associada à interação acima. Utilizando que

Ψ = (ψ, χ)t, obtemos

J µ̂5 ≡ Ψ Γµ̂τ5Ψ = ψγµ̂ψ − χγµ̂χ . (3.78)

Ao contrário da corrente vetorial, J µ̂ = Ψ Γµ̂Ψ, apresentada em seções anteriores,

notamos a existência de um sinal relativo em J µ̂5 , especificamente, entre as correntes de

ψ e χ. Com a transformação de paridade ψ′ = Pχ e χ′ = Pψ, temos que J
′0
5 = −J0

5 ,

J
′i
5 = J i5 e J

′4
5 = −J4

5 , ou seja, a corrente J µ̂5 transforma-se como um pseudo-vetor em

5D. Assim, para termos a invariância de paridade na eq. (3.77), devemos ter Aµ̂ sendo

também um pseudo-vetor. Isso permite introduzirmos, além do termo usual de Maxwell,

o termo de Chern-Simons, de modo que a Lagrangeana total fica dada por

L5 = ΨiΓµ̂∂µ̂Ψ−mΨΨ + qΨ Γµ̂τ5ΨAµ̂ −
1

4
F 2
µ̂ν̂ + µ εµ̂ν̂α̂β̂λ̂Aµ̂Fν̂α̂Fβ̂λ̂ , (3.79)
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onde µ é um parâmetro com dimensão canônica de massa [µ] = −3/2. Por construção, a

Lagrangeana acima é invariante sob paridade e transformação τ5.

É interessante ressaltarmos algo bem peculiar de 5D: a corrente pseudo-vetorial, J µ̂5 ,

é conservada, pelo teorema de Noether, independentemente do termo de massa. Note que

isso não acontece em 4D, pois

∂µ
(
ψ̄γµγ5ψ

)
∼ mψ̄γ5ψ . (3.80)

Neste momento, finalizamos a discussão da simetria τ5. Passemos agora a análise de

outras simetrias da eq. (3.74), no caso em que m = 0. Por exemplo, as transformações

de fase com as matrizes

τ3 =

(
0 1
1 0

)
, τ4 = i

(
0 1
−1 0

)
(3.81)

deixa o termo cinético invariante. Para mostrar isso, utiliza-se o fato de que, ao contrário

de τ5, que comuta com Γµ̂, temos τ3 Γµ̂ = −Γµ̂τ3 e τ4 Γµ̂ = −Γµ̂τ4. Além disso, essas

matrizes satisfazem τ 3 = −τ3 e τ 4 = −τ4.

Em analogia ao caso de τ5, podemos tornar a simetria local. As correspondentes

Lagrangeanas, invariantes também sob paridade, são dadas por

L3 = ΨiΓµ̂∂µ̂Ψ + qΨ Γµ̂τ3ΨAµ̂ −
1

4
F 2
µ̂ν̂ , (3.82)

L4 = ΨiΓµ̂∂µ̂Ψ + qΨ Γµ̂τ4ΨAµ̂ −
1

4
F 2
µ̂ν̂ + µ εµ̂ν̂α̂β̂λ̂Aµ̂Fν̂α̂Fβ̂λ̂ . (3.83)

com o campo vetorial Aµ̂ sendo vetor e pseudo-vetor, respectivamente.

Neste ponto, gostaŕıamos de esclarecer uma questão. A prinćıpio, ao considerarmos

m = 0 não seria necessário duplicar a representação do espinor para ter a simetria de

paridade. A motivação inicial para duplicarmos está no fato de que as correntes obtidas

apresentam termos de mistura entre os espinores ψ e χ, a saber

J µ̂3 = Ψ Γµ̂τ3Ψ = ψγµ̂χ+ χγµ̂ψ , (3.84)
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J µ̂4 = Ψ Γµ̂τ4Ψ = i ψγµ̂χ− i χγµ̂ψ . (3.85)

Isso não ocorreu nas correntes J µ̂ e J µ̂5 , cujos bilineares possuem a forma ψγµ̂ψ±χγµ̂χ.

3.4 Conclusões Parciais

Na seção 3.2, foi calculado o potencial inter-part́ıculas em 5D, levando-se em conta as

contribuições do spin e da velocidade. Escolhemos um dos cenários mais simples posśıveis:

a interação eletromagnética. Uma outra possibilidade seria a interação de Yukawa, mas

esta não foi desenvolvida nesta tese. A razão pela escolha do caso eletromagnético se deve

ao fato deste possuir uma riqueza maior, uma vez que temos uma componente extra para

o campo de gauge/corrente, teremos um novo acoplamento na amplitude. Ademais, é

posśıvel mostrar que, a menos de um sinal relativo, todas as correções de spin/velocidade

associadas à corrente escalar estão contidas na componente temporal da corrente vetorial.

Na subseção 3.2.1, a fim de compatibilizar a simetria de paridade com férmions massi-

vos em 5D, duplicamos a representação fermiônica. Seria um senso comum imaginarmos

que, após duplicarmos a representação, teŕıamos a seguinte alteração nas interações de

spin S = σ/2→ S+, existentes na amplitude 4D. Além disso, também aparece um outro

elemento, denominado aqui de pseudo-spin S−, que está associado aos novos acoplamentos

trazidos pela dimensão extra.

Na subseção 3.2.2, obtivemos o potencial para a Eletrodinâmica de Maxwell em 5D,

eq. (3.31), que exibe interações envolvendo 〈S+〉 e 〈S−〉, bem como termos de velocidade.

A pergunta que apareceu é a seguinte: seria posśıvel comunicarmos, através de alguma

prescrição ou mecanismo, os efeitos de S− para o subespaço 4D e, ao mesmo tempo,

conciliar com o decaimento observado 1/r para o termo de Coulomb ? Uma posśıvel res-

posta a esta questão é a restrição dimensional, proposta na subseção 3.2.3, que nada mais

é do que uma restrição feita na amplitude não-relativ́ıstica 5D, anulando-se o momento
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transferido da dimensão extra (q4 = 0). A prinćıpio, podeŕıamos manter o momento p4

não-nulo e, por essa razão, evitamos o uso do termo redução dimensional.

De fato, neste caso não ocorre uma redução dimensional, pois no cálculo da amplitude

levamos em conta todas as propriedades das part́ıculas em 5D − leia-se aqui ξ, ζ, os

momentos p, p4 e os (pseudo)-spin − e restringimos a interação ao subespaço 4D. O ponto

que poderia ser criticado nessa prescrição é a imposição de que q4 = 0, sem uma explicação

de um modelo que forneça naturalmente isso. Podeŕıamos dizer que nos limites de energia

dispońıveis, todo momento transferido fica concentrado em q e que, na dimensão extra,

seria uma boa aproximação q4 = 0. Como vimos na seção 3.1, em alguns processos

de redução dimensional também é proposto um ansatz. O que devemos respeitar, como

um dos principais requerimentos, é que a teoria descreva o comportamento observado

em longas distâncias e, no nosso caso, obtivemos o decaimento correto para o termo de

Coulomb. A novidade aqui é a interação de quadrupolo, que continua com o decaimento

1/r3 conhecido, mas agora com a presença do spin e pseudo-spin na interação. Fica em

aberto a questão de como isso poderia influenciar em algum experimento ou que efeito

teŕıamos nos ńıveis de energia ao colocarmos a interação quadrupolar modificada. O

mesmo ocorre para o caso da Eletrodinâmica de Proca em 5D e sua restrição, i.e., a

principal modificação em 4D aparece no setor de quadrupolo.

Por fim, com relação à seção 3.3, embora os assuntos discutidos tenham uma certa ori-

ginalidade, consideramo-los ainda em seu estágio inicial, faltando alguns prosseguimentos

ou até fixar cenários para aplicações.

Na primeira subseção 3.3.1, em que deduzimos a Hamiltoniana de Pauli em 5D, gene-

ralizamos o resultado da literatura [161], acomodando agora a simetria de paridade, que

esperamos estar presente em uma descrição de eletromagnetismo. Nosso resultado trouxe,

sob outra perspectiva, as estruturas de spin (S+) e pseudo-spin (S−), definidas anterior-

mente, no contexto dos potenciais inter-part́ıculas. Além disso, observamos que as novas

interações, associadas à dimensão extra, aparecem em acoplamentos com o pseudo-spin.
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Conforme a tese [9], temos que o tensor de intensidade, F µ̂ν̂ , pode ser mapeado nos

campos eletromagnéticos {E,B} e no setor extra {e, b}, contemplando no total os 10

graus de liberdade de um tensor anti-simétrico em 5D. O setor extra é justamente as

derivadas/gradientes de A4. Se colocarmos uma dinâmica para o campo Aµ̂ como, por

exemplo, o termo de Maxwell, teremos o acoplamento dos campos eletromagnéticos com

o setor extra, mas ao reduzirmos para 4D, esses ficam desacoplados.

Na segunda subseção 3.3.2, tomamos um caminho ainda mais exploratório, buscando

outras interações além do eletromagnetismo, mas fixando como guia a simetria de pari-

dade. Elaboramos algumas posśıveis Lagrangeanas respeitando esta simetria. Por exem-

plo, verificamos que, para acomodar o termo de Chern-Simons, precisamos considerar o

campo Aµ̂ como sendo um pseudo-vetor, assim, como consequência, devemos alterar a

forma funcional da corrente, obtendo, por exemplo, a J µ̂5 . Apresentamos também a possi-

bilidade de modelos com férmions sem massa. Nesta parte, precisamos elaborar o cenário

f́ısico de interesse, ou seja, se ficamos no contexto de F́ısica de Part́ıculas ou buscamos

algo na Matéria Condensada.

A seguir, colocaremos nossas perspectivas de aplicações e outros posśıveis encaminha-

mentos.
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Caṕıtulo 4

Considerações Finais

Conforme antecipado no ińıcio da Tese, nesta parte final faremos uma análise mais ge-

ral dos assuntos discutidos nos caṕıtulos anteriores e apresentaremos nossas perspectivas.

Com relação aos Caṕıtulos 1 e 2, após estudarmos várias situações, envolvendo di-

ferentes mecanismos de massa e representações para um mesmo spin, além de diversos

acoplamentos, podemos resumir nossa conclusão como segue:

é posśıvel, através da análise dos potenciais inter-part́ıculas, dependentes do spin e

da velocidade, identificarmos diferenças nos perfis dos potenciais quando investigamos a

part́ıcula trocada − ou melhor, o campo intemediador − e também as part́ıculas intera-

gentes (leia-se aqui as correntes/fontes).

No primeiro caso, da análise da part́ıcula trocada, já seria intuitivo esperarmos posśıveis

alterações, pois entra em cena o aspecto off-shell do campo. Para ser mais claro, conside-

remos um exemplo simples, com dois processos em que sejam trocados um campo escalar φ

(sem massa), com dinâmica dada pela equação de Klein-Gordon, 2φ = 0 e uma 2-forma,

Bµν = −Bνµ, descrita pela Lagrangeana L = G2
µνκ/6, onde Gµνκ = ∂µBνκ+∂νBκµ+∂κBµν

é o tensor de intensidade de Bµν . A equação de movimento desta fornece ∂µG
µνκ = 0.

Se substituirmos Gµνκ = εµνκσWσ e contrairmos com o tensor de Levi-Civita, obtemos

∂αWβ − ∂βWα = 0, ou seja, Wα = ∂αϕ. Portanto, nas duas situações on-shell, os campos

propagam um spin-0. No entanto, ao considerarmos esses como bósons intermediado-

res é a part́ıcula virtual (campo off-shell) que participa dos processos, podendo ter a
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propagação de outros spin no caso tensorial e, além disso, cada campo pode acoplar-se

diferentemente com a matéria: o campo escalar via correntes (pseudo-)escalar e Bµν via

correntes (pseudo-)tensorial ou até através de um acoplamento não-mı́nimo, proveniente

da derivada covariante Dµ = ∂µ + igG̃µ (com G̃µ ∼ εµνκλG
νκλ). Cada acoplamento pode

trazer uma dependência diferente no spin e na velocidade e, portanto, esperamos notar

algumas diferenças nos potenciais.

No segundo caso, envolvendo o estudo das correntes/fontes, foge um pouco do senso

comum, pois mesmo em uma descrição on-shell − recordemos que foram utilizadas as

equações (livres) na construção das correntes/fontes − é posśıvel observar diferenças na

descrição da interação. Isso foi notado em [164], com a observação de diferentes con-

tribuições no quadrupolo elétrico para duas representações distintas do spin-1 e, mais

sutilmente, também em [8], no contexto dos potenciais, com o aparecimento de diferenças

no setor de interação entre as polarizações, com a perspectiva de mudanças no setor de

spin para as correções superiores (relativ́ısticas).

Em vista disso, colocamos dois prosseguimentos, como continuação natural da dis-

cussão acima:

• estudo de outras posśıveis representações para os spin-0, spin-1, spin-2

e, considerando-os como bósons intermediadores, analisar os perfis dos

potenciais.

• estudo da interação eletromagnética do spin-2, massivo e carregado.

Para o segundo prosseguimento, citamos algumas motivações em prospostas do Além

do Modelo Padrão. Houve uma pesquisa intensa entre 2008 e 2011 [165] [166], para a

introdução de acoplamentos não-mı́nimos com o fóton e ficou, como questão em aberto,

um estudo desses acoplamentos a ńıvel de potenciais. Recentemente, a colaboração LIGO

detectou ondas gravitacionais [167], que podem estar associadas a buracos negros do tipo

Kerr. No entanto, caso venham a ser observadas ondas associadas a buracos negros do tipo

Reissner-Nordstrom, teŕıamos a possibilidade de grávitons (spin-2) massivos e carregados.
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Em nossos trabalhos, os intermediadores ficaram restritos a serem bósons. Situações

com a troca de férmions − especificamente, com a troca de dois neutrinos − foram in-

vestigadas em [168] [169], mas ainda existem outras possibilidades não exploradas. Por

exemplo, como objetos de pesquisa atual, temos os denominados ELKO: uma nova catego-

ria de espinores, que satisfazem a equação de Klein-Gordon e possuem dimensão canônica

de massa um. O último fato impossibilita acoplarmos este com os férmions (matéria

usual) nos dubletes do Modelo Padrão − leia-se aqui via um acoplamento renormalizável

− e, assim, coloca-se o ELKO como um posśıvel candidato à matéria escura. O fato deste

ser neutro também exclui a possibilidade de interações usuais, via acoplamentos mı́nimos,

com o fóton. Logo, as interações do ELKO ficariam restritas a gravitação e ao Higgs.

Para maiores detalhes, destacamos a dissertação [170]. Há que se ressaltar que ainda

encontra-se em aberto um estudo dos potenciais inter-part́ıculas neste contexto. Logo,

colocamos mais essa perspectiva:

• estudo da Teoria de Campo (clássica e quântica) para as diferentes pro-

postas de ELKO, incluindo as análises dos campos em um referencial

arbitrário, de suas propagações e posśıveis acoplamentos. Em seguida,

após fixados os processos de interesse, prosseguir com os cálculos dos

potenciais inter-part́ıculas na presença de ELKO como part́ıculas inte-

ragentes e/ou mediadores.

Agora, com relação ao Caṕıtulo 3, temos duas perspectivas imediatas. A primeira é

a elaboração de um material de divulgação com a discussão de dimensões extras, tendo

como a base a revisão histórica apresentada na seção 3.1. A segunda é a submissão de

um trabalho com os resultados discutidos na seção 3.2. Ainda nesta seção, temos outros

posśıveis encaminhamentos:

• podeŕıamos considerar outras interações em 5D e suas restrições como,

por exemplo, o caso da gravitação. Além disso, não consideramos a cor-

rente topológica, J µ̂ν̂κ̂ ∼ εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂ ∂λ̂
(
Ψ Γρ̂Ψ

)
. Neste caso, o acoplamento
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ocorre com uma 3-forma e, conforme [6] [171] , existem motivações para

aplicar esta em cenários de inflação em Cosmologia.

• estender a prescrição da restrição dimensional para o caso do espaço-

tempo 4D. Logo, considerando espalhamento elástico, q0 = 0, e com a

interação restrita ao plano bidimensional, qz = 0, esperamos ter uma

descrição alternativa para sistemas de baixa dimensionalidade, como o

grafeno. Aqui teŕıamos a possibilidade do acoplamento entre pz com

qx e qy na amplitude, podendo gerar novas interações no potencial

dependentes da velocidade no eixo z.

No estudo de sistemas de baixa dimensionalidade temos pelo menos três abordagens.

Na primeira, aplica-se z = 0 no potencial calculado no espaço-tempo 4D. Na segunda,

calcula-se o potencial diretamente no espaço-tempo 3D. Na terceira, caso seja posśıvel

implementarmos a restrição, teŕıamos um espaço-tempo 4D com a interação restrita ao

subespaço. Seria interessante, como uma primeira investigação, analisar o caso eletro-

magnético e comparar os potenciais. Acreditamos que possam existir diferenças. Inici-

almente, já podemos dizer que o decaimento do termo associado à interação monopolo-

monopolo para V4D

∣∣∣∣
z=0

será diferente de V3D. Ademais, não podemos esquecer de algumas

diferenças marcantes como, por exemplo, a dinâmica do campo eletromagnético, Aµ, que

é diferente em 3D e 4D, devido ao aparecimento do termo de Chern-Simons em 3D, alte-

rando a estrutura do propagador. A fixação da dimensionalidade poderá também ter um

impacto nas interações de spin.

Por último, vamos apresentar nossas perspectivas para a seção 3.3. Retornando ao

espaço-tempo 5D. Em seções anteriores, nos potenciais inter-part́ıculas, obtivemos as

contribuições do (pseudo)-spin. Na seção 3.3, por um outro caminho, via análise da

equação de Pauli em 5D, também notamos as presenças do spin e pseudo-spin, este

associado aos acoplamentos trazidos pela dimensão extra. A partir da equação de Pauli

colocamos os seguintes encaminhamentos:
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• analisar o aspecto clássico, i.e., as equações de movimento e a força de

Lorentz em 5D. Coloca-se aqui também o estudo de soluções em que

a part́ıcula fique confinada em 4D.

• analisar o aspecto quântico como, por exemplo, as fases geométricas.

Uma outra questão seria o estudo da equação de Schrödinger em 5D,

a fim de averiguar os efeitos da dimensão extra nos ńıveis de energia

ou também os efeitos da fronteira quando a part́ıcula fica confinada ao

subespaço 4D.

Além dessas possibilidades, podeŕıamos investigar o aspecto da dimensionalidade na

área do Nanomagnetismo. Especificamente, na procura de uma extensão da equação de

Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG) [172]. A partir de extensões da equação de Pauli é posśıvel

obtermos modificações na equação de LLG. Isso já foi feito no caso em que os férmions

acoplam-se com a torção [173] e também na situação com fracionalidade [174]. Agora na

presença de dimensão extra é ainda uma questão em aberto. Em vista disso, propomos:

• investigar efeitos associados à holografia sobre a equação de LLG.

Esta pesquisa nos coloca algumas questões não-triviais, como a interpretação mi-

croscópica do que seria a magnetização neste cenário, bem como o papel do pseudo-spin.

Por último, com respeito a subseção 3.3.2, em que apresentamos outras simetrias em

5D para a Lagrangeana de Dirac, temos os seguintes prosseguimentos:

• no caso da simetria τ5, em que a Lagrangeana, eq. (3.79), possui termo

de massa, podeŕıamos seguir com o cálculo do potencial e comparar

com o resultado obtido via corrente vetorial.

• nos casos das simetrias τ3 e τ4, as Lagrangeanas não possuem termo

de massa (veja eqs. (3.82) e (3.83)), assim, propomos duas aborda-

gens. Na primeira, ficaŕıamos no contexto de F́ısica de Part́ıculas e

obteŕıamos a massa via algum procedimento de redução dimensional
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para 4D. Na segunda abordagem, relativa à Matéria Condensada, in-

terpretaŕıamos os férmions como quase-part́ıculas, em analogia com os

férmions de Weyl em semimetais [175]-[177]. Neste caso, a motivação

seria analisar a holografia de 5D para 4D e averiguar os efeitos asso-

ciados as interações produzidas pelas correntes J µ̂3 e J µ̂4 , eqs. (3.84) e

(3.85), que misturam os campos fermiônicos.

Finalizamos aqui nossas perspectivas e esperamos que a presente tese possa ser útil

para futuras investigações do grupo e pesquisadores em geral.
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Apêndice A

Integrais de Fourier

Abaixo exibimos as integrais relevantes para o desenvolvimento desta Tese. Comece-

mos definindo algumas classes de integrais, utilizadas no Caṕıtulo 2,

In(r) =

∫
d3q

(2π)3
(q2)n a(q) eiq·r, n = 0, 1, 2, · · · , (A.1a)

Iij(r) =

∫
d3q

(2π)3
qiqj a(q) eiq·r, (i, j = 1, 2, 3), (A.1b)

I(r) =

∫
d3q

(2π)3
q a(q) eiq·r. (A.1c)

Note que a última equação pode ser reescrita como I(r) = −i~∇I0(r) = −iI ′0(r)r̂.

A seguir, apresentamos algumas integrais de Fourier em 3D e 4D. Iniciamos com os

casos massivos em 3D: ∫
d3q

(2π)3
eiq·r

q2 +m2
=
e−mr

4πr
, (A.2)∫

d3q

(2π)3
eiq·r

q2 +m2
qi =

ixi
4πr3

(1 +mr) e−mr , (A.3)∫
d3q

(2π)3
eiq·r

q2 +m2
qiqj =

δij
3
δ3(r) +

e−mr

4πr3

[
(1 +mr) δij −

(
3 + 3mr +m2r2

) xi xj
r2

]
,

(A.4)

onde xi (i = 1, 2, 3) são as componentes do vetor r e r =
√

r2. A partir destas integrais

podemos obter os casos sem massa tomando o limite m→ 0 [178].

Nas situações envolvendo as integrais de Fourier em 4D, a fim de evitar confusão,

utilizaremos R, ao invés de r, para denotar o vetor euclidiano em 4D e xI para suas
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componentes, com ı́ndice maiúsculo I = 1, 2, 3, 4. Com isso, os casos massivos ficam

dados por ∫
d4q

(2π)4
eiq·R

q2 +m2
=

m

4π2R
K1(mR) , (A.5)∫

d4q

(2π)4
eiq·R

q2 +m2
qI =

ixI
4π2R2

[
2mK1(mR)

R
+m2K0(mR)

]
, (A.6)

∫
d4q

(2π)4
eiq·R

q2 +m2
qI qJ =

1

4
δIJ δ

4(R) +
δIJ

4π2R2

[
2mK1(mR)

R
+m2K0(mR)

]
+

− xIxJ
4π2R3

[
8mK1(mR)

R2
+

4m2K0(mR)

R
+m3K1(mR)

]
,

(A.7)

onde R =
√

R2 e Kν(z) é a função de Bessel modificada de segunda espécie de ordem ν.

A primeira integral, eq. (A.5), é um caso particular com D = 5 do resultado apresen-

tado na dissertação [179]. As demais podem ser obtidas via derivação da primeira, exceto

pela delta de Dirac, que é colocada posteriormente a fim de garantir que o traço da eq.

(A.7) esteja bem definido.

Utilizando os limites assintóticos das funções de Bessel modificadas, apresentados nas

eqs. (3.45) e (3.46), é posśıvel calcular o limite de massa nula das integrais acima, que

resulta em ∫
d4q

(2π)4
eiq·R

q2
=

1

4π2R2
, (A.8)∫

d4q

(2π)4
eiq·R

q2
qI =

i

2π2

xI
R4

, (A.9)∫
d4q

(2π)4
eiq·R

q2
qI qJ =

1

4
δIJ δ

4(R) +
1

2π2R4

[
δIJ − 4

xIxJ
R2

]
. (A.10)

Note que o traço da última fornece a delta de Dirac.
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Apêndice B

Acoplamentos fermiônicos

Abaixo listamos o limite não-relativ́ıstico de algumas fontes/correntes fermiônicas em

4D na aproximação até a primeira ordem nos momenta. Adotamos as atribuições de

momenta da Fig. 1.1 para a part́ıcula 1.

A partir da eq. (1.11) temos que

1) Fonte escalar (S):

ψ̄(p + q/2)ψ(p− q/2) ≈ 2mδ . (B.1)

2) Fonte pseudo-escalar (PS):

ψ̄(p + q/2) iγ5 ψ(p− q/2) = −2iq · 〈S〉 . (B.2)

3) Corrente vetorial (V ):

ψ̄(p + q/2) γµ ψ(p− q/2) . (B.3)

3i) Para µ = 0,

ψ̄(p + q/2) γ0 ψ(p− q/2) ≈ 2mδ , (B.4)
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3ii) Para µ = i,

ψ̄(p + q/2) γi ψ(p− q/2) = 2 pi δ − 2i εijk qj 〈Sk〉 . (B.5)

4) Corrente pseudo-vetorial (PV ):

ψ̄(p + q/2)γµγ5ψ(p− q/2) . (B.6)

4i) Para µ = 0,

ψ̄(p + q/2) γ0 γ5 ψ(p− q/2) = 4 〈S〉 · p , (B.7)

4ii) Para µ = i,

ψ̄(p + q/2) γi γ5 ψ(p− q/2) ≈ 4m 〈Si〉 . (B.8)

5) Corrente tensorial (T ):

ψ̄(p + q/2) Σµν ψ(p− q/2) . (B.9)

5i) Para µ = 0 e ν = i ,

ψ̄(p + q/2) Σ0i ψ(p− q/2) = −2 εijk pj 〈Sk〉 −
i

2
δ qi , (B.10)

5ii) Para µ = i e ν = j ,

ψ̄(p + q/2) Σij ψ(p− q/2) ≈ 2mεijk〈Sk〉 . (B.11)

6) Corrente pseudo-tensorial (PT ):

ψ̄(p + q/2) iΣµν γ5 ψ(p− q/2) . (B.12)
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6i) Para µ = 0 e ν = i,

ψ̄(p + q/2) iΣ0i γ5 ψ(p− q/2) ≈ −2m 〈Si〉 , (B.13)

6ii) Para µ = i e ν = j,

ψ̄(p + q/2) iΣij γ5 ψ(p− q/2) = −2
(
pi〈Sj〉 − pj〈Si〉

)
+

− i

2
δ εijk qk . (B.14)
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