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Resumo

Apresentamos um estudo detalhado de uma classe de aproximacoes para a investigar a
evolugao nao-linear das estruturas em grande escala. Nessas aproximacdes, certas quan-
tidades dinadmicas sdo determinadas de forma local em funcio das condicées inicias. Isso
as torna particularmente iiteis em uma série de aplicacoes, como na determinacio de
caracteristicas genéricas da dinimica nao-linear e no cdlculo da funcao de massa.

A andlise incluiu todas as quatro aproximacoes locais que j4 foram propostas na literatura
e que sa0 exatas nas simetrias plana, esférica e cilindrica. Investigamos as propriedades
gerais dessas aproximacoes, 0 seu limite assintético e o tempo de colapso com condicoes
miciais genéricas. Verificamos que o comportamento dessas aproximacoes é muito semel-
hante entre si. Mostramos que as elas reproduzem com grande precisao o modelo do
elipséide homogéneo, sdao exatas no regime linear ¢ prevéem o valor correto para o con-
traste de densidade até segunda ordem. Notamos que, em todas as aproximacoes locais,
o tempo de colapso decresce assintoticamente com o inverso do médulo do cisalhamento
e & pouco sensivel & componente intermedidria do cisalhamento inicial. Comparamos o
resultado perturbativo das aproximagdes locais com a teoria de perturbagio lagrangiana
no caso de um elipsdide. Verificamos que uma das aproximacoes estudadas é exata, pelo
menos ateé terceira ordem, nessa situagao. Nés calculamos da funcao de massa das estru-
turas cosmoldgicas utilizando essas aproximacoes. Os resultados sao comparados com o
célculo de Press-Schechter e com resultados de simulacoes numéricas. Mostramos que nao
¢ possivel determinar as posicoes dos elementos de volume nessas aproximaces. Ainda
assim, seria possivel comparar os resultados com as simulacghes de N-corpos ou dados
observacionais. Nés propomos um método para fazer essa comparagao.

Também investigamos o formalismo variacional para a dinimica relativistica de fluidos,
visando a sua utiliza¢ao em situages praticas. Aplicamos o principio variacional para
configuracoes esfericamente simétricas na relatividade geral e obtivemos as equagoes do
colapso genérico. Deterininamos a acéo efetiva de um fluido relativistico com campo
gravitacional fraco. Essa formulagao permite obter equacoes de movimento efetivas a

partir de um Ansatz para o perfil de densidade.
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Abstract

We present a detailed study of a class of approximations to investigate the nonlinear
evolution of large-scale structures. In these approximations some dynamical quantities
are determined locally in terms of the initial conditions. This makes them particularly
useful in several applications, such as the determination of general features of the non-
linear evolution, or the computation of the mass function.

QOur analysis includes all the four local approximations that have been introduced in the
literature and that are exact in spherical, cylindrical and plane symmetries. We have
investigated general properties of these approximations, their asymptotic limit and the
collapse time with general initial conditions. We have verified that the behavior of these
four approximations is very similar. It is shown that they reproduce very accurately the
evolution of a homogeneous ellipsoid, they are exact in the linear regime and predict the
correct value for the density contrast at second order. We noticed that in these approxi-
mations the collapse time decreases asymptotically with the inverse of the shear strength
and Is not very sensible to the intermediate component of the initial shear. We have
compared the perturbative result of the local approximations against the Lagrangian
Perturbation Theory in the case of an ellipsoid. It is shown that one of these approxi-
mations is exact, at least up to third order, in this case. We have calculated the mass
function of cosmic structures in these approximations. The results are compared with
the Press & Schechter formula and the outcome of N-body simulations. We have shown
that 1t is not possible to recover the positions of the volume elements in the local approx-
imations. However it is still possible to compare the results with the N-body simulations
and the observational data. We propose a method to do such a comparison.

We have also investigated the variational formalism for relativistic fluid dynamics in view
of its applications to practical situations. We have applied the variational principle to
spherically symmetric configurations in general relativity and derived the equations of
motion for the gravitational collapse. We have determined the effective action for a rel-
ativistic fluid in the weak-field limit. This formulation allows the derivation of effective

equations of motion for a given Ansaitz to the density profile.
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Notagao, convengdes e definigoes

Notagao || Significado Capitulo(s)
i derivada parcial em relacao & coordenada co-mével z* l1a3
derivada parcial em relagao & coordenada r* (i = 1,2, 3) apéndice A
" derivada parcial em relagao a coordenada r* (p =0,1,2,3) 4, apéndice A
i derivada parcial em relagao a coordenada lagrangiana g; 2ed
" derivada covariante em relacao 4 coordenada r# 4, apéndice A
t tempo cosmoldgico 1, apéndice A
coordenada temporal no sistema de Schwarzchild 4
T tempo conforme (dr = dt/a) 1a3
tempo proprio 4
t dt=dr/a=dt/a® 2e3
T coordenada temporal na métrica co-movel 4
derivada com relagao ao tempo 7 1
derivada lagrangiana com relacio ao tempo 7 (f := 8f /07 |q=const) | 2 € 3
derivada temporal total (Ve := Ve suf) 4, apéndice A
/0T 4
! O/ M| g=const 2e3
3/ 0¢ 4
) contraste de densidade (6p/p) 1a3
op delta de Dirac 3
O+ fatores de crescimento no regime linear 1
bs; delta de Kroeneker la3




n | densidade de nimero de particulas/densidade de nmimero bariénico || todos

m || massa das partfculas/massa do préton todos

£ || densidade de energia interna 4, apéndice A

po || densidade de massa de repouso (pg = mn) 4, apéndice A

p |i densidade de massa de repouso la3
densidade de energia (p = pyc? + €) 4, apéndice A

s || entropia especffica {por particula) 4, apéndice A

Convengoes

A meétrica de Minkowski, em coordenadas pseudo-cartesianas, serd definida por:
n*? =n.s = diag (—1,+1,+1,+1).

A densidade anti-simétrica de Levi-Civita eogqs € definida de modo que

1 _. 0123
€or23 1= 1 =€,

e ela é anti-simétrica sob uma troca de qualquer par de indices. O tensor de Levi-Civita

sera dado por:

1
AL A A
Ctﬁ",f - ga,ug,ﬁugvpg Un,uupcr Ea'@’y N

V=g

Tagax 7= V—G€asa, 7
O tensor de curvatura de Riemann-Christoffel é
R = {gv} — {onts + G HeW} — {3 HEL)
As identidades de Ricci sao:

« — A __ o}
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O tensor e o escalar de Ricci sdo definidos por:

Rag = RTQ-Y‘@, H:= Raa.

O tensor de Einstein & dado por:

1
Gag = Raﬁ - §Rgaﬁ.

Tensor de curvatura conforme de Weyl &':

1 1
Copuv = Rapuy — E(Raﬂgﬁu + Rov 9oy — Ravgsy — Rpufow) + gRgaﬁ#V: (1)

onde

Gappr = Joppr — Qo 8ppu-

As equagoes de Einstein da relatividade geral sdo

1
Gop+ Agap = kTog & Rap=k(Top— §T9a5) + Agas,

onde T :=T%,, e £ = 87G (utilizaremos unidades em que ¢ = 1).

Denotaremos as partes simétrica e anti-simétrica com relacao aos indices o e 4 de um

tensor S _o._g.. respectivamente por S (a.8).. € S_[a..8..]

1Essa expressao para o tensor de Weyl sd é vidlida no espago 4-dimensional
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Introducao

Uma das questdes cruciais da cosmologia contemporinea € compreender a formacéo das
estruturas em grandes escalas no universo. O cendrio mais aceito ¢ o da instabilidade
gravitacional, segundo o qual as grandes estruturas sao formadas pela amplificagao grav-
itacional das flutuacoes primordiais na densidade.

As estruturas nas maiores escalas podem ser consideradas como pequenas pertur-
bagoes de um universo homogéneo. Nesse caso, & possivel obter solugdes analiticas uti-
lizando a teoria de perturbacéo linear. J4 nas escalas menores, a distribuicao de matéria
nao é linear. Os aglomerados de galdxias, por exemplo, sio regides cem vezes mais densas
do que a média do universo. Embora tenha fornecido resultados interessantes, a andlise
linear das perturbagoes nao € capaz de seguir a evolugao até o nivel de aglomeracgdo
que observamos no universo. Portanto, para compreender a estrutura em grande escala,
é preciso fazer simula¢oes numéricas, ou recorrer a aproximacoes para a evolucao nao-
linear. As simulagdes computacionais sao um instrumento fundamental para o estudo
da formagao de estruturas, entretanto elas nem sempre proporcionam uma COmpreensao
fisica transparente do problema. Além disso elas nao permitem fazer muitas afirmacoes
genéricas sobre a dinimica nao-linear, ja que dependem das condigdes iniciais em todo o
espaco. que variam com 0 espectro das flutuacoes primordiais.

Aproximadamente 80% da massa que se aglomera para formar estruturas ¢ composta
pela matéria escura, que interage somente através da gravitacio, cerca de 10% correspon-
dem a matéria barionica e o restante & composto por neutrinos. No cendrio cosmolégico
padrdo a matéria escura é a maior responsdvel pela formagao das estruturas em grandes

escalas. Essa componente pode se aglomerar antes da matéria baridnica, criando pogos
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de potencial para onde esta flui apés o desacoplamento. Em pequenas escalas - da or-
dem das galdxias ou aglomerados - a matéria escura forma objetos ligados, virtalizados,
desencadeando a formagao das galdxias.

Em escalas intermedidrias, as estruturas nao estdo mais gravitacionalmente ligadas,
mas ainda séo lineares (6p/p > 1). E o que deve ocorrer na escalas dos super-aglomerados,
e talvez dos filamentos, paredes e voids. Antes do cruzamento das trajetdrias e da sub-
seqiiente virializagdo a matéria escura pode ser tratada como um continuo, ou seja, um
fluido com p = 0. Nas grandes escalas o papel da pressao é desprezivel, de modo que
a matéria baridnica também pode ser representada por um fluido sem pressao. Dessa
forma 90% da matéria que se aglomera pode ser modelada por um fluido sem colisoes,
governado apenas pela gravitagio. Assim, para a entender a formagao de estruturas é
fundamental estudar a dindmica gravitacional.

As aproximagdes lagrangianas tém sido muito utilizadas para investigar o regime
nio-linear da aglomeragio da matéria. Existem algumas aproximacoes desse tipo em
que a dindmica é local, ou seja, cada elemento de volume evolui independentemente dos
outros. Essa propriedade é bastante surpreendente, j& que as forgas gravitacionais nao sao
locais. Entretanto, veremos que essas aproximagoes fornecem bons resultados em muitas
situagdes. De qualquer forma a evolugio é local para algumas varidveis apropriadas. Nao
é possivel obter as posi¢oes dos elementos de volume, apenas quantidades locais, como
a densidade ou a expansdo, em funcdo das coordenadas lagrangianas. Mesmo assim,
vérias propriedades interessantes podem ser extraidas apenas com essas quantidades.
Um exemplo de uma aproximacao desse tipo é a aproximacio de Zel’dovich, amplamente
utilizada no regime nao-linear.

As aproximacoes locais poderiam ter muitas aplicagdes no estudo da formacao de
estruturas. Através delas, é possivel investigar a dinamica gravitacional em fun¢ao das
condicdes iniciais em cada ponto. Com isso, pode-se procurar propriedades gerais e
simetrias subjacentes do regime ndo-linear. Elas também sao tteis para calcular uma
série de quantidades estatisticas, como por exemplo a fungdo de massa. A regiao de

interesse das aproximagoes locais estaria nas escalas intermedidrias, onde a aglomeragao



de matéria ndo é linear, mas ainda nao ocorreu a virializagao.

Além da aproximagao de Zel'dovich, foram propostas recentemente outras quatro
aprozimacoes locats: a Aproximacao de Zel’dovich Modificada, a Aproximacao do Tensor
de Deformagio, a Aproximagio Completa de Zel’dovich e a Aproximacao de Maré Local.
Essas aproximagtes s80 exatas para as simetrias esférica, cilindrica e plana.

Alguns aspectos dessas aproximacgoes ja foram discutidos na literatura, mas nunca
houve uma comparacao sistemdtica entre elas. Vale a pena analisi-las de uma forma
unificada de modo a explorar as suas caracteristicas gerais e esclarecer as suas semel-
hangas e diferencas. Também é importante comparar a sua performance em aplicacoes
préticas e verificar que informagdes podem ser extraidas delas.

A maljor parte da tese é dedicada a um estudo detalhado das aproximacoes locais.
Investigamos as propriedades gerais dessas aproximacoes, o seu limite assintético e o
comportamento com condi¢oes iniciais genéricas. Utilizamos o modelo do elipséide ho-
mogéneo para testar e comparar as aproximacoes. Também fizemos uma comparacio
com a teoria de perturbagao lagrangiana. Aplicamos essas aproximagoes ao célculo da
funcio de massa e discutimos como poderia ser feita uma comparagio com os resultados

de simulagdes de N-corpos.

As aproximagoes discutidas acima se aplicam as grandes estruturas no universo, onde
a dindmica gravitacional exerce o papel fundamental. Além disso, como as velocidades
peculiares sio bem menores do que a velocidade da luz e os campos gravitacionais en-
volvidos sao fracos, podemos utilizar a cosmologia newtoniana. Um aspecto totalmente
diferente da formacio de estruturas ocorre em escalas pequenas, em fendmenos altamente
energéticos como supernovas ou jatos relativisticos. Nesses sistemas, a pressao tem uin
papel fundamental e as velocidades sao relativisticas.

Um método que pode simplificar o estudo da dindmica relativistica de fluidos con-
siste na utilizacdo do formalismo variacional. E possivel obter uma lagrangiana efetiva
para um fluido perfeito na relatividade geral. Podemos utilizar essa lagrangiana para

encontrar solucdes aproximadas do problema, calculando a agdo para uma dada familia



de funcoes tentativa e minimizando-a com relagio a alguns parametros livres. Apesar
dessas solucdes nao serem corretas localmente, podem fornecer resultados globais acura-
dos. Uma outra aplicagdo do principio variacional estd na obtencao das equagoes de um
algoritmo numeérico de SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) relativistico a partir da
a¢ao.

Aplicamos o principio variacional para configuracdes esfericamente simétricas na rela-
tividade geral e obtivemos as equagoes do colapso genérico. Mostramos que, no limite de
campo fraco, & possivel escrever as quantidades do fluido e a métrica em termos de uma
tinica funcio. Nesse caso é preciso determinar uma nova expressao para a acao. A partir
dessa acao, é possivel encontrar solugoes aproximadas em situagoes em que as pressoes e
velocidades sdo relativisticas mas os campos gravitacionais sao fracos, como por exemplo
em explosoes de supernovas. Uma outra aplicagao estaria no desenvolvimento de um

algoritmo de SPH, incluindo a gravitagio com campo fraco.

Na tese, optel por néo colocar apenas os resultados, mas também alguns passos inter-
medigrios. Isso permite acompanhar, em certa medida, a dedugio dos resultados obtidos.
Também procureil apresentar os elementos dos formalismos utilizados, de modo que ela
seja mais ou menos auto-contida. Espero que esta tese possa servir de ajuda a quem
desejar iniciar-se no assunto. Por isso acrescentei alguns elementos de “cultura geral” na
drea de formaciao de estruturas e algumas discussdes conceituais. Também incluf o meu
ponto de vista particular sobre alguns assuntos. Esta tese fol igualmente destinada para
uso pessoal, contendo uma compilagio de alguns temas discutidos durante o doutorado
e sugestoes de trabalhos futuros.

A tese se distribui da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos uma revisao sobre a
formacao de estruturas no cenério cosmolégico padrdo. Discutimos a composigao do uni-
verso, 0s parametros cosmolGgicos e as motivagdes observacionais (secéo 1.1). Estudamos
a evolucgdo linear das estruturas na cosmologia newtoniana nas se¢oes 1.2 e 1.3.

No capitulo 2 apresentamos a dinfmica lagrangiana de fluidos e as aproximacoes

locais. As aproximagbes lagrangianas sio discutidas na segao 2.2. Na segao 2.3 introduz-



Imos as aproximagdes locais e investigamos algumas de suas propriedades. Uma parfe
desse capitulo também é de reviso. No entanto, como o formalismo lagrangiano nio
é discutido em livros texto achamos 1til expo-lo de forma bastante completa aqui. As
aproximagoes locais também jd foram discutidas na literatura, mas nds as apresenta-
mos numa abordagem diferente, fazendo uma descricdo unificada dessas aproximagoes.
Algumas andlises desenvolvidas na secao 2.3.4 também sao originais.

Uma parte das segoes 1.2 a 2.2 foi compilada de livros texto e artigos de revisao, em
especial das referéncias [3] a [8].

Os principais resultados inéditos com relagao s aproximacgoes locais sdo apresentados
no capitulo 3. Na secao 3.1 analisamos as caracteristicas gerais dessa classe de aproxi-
magoes. A sua implementacio numérica é discutida na se¢do 3.2. Algumas aplicagoes sao
discutidas na se¢ao 3.3 e a comparacao com a teoria de perturbagao lagrangiana é feita
na segio 3.4. Apresentamos uma proposta para confrontar as aproximacoes locais com
as simulagbes de N-corpos na secao 3.5.1. Uma breve discussao sobre possiveis extensoes
desses métodos é apresentada na secao 3.5.2. Os principais resultados sao discutidos na
secao 3.6. Os resultados das segdes 3.1.2 e 3.3 foram publicados na referéncia [1]. Os
resultados das secoes 3.1.1 e 3.4 sdo originais e ainda nao foram publicados.

O capitulo 4 discute as aplicagdes do formalismo variacional para a hidrodinamica
relativistica. Como essa formulagao nao ¢ muito conhecida, comecamos apresentando a
acdo para um fluido perfeito (segtes 4.2 e 4.3). Calculamos a lagrangiana efetiva no caso
esférico e obtemos as equactes de Misner e Sharp (secbes 4.3.1 e 4.3.2). Discutimos a
relacéo entre o referencial co-mével e as coordenadas inerciais na secéo 4.3.3. Na secao
4.4 estudamos o formalismo variacional com campo fraco. Nas se¢oes 4.5 e 4.6 discutimos
algumas extensoes da lagrangiana efetiva, a aplicagio ao SPH e perspectivas futuras. Na
secio 4.7 apresentamos as conclusoes e destacamos os principais resultados. Os resultados
das secoes 4.3.1 a 4.3.3 foram publicados na referéncia [2]. Os resultados da se¢ao 4.4

sao originais e ainda ndo foram publicados.

Colocamos nos apéndices algumas digressoes sobre assuntos que nao sao fundamen-



tais para as linhas centrais da tese. Apesar de ndo haver resultados inéditos concretos
nesse material, apresentamos algumas idéias originais, que levaréo a novas investigagoes.
Além disso, grande parte do que & apresentado serviu de motivagao para o estudo das
aproximacoes locais e da formagao de estruturas ém geral. Também colocamos algumas
relagdes que sdo utilizadas no texto, como as equagbes quase-maxwellianas e a distribuigao

de probabilidades dos autovalores do tensor de deformagao.

No apéndice A, discutimos vérios aspectos da relagio entre a dinamica de fluidos
na relatividade geral e na teoria newtoniana. Comegamos escrevendo as equagoes new-
tonianas na abordagem lagrangiana (secao A.l). Depois introduzimos o formalismo de
projeciio da relatividade geral {secio A.2). A partir desse formalismo surgiu a motivagao
para a introducio de algumas aproximacdes locais (se¢des A.2.3 e 2.3.4) e para a incluséo
de efeitos relativisticos na hidrodinimica newtoniana (se¢io A.3). Também examinamos
superficialmente um modelo fenomenolégico que poderia descrever a estrutura em grande
escala do universo e a expansdo cosmica com uma tnica equacio de estado (secao A.4),
Esse modelo tem um comportamento semelhante aos cendrios do tipo quintesséncia.
Discutimos ainda o limite newtoniano da cosmologia relativistica, estudando o compor-
tamento de pequenas perturbagoes genéricas na métrica de um universo homogéneo e

isotrépico (segio A.5).

No apéndice B examinamos a estatistica das flutuagdes primordiais. Apresentamos o
espectro de poténcia das perturbagdes em termos de funcionais de probabilidades. Dis-
cutimos como é possivel obter a distribuicdo de probabilidades dos autovalores do tensor
de deformacio a partir desse espectro. Também colocamos uma discussao sobre pertur-
bacfes nio-gaussianas e a sua implicagao no calculo da funcdo de massa. Conjecturamos
que, ao contrario do que é disseminado na literatura, a fun¢do de massa nao é um bom

teste para a estatistica das flutuagdes primordiajs.

No apéndice C apresentamos uma discusséao sobre a influéncia da expansao do universo

em pequenas escalas. Esse assunto surge esporadicamente na literatura e os resultados
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encontrados sao muitas vezes contradit6rios. Nés argumentamos que o problema é muito

mais conceitual do que uma questao de método de cdlculo.
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Capitulo 1

Formacao de Estruturas em Grande

Escala

Neste capitulo apresentaremos uma revisao de diversos elementos que sao importantes
no estudo da formacao de estruturas em grande escala. Na secao 1.1 faremos uma breve
revisao de alguns ingredientes da cosmologia padrao e suas evidéncias observacionats.
Na secao 1.2 introduziremos as equagoes da cosmologia newtoniana em coordenadas co-
moéveis. Essas equagOes serao o ponto de partida do nosso estudo da dinfmica gravita-
cional. Uma justificativa mais formal da cosmologia newtoniana pode ser encontrada
na secdo A.5. Na secdo 1.3 discutiremos o regime linear da formacio de estruturas e a
radiacdo cosmica de fundo. Finalmente, na secdo 1.4 faremos um comentdrio sobre as

simulacoes computacionais.

1.1 Introducao

Esta ultima década se caracterizou por uma verdadeira avalanche de dados observacionais
para a cosmologia. Vdrios parametros fundamentais dos modelos cosmoldgicos, como a
composicio do universo, a sua densidade e o parametro de Hubble parecem finalmente
estar convergindo. As novas observagdes tém sustentado o modelo padrao da cosmologia,

conhecido pelo nome de Big-Bang.
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A idéia de um universo em expansao surgiu na década de 1920. Um desvio para o
vermelho fo1 detectado na matoria das “nebulosas espirais” por Slipher e colaboradores
no infcio dos anos 20. A interpretacdo definitiva desses desvios como sendo causados por
um efeito Doppler devido & expansdo foi dada por Hubble em 1929. Os resultados de
Hubble mostraram que existia uma “relagio aproximadamente linear entre as velocidades
e as distdncias”.

Se 0 universo estd se expandindo, significa que ele foi muito mais quente e denso no
passado. De fato, pela teoria de Einstein da gravitagao, teria havido uma singularidade
primordial, com a densidade e temperatura tornando-se infinitas & medida que nos aprox-
imamos desse “instante inicial”, também chamado de Big-Bang Com singularidade ou
nao, o fato € que o universo passou por fases extremamente quentes e densas no passado.
Nesse perfodo ocorreu uma série processos fisicos que deixaram rastros observaveis. O
modelo do Big-Bang quente foi introduzido por Gamow no final da década de 1940. Em
seu artigo com Alpher e Bethe, Gamow predisse a nucleossintese primordial e a radiagao
cosmica de fundo.

Vamos discutir agora alguns processos fisicos que ocorreram durante a histéria do uni-
verso. Nos limitaremos aqueles cujos mecanismos sio melhor conhecidos e cujos rastros

foram observados.

1.1.1 Uma Breve Historia Térmica do Universo

Uma conseqgiiéncia importante das altas densidades do passado é que as taxas das reactes
eram muito maiores no universo primitivo. Por exemplo, quando a temperatura do
universo era maior do que alguns MeV (~ 10K}, a taxa do processo e + v, «—
e~ + v, era maior do que a taxa de expansdo. Dessa forma, antes que o universo pudesse
duplicar de tamanho, um neutrino era espalhado muitas vezes pelos elétrons. Essas
colisdes faziam com que os neutrinos estivessern em equilibrio com o resto do plasma
cosmico. Esse é apenas um exemplo de um fenémeno que ocorre com todas as espécies

que compoem o universo: se uma particula é espalhada com uma taxa maior que a

expansao cosmica, entao essa particula fica em equilibrio. Quando a densidade diminui,
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a taxa de espalhamento é reduzida. Se ela for menor que a taxa de expansao, a particula
perde contato com o resto do plasma césmico. Muitas particulas passaram por esse

processo, conhecido por desacoplamento, no universo primitivo.

Aniquilacao préton-anti-préton

Quando a temperatura era por volta de 1GeV (~ 10K), a matéria baridnica estava
sob a forma de um plasma de quarks e glions. Quando ela baixou para uns 100MeV,
por volta de 10™%s apds o Big-Bang, houve a hadronizagio e foram criados os barions (e
anti-barions) e os mésons. Logo apds, bdrions e anti-bdrions comegaram a se aniquilar.
Como havia uma assimetria de uma parte em dez bilhdes de bdrions sobre anti-barions
((ny — nz) /mp =~ 1071°), estes teriam se aniquilado totalmente, deixando uma fragéo de
107%° dos barions*. Como a aniquilacdo produz fétons, isso elevou a razao féton/préton

para 10'°.

Nucleosintese primordial

Quando a temperatura caiu para uns 10MeV (~ 10 K') a taxa dareagio p+e~ «— n+v,
tornou-se menor do que a taxa de expansdo. A razio entre prétons e néutrons ficou con-
stante depois que essa reagao cessou. A maioria dos néutrons acabou formando dtomos de
hélio, alguns decafram em prétons e uma pequena fragio foi para outros elementos leves.
Dessa forma, a razio néutron/préton naquela época determina a razao hélio/hidrogénio
hoje, assim como a abundéincia dos outros elementos leves. A nucleossintese primordial

ocorreu de 0.01 a 100 segundos apés o Big-Bang (de T = 10MeV a 0.1MeV).

'Na verdade, o cdlculo da quantidade restante de bdrions (e anti-barions) requer uma atengao mais
detalhada. E preciso ver quando cessa a produgio de bdrions-anti-barions e, a partir desse momento,
estudar a aniquilacdo. A reacdo de mais baixa energia que produz barions envolve pions. Portanto,
quando pdra a producio de pions nao é mais possivel gerar bdrions. Estamos desenvoivendo atualmente
um estudo sobre a produgéo de pfons no universo primordial (9].
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Desacoplamento dos neutrinos e aniquilagdo elétron-pésitron

Como foi mencionado anteriormente, quando a temperatura ficou abaixo de 1MeV (~
10'°K), os neutrinos perderam o contato com o resto do plasma.

Depois que os neutrinos se desacoplaram, os fétons continuaram acoplados aos elétrons
¢ pésitrons, que tinham todos a mesma abundéncia a temperaturas da ordem do MeV.
Quando a temperatura ficou abaixo da massa do elétron (0.511MeV), elétrons e pésitrons
se aniquilaram em fétons. Do mesmo modo que ocorreu com os prétons, sobrou apenas

um elétron para cada dez bilhoes.

Recombinacao

A interacio dos fétons com a matéria se dd principalmente através do espalbamento
Compton pelos elétrons. A taxa do espalhamento v+ e~ «— v -+ ¢7, fica menor do
que a taxa de expansio quando a temperatura é da ordem de 1leV (uns 3.000 K), o que
ocorreu em torno de 300.000 anos apés o Big-Bang. Depois disso os fétons se desacoplam
da matéria, mantendo o seu espectro térmico. Apds do desacoplamento eles se propagam
livremente sem interagir com nenhuma outra particula.

Por volta da mesma época do desacoplamento matéria-radiacdo, foram formados os
primeiros dtomos, num processo chamado de recombinagao. Dessa forma o universo

deixou de ser um plasma e passou a ser transparente a radiagao.

Formacgao de estruturas

Como veremos mais a diante, as pequenas flutuagoes primordiais comegaram a crescer
quando o universo passou a ser dominado pela matéria. A matéria escura comegou a se
aglomerar por causa da atracio gravitacional. Regides ligeiramente mais densas do que
a media (tipicamente um milésimo mais densas, na época do desacoplamento) acabam

gerando grandes concentracoes de matéria criando uma estrutura rica e variada.
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1.1.2 O Universo Observado e os Parametros Cosmolégicos

Como vimos, o universo tem uma histéria térmica e essa histéria deixou fésseis que sao
observados hoje em dia. As primeiras evidéncias diretas sobre o universo remontam
a 10725 e consistem na medida das abundancias de elementos leves criados durante a
nucleossintese. Também podemos observar diretamente: a expansio, a distribuicao de
matéria (luminosa) em grande escala, a idade do universo, a razio barion/féton 7, a
radiacao cosmica de fundo de microondas e outras radiagoes de fundo. Indiretamente,
ou seja, utilizando algum modelo cosmoldgico, podemos medir a composi¢ao p; (matéria
escura, barions, fotons, etc.) e a densidade total hoje g.

Combinando essas observagoes podemos determinar os pardmetros cosmoldgicos do
modelo do Big-Bang, como a densidade do universo, a sua composicao, a curvatura e o
pardmetro de Hubble. H4 duas componentes do universo que nao foram discutidas na
secao anterior, pois ainda nao se conhece a sua natureza fundamental: a matéria escura
e o termo cosmologico. As suas evidéncias observacionais serdo discutidas a seguir, junto

com 0s outros observiveis do universo.

A matéria escura

Para determinarmos a massa de objetos distantes utilizam-se métodos dindmicos: observa-
se o movimento de alguns astros e infere-se a distribuicdo de matéria que causa esse movi-
mento. Numa galdxia espiral, por exemplo, € possivel medir a velocidade de rotagao das
estrelas em torno do centro galdctico. Podemos fazer uma estimativa simples, supondo

que estas estrelas estdo em movimento estacionario circular. Utilizando a lei de Newton

temos:

a—" = , (1.1)

onde V & a velocidade tipica das estrelas situadas a uma distancia r do centro galdctico
e M é a massa no interior de sua orbita. Proximo ao centro galdctico podemos supor

que a distribuicio de matéria é homogénea, logo M(r) o r3. Assim, a velocidade deve
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aumentar linearmente 4 medida que nos afastamos do centro. J4 para estrelas na periferia
da galéxia, a massa contida em sua drbita seria aproximadamente igual & massa total:
M (r) 2 Mgusxia = const. Dessa forma, a velocidade deveria cair com a raiz quadrada da
distéancia.

As curvas V(r) x r preditas pela luminocsidade observada (estrelas 4 gas) conseguem
explicar as velocidades medidas até uma; certa distancia do centro galdctico. No entanto,
em vez de decair, a velocidade permanece constante a grandes distancias. Se adicionamos
uma matéria com distribuicio de p o< 772 A distribuigio de massa detectada é possivel
reproduzir as velocidades observadas. No entanto, ndo ha sinal da matéria visivel em nen-
hum comprimento de onda seguindo essa distribui¢do. Por isso, chamamos esta matéria
de matéria escura. Na maioria das galdxias, ha de 3 a 10 vezes mais matéria escura do
que matéria visfvel.

H4 vérios métodos para calcular a massa em aglomerados de galdxias. Suponde que
o aglomerado é um sistema gravitacionalmente ligado, e que a sua vida é maior do que o
tempo de relaxacio, podemos aplicar o teorema do virial. Assim, observando a dispersao
da velocidade das galdxias, obtemos a massa do aglomerado. Outra estimativa da massa
é dada pela temperatura dos raios X emitidos pelo gds intergaldctico. Novamente é
preciso supor que o gas estd em equilibrio no aglomerado. Uma medida independente
das anteriores e que ndo envolve a suposicdo de equilibrio é dada pela observagao de
lentes gravitacionais, que permite reconstruir a distribui¢io de matéria do objeto que
provoca a lente.

Um parametro importante para a geometria e a evolugao do universo é a razao ()
entre a densidade p, de uma espécie (bérions, f6tons, neutrinos, etc.) e a densidade critica
p., para a qual o universo teria curvatura nula {veja a se¢do 1.2, eq. 1.6). A matéria
contida nas galdxias contribui com Qguias &~ 0.1. Através da velocidade de dispersao
em aglomerados, obtem-se: Qaglomerados = 0.1 —0.2. Medindo a velocidade dos grupos de
galdxias em grandes escalas & possivel reconstruir o potencial gravitacional e determinar
a distribuicio de matéria. Essas medidas levam a Qppyeia = 0.3. Um apanhado recente

[10] envolvendo uma combinagéo de diversos métodos, incluindo a radiagdo cosmica de
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tundo, fornece o resultado $yaarna = 0.35 £ 0.10.

Abundancia dos elementos leves

Da nucleossintese primordial resultou a criagido de D, *He, *He e "Li. A razdo entre
as abundancias desses elementos permite determinar qual era a densidade dos bdrions
na época da nucleossintese. O deutério e o hélio-4 sao de vital importéncia porque,
aparentemente, nenhum processo astrofisico atual pode explicar as suas abundancias
observadas. A comparacao entre as quantidades observadas e as previstas é um teste
poderoso para o Big-Bang e € um dos grandes éxitos desse modelo. A quantidade de
matéria bariénica de acordo com as abundancias medidas é? [11] rions = 0.039£0.004.
Isto significa que a maior parte da matéria escura deve ser nao-barionica!

Ainda seria possivel que a teoria da gravitagdo de Einstein deixasse de valer para
distancias da ordem do tamanho de uma galdxia e que portanto os métodos dinamicos
de determinagao de dyjaeria estejam errados. Isso requer também que a teoria do desvio
da Juz esteja errada, pois os resultados de lentes gravitacionais estdo em acordo com as
medidas dinamicas. Além disso, como veremos a seguir, vérias outras observacoes inde-
pendentes apontam para um universo com pouca matéria barionica e grande densidade

de matéria nao-baridnica.

Neutrinos

A radiagdo de fundo de neutrinos ainda nio pode ser detectada experimentalmente.
Mesmo assim, podemos determinar o pardmetro {2, a partir da abundancia de neutrinos
ap6s o seu desacoplamento e de estimativas para a sua massa. A evidéncia mais convin-
cente da massa dos neutrinos foi dada em 1998 pelo experimento Super-Kamiokande, que
detectou pela primeira vez a oscilagio de neutrinos solares [12]. Quando esta tese estava
sendo concluida, foram divulgados os resultados de um outro experimento, o observatério

de neutrinos de Sudbury (SNO), que confirmou as oscilagbes [13]. As oscilagdes entre

2Na verdade, as abundancias dos elementos determinam o produto €2, HE. Aqui estamos supondo
que a constante de Hubble é Hy = 71K'm/s/Afpe, como indicam diversas obseracces.
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diferentes tipos de neutrinos nio determinam a massa de cada espécie, mas diferenca
enftre as Imassas.

Possuindo massa, os neutrinos poderiam, em principio, ser responsiveis pela matéria
nio-bariénica. No entanto, resultados baseados nas oscilagoes de neutrinos, de um lado
e nos cendrios de formacio de estruturas com neutrinos, do outro, impoem o limite® [10]
0.003 < Qewrrines < 0.15. Assim, ainda falta uma componente de matéria desconhecida
que domina a densidade de massa do universo. Ela seria composta por particulas nao-
relativisticas, denotadas genericamente por WIMPS (weak interacting massive particles).

Alguns candidatos sio: dxions®, particulas super-simétricas e monopdlos.

O termo cosmoldgico

Os métodos dinamicos para a determinagao de 2 que citamos na secao anterior sao sen-
siveis apenas & matéria que se aglomera. Como os aglomerados de galdxias representam
grandes concentracoes de massa (6p/p = 102 — 10%), qualquer distribui¢ao mais suave
(6p/p < 1) de outro tipo de matéria produz uma contribui¢do desprezivel. Os movimen-
tos das galdxias em aglomerados e dos aglomerados entre si, sdo sensiveis as heterogenei-
dades locais. Por outro Jado, medidas cineméticas, como por exemplo o diagrama de
Hubble (veeesio X distdncia), medem a densidade césmica média.

Esse diagrama fornece a constante de Hubble e também o pardmetro de desaceleracao.
A velocidade de recessao é estimada pelo desvio para o vermelho, que pode ser facilmente
medido. J4 a medida da distancia era um grande problema até recentemente. Para obter
a distancia de um objeto muito longinquo é preciso saber a sua luminosidade intrinseca
e compard-la com a luminosidade observada. Utilizava-se uma “escada” que permitia
medir distancias de objetos cada vez mais distantes. Para estrelas proximas € possivel
medir a paralaxe, com isso calibram-se outros indicadores, como o brilho Intrinseco de
uma estrela cefeida em funcio do seu perfodo de variagio e assim por diante. Cada passo

tinha incertezas que iam acumulando-se e a determinacdo das distancias de galdxias

305 resultados do observatério de neutrinos de Sudbury implicam que 0.001 < Qneutrines < 0.18 [13].
4Para uma discussio sobre o axion, veja a tef. [7], cap. 10, ou a ref. {5], seciio 11.5.
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muito afastadas era imprecisa. Utilizavam-se também relagoes empiricas envolvendo o
momento angular das galdxias e a sua luminosidade intrinseca.

Recentemente, descobriu-se que as curvas de luz de supernovas do tipo la sao um
excelente indicativo de sua magnitude inerente. Como essas supernovas podem ser vistas
mesmo em galdxias distantes, esse método tornou-se uma ferramenta poderosa para medir
a parametro de Hubble e a taxa de variacdo da expansdo com grande precisdo. Dois
grupos utilizaram métodos sofisticados de detecgdo automatizada e descobriram um total
de mais de 100 supernovas. Os dados obtidos através da observa¢ao de supernovas do
tipo la [14, 15), levaram ao surpreendente resultado de que o universo estd em expansao
acelerada. Isto sé seria possivel se houvesse uma componente de matéria com pressao
negativa. Associa-se essa componente a constante cosmoldgica A, que jd aparecia como
uma possibilidade na teoria da gravitacio de Einstein. Ela faz o papel de uma energia
do vacuo, embora nido haja nenhuma estimativa tedrica que possa prever os resultados
observacionais (a teoria erra por um fator 10°® a 10'*%!). Alguns autores sugerem a
possibilidade dessa “constante” variar no tempo. Essa componente poderia ser um campo
escalar rolando para o minimo do potencial, num cendrio conhecido como quintesséncia
(veja a secdo A.4.2). Uma outra possibilidade ¢ discutida na se¢ao A.4.3. Para um artigo
de revisio, veja a referéncia [16].

Na realidade. os resultados obtidos através do diagrama de Hubble nao medem dire-
tamente {25, eles sio mais sensiveis a diferenca Qa — Qa (veja a eq. A.67). Os dados
da observacio das supernovas sozinhos ja permitem concluir que {25 > (2, mas para
termos uma medida de cada uma dessas quantidades separadamente é preciso utilizar
uma estimativa independente de 7, ou {35, + 24. Por exemplo, utilizando-se o valor de

1,; medido através das velocidades peculiares das galdxias obtem-se 0y ~ 0.8 [17!.

A radiagao césmica de fundo

Um dos aspectos interessantes da cosmologia observacional € a possibilidade de ver o
passado diretamente. Quanto mais longe se obserya, mais remoto € o tempo de emissao

da luz. Se o universo passou por uma fase quente, nés deverfamos ser capazes de observar
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agora, os primeiros f6tons que passaram a se propagar livremente apds a recombinacao,
300.000 anos depois do Big-Bang. Foi exatamente o que Penzias e Wilson detectaram
em 1965: a radiacdo cdésmica de fundo (RCT).

O que se observa. é um espectro de emissdo de corpo negro, com temperatura de 2.728
K [7]. FEssa temperatura é devida ao desvio para o vermelho causado pela exXpansao
(a recombinacio ocorre a aproximadamente 3.000 K). A primeira anisotropia observada
(3.36 mK) corresponde a um dipolo, e é devida & velocidade da galdxia em relagao ao
referencial de repouso da radiagao (o que leva a Vgrupo local = 630 Km/s). Subtraindo esse
dipolo, obtem-se uma distribui¢do de temperatura altamente homogénea e isotropica. A
extrema. isotropia da radiacdo césmica de fundo foi um dos argumentos decisivos em favor
do modelo do Big-Bang.

As primeiras anisotropias na radiagao césmica de fundo foram detectadas pelo satélite
COBE em 1992. Os resultados obtidos pelo COBE mostraram que os desvios do espectro
de um corpo negro sao de apenas 0,03% e que as flutuagdes de temperatura sao 8T/T ==
10-5 em escalas de 10° a 90°. Essas flutuacoes correspondem a pequenas heterogeneidades
na distribuicio de matéria, que acabaram originando as estruturas em grande escala. Por
1350, 0 estudo dessas flutuagdes ¢ uma ferramenta poderosa para testar teorias de formacao
de estruturas. A analise da radiacdo cosmica de fundo mostra que o universo primordial
era altamente homogéneo, com §p/p ~ 107% — 1072,

Fm pequenas escalas angulares o espectro da radiagao césmica de fundo, que mede
essencialmente a magnitude das flutuagdes em fungao da separagao angular, apresenta
uma série de picos. O primeiro pico (maior separacao angular) permite medir a curvatura
do universo, os outros picos fornecem informagao sobre varios parametros cosmologicos
(veja a segio 1.3.5). Por exemplo, a diferenca na altura dos picos mede a quantidade
de matéria baridonica. Recentemente foram divulgados os resultados da medida desse
espectro feitos com dois experimentos em baldes estratosfericos, BOOMERANG {18] e
MAXIMA [19], que estudaram as flutuagdes na temperatura em escalas de 5 a L.5".
Esses resultados mostraram que a curvatura do universo em grandes escalas € nula (ou

quase) de modo que Qo =~ 1 [20, 21]. Eles também permitem fazer uma estimativa de
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Qarions, que estd razoavelmente em acordo com as medidas da nucleossintese primordial.

Neste mes foi langado o satélite MAP [22], que permitird medir o espectro com res-
olu¢ao ainda malor, permitindo calcular os parimetros cosmolégicos com grande precisao
e oferecendo mais um teste observacional para os modelos cosmolégicos. Hé ainda outros

experimentos sendo preparados, como o satélite PLANCK [23].

A distribuigao de matéria em grandes escalas

Para investigar a distribui¢ao de matéria no universo efetuam-se levantamentos sistemati-
cos da posigao de galdaxias e quasares. Ha dois tipos de levantamentos: num sao deter-
minadas apenas as posigdes angulares. Como as distdncias nao sao conhecidas, temos
uma distribuicao projetada numa esfera. A vantagem ¢ o grande nimero de objetos que
podem ser levantados: no APM survey [24], por exemplo, temos a distribui¢ao de 2 mil-
hoes de galdxias. Em outro tipo de levantamento, sio determinadas tanto as posigoes
angulares quanto os desvios para o vermelho. Isso permite ter uma idéia da distribuigao
tridimensional da matéria. Um exemplo é o Las Campanas survey [25, 26], com 23.700
galdxias. Um dos primeiros levantamentos desse tipo foi o CfA redshift survey [27], com
9.000 galaxias. Atualmente hd dois grandes levantamentos de desvios para o vermelho
de galdxias sendo desenvolvidos o Two Degree Field (2dF [28]), que serd finalizado este
ano e o Sloan Digital Sky Survey (SDSS [29]). O 2dF determinard os desvios para a o
vermelho de 250.000 galaxias, distribuidas em varias fatias do céu. Até setembro de 2000
j4 haviam sido levantadas 132.000 galaxias. Jd o SDSS medird as posi¢ao de um milhéao
de galdxias. Pela primeira vez serd possivel comparar as flutuagoes na distribuigao de
matéria, com as perturbagoes na radia¢io césmica de fundo em escalas equivalentes.
Antes de que fossem feitos os primeiros levantamentos da distribuicao de galaxias,
esperava-se que nao houvesse estruturas em escalas maiores que aglomerados de aglom-
erados de galdxias. Acreditavasse que, a partir dessas escalas, o universo deveria ser
homogeneo. Foi uma grande surpresa quando os primeiros resultados do CfA, na dé-
cada de 1980 [27], mostraram a existéncia de complexas estruturas: filamentos, paredes

e vazios de matéria (voids). Os voids, sdo como bolhas sem matéria luminosa, e se esten-
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dem até 40-60 Mpc. O grande muro, tem dimensoes da ordem de 80 Mpc por 220 Mpc.
Portanto as estruturas observadas sao de tamanho compardvel s maiores distancias que
conseguimos observar.

Uma andlise desses levantamentos mostra que o universo atual é altamente heteroge-
neo, com uma distribui¢do de matéria do tipo fractal. A dimensao fractal depende da
escala e tenderia a 3, ou seja, uma distribuigdo homogénea, nas maiores escalas {30]. Esse
resultado esta em acordo com as medidas da radiacio césmica de fundo.

Os aglomerados e as galdxias sdo grandes concentrages de matéria quando compara-
dos 4 média do universo. As variacoes na densidade sdo da ordem de 10° (9, xias/ Puniverso)
ou 10? — 10° (P, 10merados/ Puniverso) [7)- 15582 Tazdo vai decrescendo & medida que consid-
eramos estruturas de maiores dimensoes, até chegar proximo da densidade meédia do
universo [30].

A distribuicio de matéria em grandes escalas proporciona mais uma evidéncia para a
existéncia de matéria escura, ja que num universo composto apenas por bdrions, nao teria
havido tempo para a formar as estruturas observadas (veja a secdo 1.3.2, em particular
o resultado 1.39).

Uma compreensao da distribuicho atual de matéria em grande escala é crucial para
entender a origem das estruturas no universo e testar cendrios detalhados de sua formagao.
Por sua vez, a determinacgao desses cendrios colocard limites sobre as teorias do universo

primordial que predizem as primeiras flutuacoes.

1.1.3 As Eras Cosmoldgicas

Como vimos, 0 universo & composto por varios tipos de matéria/energia: particulas
relativisticas (fétons, neutrinos, etc.), com equacido de estado p = (1/3)pc?; matéria
nao relativistica, com® p = 0 e constante cosmoldgica, com p = —pc?. Qual seria a mais

importante na formacio de estruturas? Para responder a essa pergunta, ¢ preciso estudar

5Para a matéria escura, a pressio é nula. J4 a matéria bariénica tem pressio e esta exerce um papel
fundamental na sua dinadmica. No entanto, apenas interessa para a discussio a seguir que: p/ 2 p
(matéria nao relativistica). Essa condigio deixa de valer a altas temperaturas.
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a evolucgao relativa dessas componentes.

Ao longo da evolugao do universo ha eras em que cada um dos diversos constituintes
domina: a densidade de energia de um passa a ser muito maior que a dos outros, sendo
responsavel pela dinamica global. Para compreender isso, basta uma simples anélise da
termodinimica num universo em expansao. Se a expansao é homogeénea, todas as escalas
se alteram por igual, dessa forma a trajetéria de um elemento de volume é dada por
7(t) = Za(t), com Z fixo. A func8o a(t) é conhecida como fator de escala do universo
e a sua evolugdo temporal depende do conteudo total de matéria (veja a segdo 1.2).
Se nao ha troca de calor entre particulas vizinhas temos, pela 2° lei da termodinamica
(conservacio da energia): dFE = —pdV, onde E deve incluir a energia de repouso, de

modo que a energia total 6 E = mc®. Escolhendo um volume esférico de raio a(t)

teremos E = pV¢? = (47/3)a%pc?. Assim a 2° lei leva a°

d(pa’) = ~75d (@)

C

Para radiagio obtemos’ p, o a~%; para matéria ndo relativistica, py, x a™% e para a
constante cosmoldgica®, p, o< const. Na nucleossintese, 0 universo era dominado pela
radiacdo. Ao longo da expansdo a matéria passou a dominar (j& que a densidade desta
diminui mais lentamente que a da radiagao).

Na era dominada pela radiagio as flutuagdes nao evoluem. Por volta de 30.000 anos
apos 0 Big-Bang a matéria comeca a dominar e as primeiras estruturas iniciam a sua
formacdo. A matéria escura € a primeira a se condensar, ji que a matéria barionica s6
se aglomera apos o desacoplamento.

As observacdes de supernovas distantes e do espectro da radiagao cdsmica de fundo

bEssa equacio é idéntica A equacdo da conservacao da energia nuin universo em expansdo deduzida
a partir da relatividade geral (eq. A.64).

7Para radiacao de corpo negro temos p x T4, logo, pela 2¢ lei da termodiamica, teremos T xa™ .
Se a temperatura da radiagio césmica de fundo medida hoje, ¢ da ordem de mil vezes menor que no
desacoplamento: isto significa que o Universo naquela época era mil vezes menor do que agora.

3Nos modelos com termos cosmoldgico varidvel, como no caso de quintesséncia, a equagao de estado
pode mudar com o tempo. Entretanto, a pressao & sempre negativa, o que leva a um decaimento coin
a (t) mais suave que o da matéria.
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indicam que Q4 2 Qyy, hoje. No entanto, devido ao comportamento de py; € py com
a(t), teriamos Qy < Qp no inicio. Por isso a constante cosmolégica teve uma influéncia
desprezivel na formacdo de estruturas. Ela passou a dominar a energia do universo apenas

recentemente, quando as estruturas j4 estavam formadas.

1.1.4 Resumo da Cosmologia Padrao

No modelo cosmolégico padrio, que € baseado na gravitagao de Einstein, supoe-se que
0 universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas. Nos seus primordios, ele teria
passado por uma fase de expansao acelerada, que fez com que a curvatura ficasse ex-
tremamente reduzida e que amplificou pequenas flutuagdes quénticas iniciais, num pro-
cesso conhecido por inflagdo. Depois o universo entrou na era dominada pela radiagao,
durante a qual ocorreram diversos processos fisicos, como por exemplo a nucleossintese
primordial. Uns 30.000 anos depois do Big-Bang o universo comecou a ser dominado
pela matéria e as primeiras estruturas comegaram a crescer. Por volta de 300.000 anos
depois houve o desacoplamento entre matéria e radiagdo, a luz passou a se propagar
livremente e a matéria bariénica também passou a formar estruturas. O universo hoje &
composto essencialmente de matéria barionica, radiacdo, neutrinos, matéria escura e um
termo cosmolégico”.

H4 hoje um grande volume de dados observacionais, utilizando métodos bem distintos,
que sustentam esse modelo. Continuam havendo grandes incégnitas, como a natureza
da matéria escura e do termo cosmolégico. Ambos fazem parte do modelo cosmolégico
padrao por forca de suas evidéncias observacionais. A existéncia dessas duas componentes
nao era esperada pela maioria dos cosmélogos e sua descoberta causou grande surpresa.
Uma critica que se faz é a falta de medidas independentes - ndo baseadas na cosmologia
- para essas quantidades. Por exemplo, a matéria escura ¢ detectada apenas pelos seus
efeitos gravitacionais, supondo a validade da lei de Newton {ou em tultima instincia, da

relatividade geral). E se em vez de matéria escura fosse necesséria uma outra teoria da

YNo fundo, talvez Aristcteles estivesse certo ao afirmar que hd cinco elementos que compdem todo o
universo: a matéria baridnica, a radiacdio, os neutrinos, a matéria escura e a quintesséncial
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gravitagao?

Nao é possivel saber a priori a quantidade de matéria escura, nem o valor do termo
cosmologico. Esses dados sao obtidos ajustando os resultados observacionais a teoria.
Apesar das medidas de 25 e Q5 por diversos métodos e em diferentes escalas serem
consistentes, isso pode ser considerado uma deficiéncia do modelo, jad que ele se baseia
em quantidades que siao medidas utilizando a propria teoria. Por outro lado, mesmo
considerando que o modelo seja incompleto e encarando {1y e §24 como parametros
livres da teoria, pode-se dizer que o modelo padrao é um grande sucesso.

O modelo cosmoldgico padrao descreve o universo em termos de alguns parimetros
como: roal, $% 5 Ho. qo, K e outras quantidades relacionadas ao espectro das flutuacoes
primordiais. E extraordinério que seja possivel entender uma boa parte da histdria do
universo e de sua estrutura em grande escala com uma teoria tao simples e a partir de um
nimero tao pequeno de parametros. Se em 1971 Weinberg dizia que a verdadeira razao
para escolher um modelo homogéneo e isotrépico em grandes escalas era porque essa su-
posicao “é a tinica que permite utilizar os dados extremarnente limitados proporcionados
pela astronomia observacional & cosmologia” [31]; hoje pode-se dizer que esse modelo &
o preferido, justamente pelo enorme volurne de dados observacionais que o sustenta.

Sempre & possivel que essas “pequenas nuvens no horizonte” (aqui, o termo cos-
moldgico e a matéria escura) se transformem numa “grande tempestade”, como ocorreu
com o surgimento da ffsica moderna no inicio do século XX. Mas, da mesma forma que a
mecénica de Newton néo se alterou depois do surgimento da teoria quantica e da teoria
de relatividade, € bem possivel que o cendrio cosmoldgico padrdo se mantenha como a
descricio correta do universo, pelo menos alguns instantes apos o Big-Bang.

Isso nio significa que a cosmologia esta fechada e que néo hd mais o que investigar.
Pelo contrério, significa que ela entrou definitiva e indiscutivelmente para o dominio
da ciéncia fisica, devido a possibilidade de fazer modelos e testar as suas predigoes.
O progesso experimental e computacional continuard trazendo novidades por um bom
tempo, permitindo confrontar a realidade com as novas teorias. Ispera-se que nuin

futuro proximo ocorra a detecgdo das ondas gravitacionals o que seria mais um teste da
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relatividade geral e permitiria discriminar entre teorias alternativas da gravitagao, como
a NDL [32], por exemplo. As simulagdes de alta resolu¢io permitirdo entender a formagao
de galdxias a partir das flutuagdes primordiais.

Voltando as medidas dos parametros cosmolégicos. Diz-se que, a partir da década
passada, a cosmologia entrou na “era da precisdo”. Nao apenas as barras de erro dimin-
uiram de uma ordem de magnitude, mas também -estimativas utilizando diferentes méto-
dos estio convergindo. Um célculo recente [33], utilizando dados da estrutura em grande
escala e da radiacio cosmica de fundo, leva aos seguintes valores para os parametros
cosmolégicos: = 0.3770% ) = 0.6970%, U = 0.03+7907 € = 0.03755% e
Ho = 7T172Km/s/Mpc. As barras de erro ainda sio bastante grandes, mas o cendrio jd
parece estar bem definido. Esses valores estao em acordo com uma série de outras medi-
das independentes como: estatistica de lentes gravitacionais, abundéncias de elementos
leves, dados das supernovas do tipo la, idade do universo e oscilagao de neufrinos.

De acordo com esses dados, estarfamos vivendo num universo plano, em que a con-
tribuigio da matéria que se aglomera é de uns 30% da densidade do universo. Dessa
fragio que gera estruturas, 82% é composto por CDM, 10% por matéria barionica e 8%
por neutrinos.

Mesmo se os pardmetros do modelo padrio ji estivessem definitivamente determi-
nados, ainda seria preciso entender pelo menos dois assuntos fundamentais: como foi o
universo primordial, logo apés o Big-Bang e como surgiram as estruturas em grande es-
cala no universo. Nesta tese nos preocuparemos apenas com o segundo ponto, estudando
um método aproximado que poderia ajudar a compreender e simular as estruturas em

grandes escalas.

1.2 Cosmologia Newtoniana e Coordenadas Co-mdveis

Nesta secio vamos introduzir as equacdes da cosmologia newtoniana partindo da propria
mecanica de Newton. Como veremos a seguir, a teoria newtoniana nao se aplica direta-

mente & cosmologia: ¢ preciso estabelecer um procedimento para eliminar as inconsistén-

28



cias que surgem ao considerarmos uma distribui¢io infinita de matéria. Através desse
procedimento chegaremos & formulagio da cosmologia newtoniana em coordenadas co-
moéveis, que nos permitira estudar a formagio de estruturas em grande escala. Em tltima
instancia, a justificativa para esse tratamento vem do limite newtoniano da relatividade
geral, que fornece as mesmas equagbes a serem deduzidas nesta secio!”.

A cosmologia newtoniana é de fundamental importancia para estudar a formacao de
estruturas em grandes escalas. No regime nao-linear, apenas um tratamento newtoniano
é factivel portanto quase todas as simulagoes computacionais e aproximagoes analiticas
sdo feitas com base na cosmologia newtoniana. Além disso, o limite newtoniano é uma
6tima aproximacao para a dindmica das estruturas em grande escala. Para pequenas
flutuagdes € possivel fazer um tratamento relativistico, mas a andlise newtoniana é muito
mais simples e ajudard a compreender fisicamente o inicio da formacio das estruturas
(secdo 1.3).

Para determinar as forgas gravitacionais, devemos calcular o potencial gravitacional

¢, que é obtido pela solucao da equacgdo de Poisson
Vip = 4xGp(7,1).

No entanto, essa equagao apenas nao é suficiente par determinar ¢: precisamos fornecer
condicoes de fronteira. Num universo ilimitado, ndo ha um critério para definir es-
sas condi¢des, e portanto ndo temos como calcular ¢ a priori. Assim, as equacOes da
mecanica, junto com a equagao de Poisson, nao sio suficientes para determimar a solugao
do problema cosmolégico.

Essa ambigiiidade na teoria newtoniana aparece somente no estudo de um espaco
infinito preenchido de matéria. Em problemas nos quais a densidade cai suficientemente

rapido no mfinito, podemos utilizar a condigao ¢ — 0 para r — oc. Essa condigao.

"Veja o apéndice 1, segiao A.5.
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juntamente com a equacao de Poisson, permite determinar o potencial ¢ completamente:

Se insistirmos em utilizar essa expressao quando p nfo decal para r — 00, entao ¢
diverge. A impossibilidade de se obter uma cosmologia puramente newtoniana & atrtbuida
por muitos autores a divergéncia de ¢. No entanto, as quantidades observéveis sao
as derivadas segundas 0¢/0r;0r;, que determinam a aceleragio relativa de particulas
vizinhas. Elas ficam indefinidas devido & divergéncia do potencial, ou methor, pela falta
de condigoes de fronteira apropriadas.

Qual seria o valor do campo gravitacional ¢ num meio infinito e homogéneo? Se
consideramos primeiro o campo dentro de uma esfera finita de raio R temos, pelo teorema
de Gauss, § = —(47/3)Gp7 (para r < R). Esse resultado nao muda para B — oo e
Jogo serfamos tentados a concluir que o campo estd bem definido em qualquer r finito.
Suponha agora que estejamos no interior de um esferéide de excentricidade e > (. Nesse
caso o campo gravitacional ndo & radial. A tnica diferenca estd na casca entre o esferéide
e a esfera nele circunscrita, no entanto o campo muda em todos os pontos (exceto em
r = 0). Temos um exemplo explicito em que o campo gravitacional depende das condiges
de contorno no infinito. Qutro problema & que, mesmo num espago homogéneo o campo
dependeria fortemente da posigao e da origem do sistema de coordenadas.

Vamos ver agora um modo de evitar esses problemas que nos permite construtr uma
cosmologia newtoniana. Dessa forma, as condi¢bes de contorno no infinito ja estarao
“embutidas” nas equagoes de movimento.

As observacgoes de objetos distantes mostram que o universo estd se expandindo. Se
a expansao fosse perfeitamente uniforme, as separacoes entre objetos co-mévels com a
expansio cosmica mudariam com o mesmo fator de escala a(t). Na verdade sabemos
que ela nao & uniforme, mas podemos fatorar a expansao meédia. E nesse processo que

desaparecerd a indeterminagio de g.
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Definimos coordenadas co-méveis T pela relacao!

T T 1.2
Trm—— .
o) (1.2)
e o tempo conforme T port?
dit
dr := —. (1.3)

Para uma expansao perfeitamente uniforme os vetores posigao co-moveis £ permanecem
fixos para todas as particulas. No caso de uma expansao perturbada, cada particula segue
uma trajetdria I (7). A velocidade em coordenadas co-mévels, conhecida como velocidade

peculiar é definida por

—

df 1drF da/dr dr
= — = ——
i dr adr a? dt

=3
i

|

|
y
Rt

(1.4)

O parametro de Hubble é definido por

lda_ 1da

HO) = G@m=ca

Note que # & a velocidade medida por um observador cuja coordenada co-mdével é fixa
(para esse observador, ¥ = a & e portanto a sua velocidade é dada por (da/dt) (1/a) 7 =
HT).

Como sempre podemos multiplicar o fator de escala a por uma constante, é methor
trabalhar com quantidades que sao invariantes com relagdo a essa mudanga, estas serao
chamadas de quantidades prépries. Assim H e v; = dz;/dr = (adr;) / (adt) sdo quanti-
dades proprias, enquanto dx;/dt nao é. Por isso utilizamos 7 em vez de ¢ como varidvel
independente.

Para deduzir as leis que governam a expansao meédia, considerarernos uma distribuigao

11 As coordenadas cartesianas usuais de uma particula ou elemento de volume serdo denotadas por 7;.
12 A varidvel t, conhecida como tempo cosmoldgico, é o tempo préprio medido por wm observador
co-mdével com a expansac média.
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esfericamente simétrica e uniforme com densidade p. Para que a homogeneidade seja
mantida, & preciso que todas as escalas se alterem por igual. Dessa forma a trajetdria de
um elemento de volume de massa m sera dada por r(t) = a(t)z com z fixo (diferentes
valores de z denotam elementos de diferentes cascas esféricas). A equagao de conservagao
da energia para esse elemento de volume é

1 [dr\? GMm
§m(a) oy = £,

onde M é a massa contida numa esfera de raio r. Logo

(G2)" o) _E
=

2 ax

(Note que cada casca pode ter uma energia total diferente E(zx). Ela é fixada pelas

condicOes iniciais). Assim, obtemos

8
@ty = 50 - K, (15)
onde K = —2E/mz?. Essa equagdo é conhecida como equacdo de Friedmann. Para ter-

mos uma expansao homogénea, a fungio a (7) deve ser a mesma para todos os elementos
de volume, logo devemos ter K = const. A equagao de Friedmann que acabamos de
deduzir é idéntica aquela obtida utilizando a relatividade geral (eq. A.65). Na relativi-
dade geral pode-se mostrar que K estd relacionado a curvatura do espago (ou seja, das
hipersuperficies com 7 constante).

Fm termos do pardmetro cosmolégico de densidade Q = 8nGp/(3H?), a equacio

(1.5) pode ser escrita como
K= -1)(aH). (1.6)

Vemos que a curvatura é nula se = 1, 0o que ocorre se a densidade é igual a den-

sidade critica p, = 3H%/ (87(G). No caso de termos diversas componentes com densi-
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dades p; 0 pardmetro () é a soma das contribuicdes de cada componente: () = > =
> 8nGp,/(3H?).

Para resolver a equacido de Friedmann ainda é preciso obter uma relagao do tipo
p = p(a(r)). Consideremos um elemento de volume V formado por um dado conjunto
de particulas, e cuja densidade & p. A conservagio da massa implica em pV = m == const.
No caso da expansdo uniforme, uma esfera de raio r(t) = za(t) terd sempre as mesmas

particulas, assim p (47/3) (az)® = const. ou seja
— o =3
poxa. (1.7)

Substituindo essa expressio na eq. (1.5) obtemos uma equacio diferencial de 1% ordem
no tempo para o fator de escala a(t) lou a(7)]

da\? [da\? p.a 31
(u) - (d_t) - (1.8)

adr 3 a
onde p; e a; sao os valores de p ¢ a num tempo ¢; dado. Essa equacio pode ser in-
tegrada para vdrios valores de K. Os diversos valores dessa constante determinam o
comportamento assintotico do fator de escala.
Um caso importante € o universo de Einstein-de Sitter, que consiste em escolher
K = 0 {ou seja, 2 = 1). Nessa situacdo a equagio de Friedmann (1.8) possui uma

solugao analitica simples:

a(r) = (T %_TO)Q, (1.9)

onde 72 = 3/ (2rGp,a;®). De agora em diante escolheremos o intante 7o = 0, que
corresponde ao Big-Bang. Note que sempre é possivel redefinir a;, de modo que a (7)
é determinado a menos de uma constante. O importante & o comportamento temporal
a « 72. No universo de Einstein-de Sitter a conversao para o tempo usual ¢, chamado

de tempo cosmolégico, fica facil: ¢ = [a{7)d7 o que leva a 7 oc t1/. Dessa forma, temos
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a x t¥3,

Note que a (1.7) s6 & valida para matéria nao-relativistica, para a qual nao hd vari-
acao da massa de repouso. E possivel estender esse tratamento considerando fluidos
relativisticos (veja a segdo A.3), ou mesmo misturas de fluidos.

Quando @ — 0, os dois primeiros termos da equagéo (1.5) divergern. Dessa forma,
para pequenos valores de a, a curvatura ndo ¢ importante. As primeiras medidas do
parametro de Hubble j4 indicavam que a curvatura deveria pequena hoje, de modo que
o primeiro termo do lado direito da (1.5) domina sobre o segundo. Dessa forma, quando
as primeiras estruturas foram formadas o termo de curvatura era totalmente desprezivel.
Assim que o universo passa a ser dominado pela matéria, de modo que a (1.7) € vdlida,
o fator de escala a é dado pela solucdo de Einstein-de Sitter. A equagcdo (1.5) nao inclui
o termo cosmolégico, mas como vimos na secao (1.1.3) ele também é desprezivel para
pequenocs valores de a. Desse modo, mesmo num universo em que & # le K # 0, a
solucao de Einstein-de Sitter, representa bem o comportamento do fator de escala para
a < 1, em particular, no inicio da formacao de estruturas.

Derivando a (1.8) em relacio a 7 e usando a (1.7) obtemos®®:

d [a AnG p;al AnG ,
4 fa) _ _4nGpo _ _ 5, 1.10
dr (a) 3 a 3 2F (1.10)

Agora estamos prontos para descrever o movimento de um meio nao uniforme num

universo em expansao. A distribuicdo de massa pode ser escrita como:

p(Z,7) = p(7) + 6p(Z,7),

onde p é a densidade média: p = (1/V) f,, o(Z, 7)d?z, se V & um volume “representativo”
do universo. Af entra explicitamente a hipétese do universo ser homogéneo - em média
- a partir de uma certa escala (senio a integral ndo converge, e p ndo € bem definido).

Esse tratamento nfo seria vdlido num universo com estrutura fractal ilimitada, mas é

13 A partir deste capitulo utilizaremos a notagio = @/9T.
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perfeitamente aplicdvel se a distribuicio de matéria é fractal até uma dada escala.

Vamos partir da equacao de Newton

d*7 77
—_— = : —-G — 3 ’]"r’
dt? — 7|
¢ transformé-la para coordenadas co-méveis e tempo conforme. Usando a (1.4) e a (1.3),

obtemos

ﬁ_ldﬁerfld a\  adi
dt?  adr? adr

a a? dr’

Assim, a equacdo de movimento fica

—

2 = . s g o
L () + 28 = —ca? [ (o) + 500z, 7) et

Agora podemos eliminar os termos que aparecem num universo homogéneo da seguinte
forma. O primeiro termo do lado direito é o campo gerado por uma distribuicao uniforme
de matéria (multiplicado por a). Se supomos que 0 universo ¢ (em média) esfericamente
simétrico a grandes distancias, esse termo da —(47/3)Ga?p . E aqui que as condicbes
de contorno no infinito sao usadas explicitamente. Usando a (1.10), vemos que os termos

proporcionais a Z se cancelam, de modo que a equacao de movimento fical?

2 - (7 —
i_az+gd$ —Ga? /5,0 (@ $)d3 =V, (1.11)

dr? ~ adr |:1:_:E|

Se 5 inclul matéria relativistica, tanto o campo gravitacional como o comportamento de a{7) mudamn.
Os termos homogéneos também se cancelam nesse caso, mas a sua justificativa requer a relatividade geral,
ou sua extensio newtoniana (sec. A.3}.
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onde

—

-7

HE,T) = Gagfmdsx’. (1.12)

Note que ¢ é uma quantidade prépria: o?dz' /|7 — &'t ~ Fr/iF — 71

Como [, §pd®z — 0 em grandes escalas, 6 ¢ finito e bem definido (exceto sobre mas-
sas pontuais, que ignoramos ao tratar o campo de densidade como continuo). Néo hi
mais ambigiiidade na equagio de movimento para Z(7). O campo é nio varia muito com
a origem do sistema de coordenadas, j& que a contribuicao da distribuigao de matéria
distante & pequena; o que resolve mais um paradoxo da cosmologia newtoniana. Conclui-
mos que ¢, chamado de potencial gravitacional peculiar, & o potencial apropriado para a
cosmologia newtoniana, desde que trabalhemos em coordenadas co-moéveis. Esse trata-
mento é vilido mesmo em regides altamente heterogéneas, jd que em nenhum momento
fol preciso supor que dp < p. O procedimento efetuado nesta se¢ao serve apenas para
eliminar o problema das condigdes de contorno no infinito,

Fm resumo, as equacoes de movimento ficam:

% %% =—V,0, Vi¢=4nGa’6p(z;,7) (1.13)
As mesmas equagdes saem do limite de campos fracos (|¢| < ¢*) e baixas velocidades
(1? < ¢*) da relatividade geral para um espaco-tempo de Robertson-Walker perturbado.
Localmente, a descricao da relatividade geral num universo de Friedmann-Lemaitre per-
turbado é equivalente 4 cosmologia newtoniana, com a condigio de fronteira de que a
distribuicao de massa &€ homogénea e isotrépica no infinito. O tratamento da cosmologia
newtoniana requer que o espago seja euclidiano, o que é uma dtima aproximagao; exceto

préximo a objetos compactos (como buracos negros), e eventualmente, em escalas da

ordem da distancia de Hubble ¢/H.

Observacdo: Ha virias maneiras de se eliminar a indeterminagao em 9¢/0r:0r;.
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que foi discutida no inicio desta secio. Um método consiste no exame preliminar de urh
corpo finito, seguido da transi¢ao para um corpo infinito. Foi esse o método utilizado
nesta se¢ao para uma distribuicdo de matéria esférica. O mesmo procedimento pode, por
exemplo, ser aplicado a um elipséide homogéneo. Ao investigar o caso de um elipséide
finito, vemos que é possivel acrescentar infinitas camadas sem alterar a sua evolugio
temporal, nem o campo gravitacional em seu interior (veja a secao 3.3.1). Assim podemos
produzir um universo infinito com as propriedades das condigoes de fronteira do elipsoide.
O resultado seria portanto diferente do obtido nesta secao, que estd em acordo com os
dados observacionais e com o limite newtoniano de um universo de Friedmann-Lamaitre
perturbado (veja a secdo A.5). Dessa forma, vemos que nao é possivel introduzir uma
cosmologia puramente newtoniana de forma univoca.

Uma outra forma de se obter a cosmologia newtoniana é estudar o desvio geodésico
num universo homogéneo, através da formulagao da gravitacao newtoniana na linguagem
do espago curvo [34, 35]. No entanto, essa abordagem é muito mais complicada, pois
utiliza o aparato matemadtico da geometria diferencial. Além disso ela nao leva imediata-

mente 4s equagoOes newtonlanas para wmn universo heterogéneo.

1.3 O Crescimento Linear das Estruturas

Nesta secao introduziremos as equagoes de fuido da cosmologia newtoniana e estu-
daremos o seu comportamento para pequenas flutuacbes de um universo homogéneo.
Mostraremos como funciona o mecanismo de crescimento das estruturas no regime linear,
introduziremos o comprimento de Jeans e veremos como surgem as oscilacoes acusticas
num fluido com colisdes. Também discutiremos como aparecemn os modos adiabdticos e
isentrépicos e mostraremos a importancia da matéria escura para a formacao de estru-
turas. Apresentaremos algumas relagbes vilidas no regime linear que servem de motivagao
para a introdugdo de virias aproximagoes ndo-lineares.

Lembramos que as equacgoes deste capitulo sé sero vdlidas para flutuacoes com di-

mensdes menores que o raio de Hubble. Além disso, sé poderemos estudar as perturbagoes
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na componente nio relativistica, na era dominada pela matéria. Com essas restrigoes, 0s

resultados newtonianos sio idénticos aos da teoria de perturbagio relativistica'®.

1.3.1 Equagdes Cosmolégicas de Fluidos

Um fluido € um conjunto de particulas tratado como um continuo. Em cosmologia bi-
damos com dois tipos de fluido: Se as colisbes entre as particulas sao suficientemente
répidas para estabelecer um equilfbrio térmico local (ou seja uma distribuicao de veloci-
dades de Maxwell-Boltzmann), o fluido é um gés. Se nao hd colisoes temos um gés de
matéria escura. As equagoes de fluido discutidas nesta se¢ao aplicam-se a gases com
colisdes, ou & matéria escura antes da interse¢ho das trajetérias. Vamos lidar com um
gis ndo relativistico e ignorar forcas elétricas ¢ magnéticas.

As equactes de fluido vém das leis de conservagio da massa e do momentum e das
equacOes de estado. A conservacio da massa é representada pela equagdo de continuidade.

Nas coordenadas (7, 1) ela é dada por

op = ar
vr Ao = F— — 14
B +V-(p¥) =0, ¥ = (1.14)

Como na secio anterior, reescrevemos a densidade e a velocidade fatorando o comporta-

mento médio:

p = p(1+6), (1.15)
g
7 = d—’;:Hﬂﬁ (1.16)

onde 6§ = 8p/p e ¥ = d¥/dr é a velocidade peculiar. Transformando a equagao de

continuidade (1.14) para coordenadas co-méveis e tempo conforme (egs. 1.2 e 1.3),

15 Ainda é possivel estudar as perturbacdes na componente relativistica com equages muito semel-
hantes As newtonianas. Basta fazer uma peguena modificacio nessas equagdes para incluir os efeitos
inerciais e gravitacionais da pressdo. Veja uma discusso no apéndice I, segio A.3.
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ontemos

86

EH“7,c-[(1+5)17]=0. (1.17)

A conservacao do momentum é representada pela equagdo de Euler
- 1.
— =—-V¢ - ;Vp. (1.18)

Escrevendo essa equagao em coordenadas co-mdveis e notando que d/dt = (1/a)d/dr,

obtemos

dv d(HT—i—) zd a +_‘E+1dﬁ'
dt  dt Y adr \a an adr’

Como vimos na se¢ao 1.2, 0 campo gravitacional &
§G=-V,p=—"paF — ~V,¢. (1.19)

Ao substituirmos estes resultados na (1.18) notamos que 0s termos proporcionais a I se

cancelam (pela 1.10). Assim, obtemos finalmente:

@Jrfu - —Vq’b—le, (1.20)

com as derivadas sendo calculadas no sistema co-maével, e ¢ representando o potencial

peculiar (a partir de agora nao colocaremos mais o til, nem o simbolo x na derivada).
Para fechar as equacoes de fluido ainda é necessaria uma equacao de evolugao para a

pressao, ou para outra varidvel termodindmica, como por exemplo a entropia. Para um

gds com colisdes temos uma equagdo de estado p = p(p, S) onde S € a entropia especifica.

Num um gds monoatoémico ideal nao-relativistico, em processos reversivels temos,

TdsS = d( p)+pd C)) . (1.21)
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Os principais efeitos da pressio do gds podem ser extraidos da teoria de perturbagao
linear. Nela linearizamos as equacdes de fluido em torno da solugdo uniforme. Fssa
técnica é ttil para analisar a instabilidade gravitacional e outras instabilidades. As
equacdes de fluido linearizadas proporcionam uma descri¢ao razodvel das flutuacoes na
matéria (escura e luminosa) de pequena amplitude e grande escala, mesmo se a estrutura
é nao-linear em escalas menores. Essa & uma suposi¢ao usual na teoria das estruturas em
grandes escalas. Ela é sustentada razoavelmente pelas simulagoes numéricas.

Consideraremos que 6 e ¥ sdo pequenos (O,)) e desprezaremos termos de segunda

ordem (O=y). Linearizando as equagoes de continuidade e de Fuler temos

. 87 ¢ I
54V .70, 4 lix-Vé—-Vp (1.22)
or a P
A pressdo pode ser obtida da equagdo de estado p = p(p, S). Para um gas monoatomico

ideal nao-relativistico, utilizando a (1.21)

= - 2, = dp b5p
“Vp=cVé+ =TVS 2. 222 1.23

Como estamos lidando com pequenas perturbacoes de um universo homogéneo, podemos
escrever a temperatura e a entropia como: T(E,7) = T(r) + 8§T(Z,7) e S(&,7) = S() +
§S(#, 7). O lado direito da (1.23) fica, em 1% ordem: (2/3)TV?(8S), no restante desta
discussao ficard subentendido que nos referimos a T' (nao faz diferenca se escrevemos 6.5
ou S no laplaciano).

Se a escala de tempo para variacoes da entropia é longa comparada com as escalas de
tempo acusticas ou gravitacionais, teremos dS/dr ~ 0. Na teoria de perturbagao linear,
essa condicio implica em S = 0. Ha cinco varidveis do fluido (p, S e trés componentes

de 7}, e portanto ha cinco modos linearmente independentes. A perturbagéo linear geral

é uma combinacao desses modos, que estudaremos agora.
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1.3.2 Flutuagoes Isentrépicas e o Critério de Jeans

Vamos estudar primeiramente o comportamento de flutuacées isentrdpicas, para as quais
ndo hd gradientes de entropia entre elementos vizinhos. Esse tipo de perturbacio seria o
produto natural das flutuagées quéanticas durante a inflacio seguida pelo reaquecimento
[3]. As interacdes rdpidas entre particulas em equilibrio térmico eliminariam os gradientes
de entropia. Se VS = 0, as equacoes linearizadas do fluido e do campo gravitacional
(1.22), (1.23) e {1.13) sédo

o a

b F =V - cf\_7'5 . Vi = 4nGpa®s . (1.24)
or  a

§+V-T=0,

Aplicando o operador V na equacio de Euler e combinando com as duas restantes,

obtemos uma equagio de onda acustica for¢cada e amortecida para. &:
8+ g{s = 4rGpa®s + AV . (1.25)

Exceto pelo amortecimento de Hubble (segundo termo) e pelo termo gravitacional, essa
equacao é idéntica 4 que obteriamos para ondas de som num meio estético.
Para eliminar o laplaciano aplicamos a transformada de Fourier na equacio de onda.

A equacéo para o modo k fica:
5426 = (4nGpa® - K*c2) 6 = (k3 — k%) 6, (1.26)
a

onde definimos ¢ numerco de onda de Jeans co-mdével

4 - o5 172
ky 1= ( ”Gf‘l ) _ (1.27)
CS
Note que a dependéncia de § em k se da apenas em termos de k& = m, 0 que é uma

conseqiiéncia de isotropia do espago.

Desprezando o amortecimento de Hubble {colocando e = 1), a dependéncia temporal
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da solugao da equagao (1.26) seria § « exp(—iwT), com
w? = —wi 4k, wy = kyes = (AnGp)Y/2, (1.28)

onde w; ¢ a freqiiéncia de Jeans. Modos gravitacionais com k < kj sao instdveis (W? < 0),
como foi observado por Jeans em 1902. Fisicamente, as forcas de presséio nao podem
evitar o colapso gravitacional quando o tempo para o som atravessar o corpo A /cs € maior
que o tempo de queda livre (Gp) /% para uma perturbacao de tamanho A = 27a/k.

O comprimento de Jeans (co-mével) & definido por A := 27 /k;. Para perturbagdes
muito maiores que esse comprimento (k < ky) a evolucao se comporta como num fluido
sem colisoes, isto &, a pressao é desprezivel.

Incluindo o amortecimento, a instabilidade de Jeans passa a ter um comportamento
em lei de poténcia no tempo, em vez de exponencial, para &k < k;. Em geral hd uma

solugéo crescente e outra decrescente para §(k, 7); elas serao denotadas por 6-(k, 7).

Para um fluido nao relativistico sem colisdes, como a matéria escura fria a expressao

(1.25) fica
§ 4 35 = 47Gpa®s. (1.29)

Essa equacao também é vilida num fluido com p 7 0 para modos com k < &j.

Num fundo de Einstein-de Sitter (2 = 1, matéria ndo relativistica), a equacao de
Friedmann (1.5} fica 47Gpa® = (3/2)(a%/a?), cuja solugao é dada por a(7) = (7/70)* (eq.
1.9). Dessa forma o termo 47Gpa? fica igual a 6/7° e a equagao (1.29) pode ser escrita

como

. 9.
1+ 25=25.
T T
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A solucao geral para § (Z,7) é:
§(Z,7) = / AL (IJ) 5, (k,7) XT3 + / A (E) 5_(k,7) eFTdk (1.32)

Se k <« kj, 6_ decal rapidamente, de forma que s6 os modos crescentes sobrevivem.
Para poeira, a evolugao de é nao depende de k. Mantendo apenas os modos crescentes

vemos que 6 (#,7) mantém a sua forma e é apenas multiplicado por 6, (7).

Evolucao do potencial gravitacional

E interessante escrever a equagdo de onda linear em termos de ¢, em vez de 6. Para isso,

usamos a transformada de Fourier na equacdo de Poisson V?¢ = 4nGa?p8, obtendo

ok, 7) = —%gazﬁé(;’c., ) x a 6. (1.33)

Note que, para modos crescentes num universo de Einstein-de Sitter, no regime linear,
temos ¢ = const. Essa propriedade, sendo extrapolada para o regime nac-linear, da
origemn a aproximagao do potencial congelado |36, 37).

Substituindo a expressdo (1.33) na equacao (1.26) e utilizando equagao de Friedmann

(1.5), obtemos:
. . .9
E;B+3g<}>+ (g—la—§K)¢+k?c§¢:o. (1.34)

Utilizando novamente e equagdo de Friedmann, em conjunto com a (1.10) podemos

mostrar que d/a — (1/2)a%/a® = —(1/2)K. Assim a (1.34) fica
¢5+3g<§5+ (k22— 2K) ¢ = 0. (1.35)

Quando escrita em termos do potencial gravitacional, em vez do contraste de densidade,
a equacio de onda perde seu termo de fonte gravitacional.

As solucoes da eq. (1.35) dependem do comportamento temporal da velocidade do
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som, assim como da cosmologia de fundo. Para termos uma idéia, vamos considerar
a evolucdo do potencial num universo de Einstein-de Sitter composto de um gds 1deal.

Usando a aproximacio ¢Z = ci.a™! a eq. (1.35) fica:
- 6.
Qs + —d) —+ (kCoSTo)Q % =
T T

As solucdes dessa equagao sao'’:

=5 /25 — 4(kcoeTo)?

Gulhyr) 7™ M= . (1.39)

Nessa solugio, modos crescentes de grandes comprimentos de onda (ke < 1) tém

S x

potencial correspondente ¢, = const., enquanto os modos decrescentes tém ¢_ oc 7
[a=3dr. Esse comportamento se repete para qualquer equagio de estado usual num
universo de Einstein-de Sitter. As perturbacdes na densidade e no potencial diferem por
um fator pa? x ¢! (1.33). Se K < 0 ou k?¢Z > 0, entdo ¢, decai com o tempo, embora

6. continue crescendo.

Perturbagoes na matéria escura e na matéria baridnica

A equacio (1.26) pode ser generalizada para vdrias componentes da matéria. Nesse caso,

0 termo gravitacional contém as contribuigdes de todas as componentes e a equagao fica
. i -
Ba+ =bs+ k2264 = AnGa® Y Ppbp,
@ B

onde 65 := (pp — Pp) /Pp '

Um exemplo importante é o sisterna bédrions + matéria escura logo apds o desacopla-

17Esse resultado poderia ser obtido substituindo a (1.31) na (1.33).
*De modo que ) g Pls =2 g (P —PB) = Prot — Pror = Protdtot-
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mento. Para k < k; a evolugdo serd governada pelo sistema de equacdes

; Q.
OrE + EéME = 4nGa’ (Po0o + Prrpbme) ~ 47Ga®py b, (1.37)

. a.
by + 5513 = 4nGa® (pybs + Prrpbars) = 47Ga’pyy pbarp. (1.38)

Antes do desacoplamento as flutuagies na componente bariénica nao evoluem, pois ela
estd em forte interacao com a radiago. Jd as perturbagdes na matéria escura podem
evoluir livremente na era dominada pela matéria (7 > 7¢4). Por isso, logo ap6s o de-
sacoplamento, temos Py p8are > 00

2

Como para 6 ~ Gdesacoplamento <& 1, t€MOS a ™~ aggs & 7°, 0 modo crescente serd dado

por &, (7) >~ a(7) e a solugdo da equagdo (1.37) serd
dae = ca,

onde ¢ € uma constante. Substituindo essa relacdo na (1.38) e usando que, em EdS

4rGa’p = 6/7%, temos
. Q.
op + —0, = 6c.
a
A solu¢ao do modo crescente dessa equacgdo é

6b=c(a('r)*b):6ME (1*%) s (139)

onde b é uma constante. Essa solugdo mostra que 8, — dpp para a (7) > b, mesmo se
8y == 0 para algum a (7;) = b, que pode ocorrer, digamos, para 7; = Taesacoplamento- 1SS
importante resultado mostra que as perturbagdes na matéria bariénica sdo induzidas pelas
flutuagdes da matéria escura apds o desacoplamento. Isso mostra que a matéria escura é
a principal responsdvel pela formacio das primeiras estruturas em grande escala. Sem a
matéria escura, as flutuagdes seriam muito menores e nao teria havido tempo de produzir

as estruturas em grande escala que sao observadas.
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1.3.3 Flutuagoes de Entropia e Modos de Isocurvatura

Gradientes de entropia agem como fonte para o crescimento de perturbagoes na densidade.

Usando a (1.23) na (1.22) e repetindo a deducéo da equagdo linear actstica, obtemos
c G gy 272 p—
§+ 26— 4nGpa’s - V6 = STVS . (1.40)
a

Para uma evolucao adiabdtica, dS/dm = 0 e 0 que importa & o gradiente inicial de entropia.
Gradientes de entropia podem ser produzidos no universo primordial por transicoes de
fase de 1% ordem resultando em variacOes espaciais da razdo féton/barion ou outras
abundéancias. Se ndo ha gradientes de entropia antes dessas transicoes, entao as vari-
agOes na entropia sé podem ser criadas por processos nao adiabéticos. Na pratica essas
flutuacoes na entropia sio tomadas como condigdes iniciais para uma evolugao adiabdtica
subsegqliente.

A equacgao (1.40) nao ¢ aplicdvel ao universo primordial, pois a sua deducao supoe
um gis nao relativistico (¢ <« ¢?). No entanto, o comportamento de suas solugoes €
qualitativamente similar ao que se obtém no universo primitivo.

O modo de isocurvatura é dado pela solugdo da equagio de evolugdo da densidade
com & = 6§ = 0, mas V25 # 0 em algum tempo inicial 7;. As condigoes iniciais podem ser
encaradas como perturbacoes na equacao de estado num universo de Robertson-Walker
néo perturbado (com curvatura constante), daf o nome “isocurvatura”. Varlagoes na en-
tropia com densidade constante correspondem a variagbes na pressao, que levam, através
da expansao adiabdtica, a mudancas na densidade. Portanto, perturbagoes iniciais na
entropia provocam perturbacoes na densidade.

Se conhecemos as solucdes &4 (k, 7), da equagao homogénea (1.25), é facil obter as
solucoes da eq. (1.40). No espago de Fourier temos (lembrando que a evolugao adiabética

leva S =0, em 1% ordem):

. a. ) 2 "
5+ 25— (4nGpa? — Kc2) 6 = k3T () § () , (1.41)
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cuja solucao é dada por

- 2 R T T

5s (k T) — —L k'S (A) [5+ (k,7) f aTé_dr' —§_(k,7) / aTé, d‘r’} L (L42)
T: Ty

Note que essa expressio satisfaz as condigdes iniciais g E, T = bsl k, 7;) = 0. Vemos que

tanto perturbagoes crescentes como decrescentes sio induzidas. Depois da fonte (aT8_)

se tornar pequena, as flutuagoes na densidade evoluem da mesma forma que as flutuacoes

1sentrdpicas.

1.3.4 Escoamento Potencial e Vorticidade

Com as perturbagoes isentrépicas crescentes e decrescentes € o modo de isocurvatura,
temos trés dos cinco modos lineares esperados. Os outros dois graus de liberdade foram
perdidos quando tomamos a divergéncia da equacado de Euler, aniquilando qualquer con-
tribui¢ao transversa (rotacional) ao vetor velocidade. Consideraremos agora a parte
transversa de .

Pelo teorema de Helmholtz qualquer campo vetorial diferencidvel #(F) pode ser escrito
como a soma de suas partes longitudinal (irrotacional) e transversa (com divergéncia nula)

) e ¥, respectivamente:
W(F) = oy(&) + vL(&), Vxo=V-7 =0, (1.43)

com V - U = V-i=0eV x Uy o= V x i = &. As varidveis 0 e & sio chamadas escalar
de expansio e vetor vorticidade co-mdéveis.

Em nossa discussao precedente sobre a evolugdo de perturbagoes, implicitamente s6
foi considerado 7. Os dois graus de liberdade restantes correspondem as componentes de
7, (a condicdo de transversalidade V-7, = 0 remove um grau de liberdade desse campo
trivetorial). Podemos obter uma equagéo relativamente simples para ¢, , na verdade para

o seu rotacional & . Calculando o rotacional da equagio de Fuler (1.20) e usando que
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— Zﬁ =V x (7 x &) + ,cf2 (ﬁp) X (ﬁp) . (1.44)

Essa expressiao é conhecida como equagao de Kelvin-Helmholtz para o transporte de
vorticidade. Para um gds ideal monoatémico, podemos substituir o gradiente da pressao

utilizando a (1.23). Lembrando que ﬁp = bﬁc? , temos:

Od 4. = L o 2. (= =

— 4+ -d=Vx (1wa)+§T (Vlnp) X (VS) ) (1.45)
a

O termo proveniente do gradiente da entropia & chamado de termo baroclinico.

Com a equacao (1.45), podemos provar um resultado genérico muito importante: Se
& = 0 inicialmente em todos os pontos, entao & permanece nulo, se o termo baroclinico
é igual a zero (supondo que outros torques, como os causados por campos magnéticos,
também se anulam). A importancia desse resultado em cosmologia é devida & utilizacio
de condicoes iniciais irrotacionais e isentrépicas em muitos modelos cosmolégicos. Se a
evolucio & adiabdtica, segue que & = 0. Um escoamento desse tipo também é chamado
de potencial, pois 0 campo de velocidades pode ser obtido a partir de um potencial de
velocidade 7 = &) = —V,.

Processos nao adiabaticos (aquecimento e resfriamento) e ondas de choque podem
gerar vorticidade. Num fluido sem colisdes, a sua velocidade é definida como a média das
velocidades de todas as massas num ponto. FEssa média se comporta como produtora de
entropia nas regides em que as trajetorias se interceptam e portanto a vorticidade pode
ser gerada pelo campo médio de velocidades. A vorticidade também pode ser gerada
por condicdes iniciais de isocurvatura. Para grandes comprimentos de onda, vemos pela
equacao (1.42) que 65 V328 no regime linear. O gradiente de entropia fornece um

torque baroclinico proporcional a Vés x VS ﬁ'(VQS) x VS , que & diferente de zero

WA prova da eq. (1.44) estd baseada na hipdtese de que o fluido é um continuo. Essa aproximagio
deixa de valer em ondas de choque.
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em geral (mas ele aparece apenas na teoria de perturbaco de 2% ordem).

Na maioria dos modelos de formagao de estruturas, a producio de vorticidade é
pequena até a formagio de choques (ou o cruzamento das trajetérias, no caso de matéria
sem colisoes). Desse modo, podemos obter o potencial de velocidade caleulando a integral

de linha do campo de velocidades:
@, (£) = §,(0) — / 7-dl . (1.46)
0

Escolhendo um caminho radial em relagdo ao observador, é possivel reconstruir o poten-
cial de velocidade. Assim podemos obter as componentes transversais da velocidade a
partir da componente radial. Essa idéia é a base do método potencial de reconstrucao do
escoamento, chamado de POTENT [38]. Se as flutuagées médias da densidade sao sufi-
cientemente pequenas para que seja vdlida a teoria linear, podemos estimar a flutuacio
na densidade a partir da divergéncia de 4. Se a pressao é desprezivel (k < k;), nao ha
oscilagoes e podemos usar 6, (7). Assim, a equagdo de continuidade linearizada (1.22)

fica:

= o dh’l6+
Vi _hém_aH(dlna)é, (1.47)

Para um grande nimero de modelos cosmolégicos, dInd, /dIna = f(Q) =~ Q°¢ depende
principalmente do pardmetro de massa e varia pouco com os outros parimetros cosmolégi-
cos [39]. Assim, combinando medidas de ¥ (componentes radiais a partir de medidas dos
desvios para o vermelho de galaxias e de suas distancias) e medidas independentes de 6
(a partir do campo de densidade das galaxias, e alguma suposicao de como a matéria

escura ¢ distribuida em relacdo as galdxias) ¢ possivel estimar £ [40].

Evolugao da vorticidade

Vimos que, se a vorticidade é inicialmente nula, ela continua igual a zero ao longo da

evolugio (desde que o termo baroclinico se anule e que nao haja nem choques, nem cruza-



mento de trajetdrias). Vamos supor agora que ha uma pequena vorticidade primordial.

Linearizando a equacgao (1.44) temos

o a
s =0
ar Tl T
de modo que
Gocal. (1.48)

Vermos portanto que a vorticidade co-mével decal com o inverso do fator de escala. Além
disso, & ndo aparece nas equagdes de perturba¢do (linearizadas) da densidade, nao in-
fluenciando o seu comportamento. Dessa forma, mesmo gue comecemos com & # 0, a
vorticidade nio tera nenhuma influéncia na evolugdo linear, e decaird & medida que o
universo se expande. Entretanto, no regime nao-linear, a vorticidade se acopla as outras
quantidades. Numa regiio colapsante seria de se esperar, pela conservagio do momento
angular, que & aumente. Essa possibilidade serd discutida brevemente na segéo (3.5.2).

A vorticidade co-mével & é dada pelo rotacional da velocidade peculiar em coorde-

nadas co-méveis. Nas coordenadas r; teremos (eqs. 77 e 1.16)

= ls 1-
Gy 1=V, x¥= -V x (HF+7) = =~V X T = ~ds.
a

=]

Desse modo, a vorticidade nas coordenadas fixas usuais decai com a2, Esse resultado
pode ser entendido pela conservagiao do momento angular. Para uma regido circular de

raio r e massa m, mriw, é constante. Para uma flutuacio linear que se expande com o

2 2

universo temos r x a, de modo que w, X r7° x a “.

Relacao entre velocidade e campo gravitacional

No regime linear, hd uma relagio direta entre a velocidade e o campo gravitacional,

como veremos a seguir. Notando que § = v G/4mGa’p e substituindo na equacéo de
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As solugoes dessa equacio sdo
by x7TPxa e H_ocT3 (1.30)

que s3o chamados de modos crescente e decrescente, respectivamente

Para  # 1, a equagdo {1.29} também possui modos crescentes e decrescentes, que
podem ser calculados a partir do fator de escala a (7).

Vamos ver agora o papel da pressdo na evolugao das estruturas. Estudaremos um caso
particular que permite obter uma solugo analitica simples e que ilustra o comportamento
geral para c? # 0.

Suporemos que, depois de recombinacao, a temperatura dos badrions ¢ da ordem da
temperatura dos fétons (T, = Tyas). Esta é uma aproximacgao razodvel, jd que a ionizacao
residual acopla termicamente os dois fluidos por um longo periodo, mesmo havendo uma
transferéncia de momentum desprezivel. Num gds de fotons p, o< T além disso temos
que p, < a~* (veja a secdo 1.1.3) logo T, o< ™!, Para um gds ideal p/p ox Ts. Assim

¢ = cZ.a~! onde cg, ¢ constante. Num universo de Einstein-de Sitter a eq. {1.26) fica:

. _2_'_ T i
6+ =6 = (6—Kcird) 5.

As solucoes dessa equagio sao poténcias de 7:

=14 +/25 — 4(kcosT0)?

5 (1.31)

Selk, Ty x %, n=

Note que, neste caso, cosTo = 7. Em situacOes mais genéricas, as solugoes dependem
de 7 e ¢,7 mesmo que este ultimo ndo seja constante'®. Para kcg7o < V6 ~ 2.45, hd
solugdes crescentes e decrescentes. Para keyo7o > 5/2 temos oscilagoes amortecidas (pois

n? < 0 e Re(n) < 0). Note que o nimero de onda critico ko, = (5/2)(1/co70) € muito

W Por exemplo. quando a velocidade do som € constante, num universo de Einstein-de Sitter, a solucao
da {1.26) é [6]:64 (k.7) o jolkes) . 6_(k.7) o yalkesT) | onde fo e ya séo as fungoes eféricas de Bessel
(no entanto essa solugo nao é realista).
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préximo do nimero de onda de Jeans kjy (1.27):

ky =6 e (.98k,,.

Cs07o

No limite k < kj a solugdo (1.31) fica igual ao resultado (1.30). As solugoes os-
cilatérias para k 3 kj sio ondas sonoras. Nesse limite, a (1.31) ficad. o 712 exp(EikegTo In(7)),
o que leva, para uma onda plana, a 6(z, T) & 712 explik z £ikcyToln(7)). Para deter-
minar a velocidade da onda, devemos calcular dz/d7 tal que a fase seja constante. Assim
a velocidade instantanea da onda é dada por d/dr (ke 7oln(7)/k) = ¢, que coincide com
a velocidade do som no meio.

Esse comportamento se repete em situagbes mais genéricas, obtendo-se oscilagdes
acisticas para k >> kj. Essas oscilagdes suprimem o crescimento para pequenos compri-
mentos de onda. No limite k£ < k; (grandes comprimentos de onda) o comportamento
fica igual ao da poeira, e 6. nao depende de k (como podemos ver a partir das egs. 1.26
e 1.27).

Num universo estdtico a amplitude actistica para uma onda plana adiabidtica fica
constante. J4 num universo em expansao, ela ¢ geralmente amortecida (como no exemplo
acima). Uma exceco importante consiste nas oscilagoes no fluido de bérions e fétons na
era dominada pela radiacdo, na qual a amplitude dessas oscilagoes permanece constante.
Para mostrar isso é preciso generalizar as equagoes de fluido para um gés relativistico, o

que pode ser feito utilizando os resultados da secao A.3.

Como a (1.26) é uma equagio diferencial linear, as duas solucdes 6, (k,7) e 6_ (k,7)
sdo obtidas a menos de constantes multiplicativas Ay (E) Essas constantes sao deter-
minadas pelas condices iniciais para cada k. A determinacdo de 6 (k,7,) em um dado
tempo inicial 7; ¢ um problema fundamental em cosmologia. Uma teoria completa da
formacio de estruturas deve especificar essa funcio a partir de consideracoes fisicas. No

apéndice B apresentamos uma discussao sobre a distribuicao estatistica de & (k).
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continuidade linearizada (1.22), teremos

. . 8 vV.§
Vidl=—-b=—|-—3=].
! 6 or (471'Ga2,?))

Dessa forma, podemos obter a componente longitudinal 4 da velocidade (a componente

transversal 7, tem divergéncia nula):

g9 (_9 _ 1.49
= 57 A7Ga?p | (1.49)

Notando que G, o a?pb; (eq. 1.33), essa equagao fica

G Ok

Ytk = ArGa?pby, or

Dessa forma, vemos que a velocidade peculiar é proporcional A aceleracio peculiar, modo
a modo, com uma constante de proporcionalidade dependente do tempo. Desprezando os
efeitos da pressdo, a constante de proporcionalidade ndo depende de £ e podemos voltar

ao espaco dos x. Assim, teremos

g 185§ ads  2f 1o
A7Ga?p 6 0t  4ArGalpéda  3HQa =, (1.50)

W=

onde, como antes f = (a/6)(dé/da). Se o escoamento é irrotacional, teremos v = 7.
Tomando a divergéncia dessa expressio, obtemos a equagdo (1.47). Extrapolando a
equacao (1.50) no regime nao-linear, obtemos a aproximagio de Zel’dovich (veja a se¢do
2.3.4). A relagao (1.50) também d4d origem a outra aproximacao nao-linear. Como ¢ = ¢
para pequenas flutuagoes num universo de EdS, temos que 7 o V¢, A aproximacao do

fluxo congelado [41] extrapola essa relagao para o regime nao-linear.

Se a velocidade tem uma componente transversal @, temos pelas (1.48) e (77) que

7, x a '. A componente longitudinal é dada pela (1.50), assim a velocidade serd dada
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por (eq. 1.43)

(1.51)
com V - f= 0.

1.3.5 Flutuacoes na Radiacao Césmica de Fundo

Nas secOes precedentes, estudamos o comportamento de pequenas perturbacbes de um
universo homogéneo. H4 duas formas de observar essas flutuagdes: nas estruturas em
grandes escalas, onde as concentragdes de matéria ainda sdo lineares e na radiagao cos-
mica de fundo. Nesse tltimo caso, é preciso transformar as flutuagoes na densidade nas
variacdes de temperatura que sdo observadas.

A distribuicio dos fétons da radiagio césmica de fundo (RCF) é dada por uma dis-

tribuicio de corpo negro com altissimo grau de precisao®

L EY p
f(l-)p’,-’,-) - fleuzk (kT) — fPlam:k |:]€T0 (1 + A):| !

onde Ty = 2.728K é a temperatura média da RCF e A (7, 7) = 6T/T; ¢ a flutuagao
de temperatura para fétons vindos da direcao 7. A densidade no espaco de fase ¢ dada
pOr UM ¢orpo hegro, mas a temperatura depende da diregio do féton, como resultado
das variacbes intrinsecas da temperatura de emissao e de processos gravitacionais e de
espalhamento sofridos no caminho até o detector.

O campo A é definido em todos os pontos 7, mas s6 podemos observi-lo aqui (Zp)
e gora (7). A tinica coisa com que podemos trabalhar é a variagao da temperatura em
funcio da direcio . Desse modo, toda a riqueza que observamos vem das mudangas de
temperatura em fungao de 7.

A densidade no espaco de fase pode ser calculada a partir das condigoes iniciais através

M De fato, a radiacdo cosmica de fundo oferece o melhor espectro de corpo negro ja observado.
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da equacao de Boltzmann

Qi=?i+6f6:ci afap,-:(ﬁ)
Dr o8r  Oz; Or  Op; O7 dr /.’
onde o lado direito € uma integral de colisdo, que vem do espalhamento Compton.
O procedimento para calcular a anisotropia da RCF é linearizar a equacio de Boltz-
mann supondo A? < 1. Integrando ao longo da linha de visio do observador otém-se
[42]

To = 3} 1
A7, 7o) = / dye~ToX) [—'ﬁ. -V + a—f + an.o¢ (367 + e - ﬁ')} , (1.52)
0

onde 7q € o tempo conforme hoje, x é a coordenada radial co-mével e a integral é calculada
no tempo retardado 7 = 79 — x. A flutuacdo na densidade dos fétons & dada por &, %,
é a velocidade média dos elétrons, o¢ é a se¢ao de choque do espalhamento Compton e

T € a espessura Otica de Compton:

To(x) = /Ox dx (an.oc).

Os termos devidos a polarizacdo e a anisotropia do espalhamento Compton foram de-
sprezados na expressao para A (7, Tp).

Vamos discutir agora a origem de cada termo na expressao (1.52). O fator exp (—7¢)
leva em conta a opacidade causada pelo espathamento o que nos impede de ver além de
um desvio para o vermelho z = 1100, para o qual 7¢ = 1. A radiagao césmica de fundo
parece vir de uma fina camada chamada fotosfera, como ocorre com a radiagdo vinda da
superficie do Sol. Os dois termos envolvendo ¢ estio relacionados & variacao de freqiiéncia
causada pelo campo gravitacional. Os termos proporcionais & opacidade an.cc sao a
emissividade efetiva devida ao espalhamento Compton. Levando em consideracao que o
plasma de fétons e bdrions estd em equilibrio térmico quase perfeito. os fétons que vem
de um dado elemento de volurne possuem a temperatura de corpo negro correspondendo

a esse elemento. Como a energia de corpo negro é dada por p., o T*, vemos que 0 termo
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8,/4 & simplesmente a variagio intrinseca de temperatura desse elemento de volume
(6, = ép,/p, = 46T). A densidade de energia é definida no referencial de repouso
do fluido, mas como ele se move com velocidade #,, a temperatura medida por um
termometro com coordenadas Z fixas é alterada pelo efeito Doppler. A variagao de
freqiiéncia e conseqiiente variacao na temperatura aparente, causada pelo efeito Doppler
na direcao 7i & dada por 7, - 7.

Quando olhamos para a superficie de uma estrela, vemos a temperatura do gés, que
corresponde ao termo §,/4. Para estrelas normais, o efeito Doppler e o desvio para o
vermelho gravitacional sdo despreziveis (esses termos sao importantes para supernovas
e anas brancas, respectivamente). Por outro lado, para a RCF todos quatro termos de
emissdo da equacgao (1.52) sdo compardveis.

A fotosfera pode ser aproximada por uma camada infinitamente fina, supondo que a
recombinacio é instantanea. Nessa aproximacao a fragio de elétrons livres, e portanto
a opacidade, caem abruptamente em T, 0 tempo conforme na época da recombinagao

(z = 1100):

{DO‘J X = Xree = T0 = Trees
TO ==
0? X < Xre(:'

Substutindo essa expressiao na equacio (1.52) e integrando por partes o termo do desvio

para o vermelho gravitacional obtem-se

1 Xre
A (A, 1) = (Z5W+q§+'v,.) +2/ dX%, (1.53)
rec 0

onde v, := 7. -7 & a componente radial da velocidade. Esse resultado foi obtido primeira-
mente por Sachs e Wolfe [43].

A radiacio césmica de fundo é causada pelos desvios em relagio ao equilibrio hidrostatico.
Pode-se mostrar que, se o gas de fGtons estivesse em equilibrio hidrostdtico, teriamos
6./4+ ¢ (e obviamente v, = 0) de modo que néo haveria anisotropias primarias na RCF.
As flutuacdes seriam dadas apenas pela variagao ocorrida na trajetéria da luz, que ¢ o

chamado efeito Sachs-Wolfe integrado e & dado pelo 1ltimo termo na expresséo (1.53).
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Sachs e Wolfe [43] mostraram que, para perturbagbes adiab4ticas na era dominada
pela matéria, em escalas maiores que o horizonte acustico, as contribuigoes intrinseca e
gravitacional dominam. A soma desses fatores (os dois primeiros termos da expressdo
1.53) & ¢/3. Dessa forma, em escalas maiores do que 1° {que equivale aproximadamente
o tamanho do horizonte acustico) as anisotropias na radiacao césmica de fundo sdo uma
medida direta do potencial gravitacional na fotosfera, na recombinacao.

O fator ¢/3 pode ser compreendido com a combinagao do desvio para o vermelho cau-
sado pelo campo gravitacional e uma dilatagdo temporal. Para sair do poco de potencial

o féton perde energia, de modo que
Ay = ¢

Além disso, como o potencial produz uma dilatacido temporal, quando vemos o féton
ele viajou um caminho maior e veio portanto de uma época mais quente. A variagio

temporal ¢ dada por §t/t = ¢. Utilizando que a o t¥/3 ¢ que T o a~! obtemos

2
Ag = -—g(ﬁ
A combinacao desses dois efeitos dd
¢ b
Agw = 3 X 12

que é o chamado efeito Sachs-Wolfe. Na dltima relacdo, utilizamos a equacgao (1.33).
Desse modo, as flutuacdes na temperatura se relacionam diretamente com as perturbagoes
na densidade.

Em escalas angulares menores que 1° predomina o efeito Doppler. Nessas regides
menores do que o horizonte acustico, ocorrem as oscilagtes acusticas discutidas na segao
1.3.2. Essas oscilagbes dao origem aos picos no espectro da radiagdo césmica de fundo

que foram detectados recentemente (20, 21].



O espectro da radiagio césmica de fundo

O espectro de poténcia angular fornece a amplitude quadrética média da radiagao cds-
mica de fundo por componente de esférico harmonico. Expande-se a anisotropia da

temperatura em esféricos harmonicos
AR = E Gy Yim (77) -
Im ’

Os dados observacionais proporcionam valores bem definidos de ;. No entanto, teori-
camente sé é possivel predizer a distribuigao de probabilidade de @;,,. Para flutuacoes
estatisticamente isotrépicas (que ndo possuem nenhuma direco privilegiada a priori),

08 @, SA0 varidvels estocdsticas com covarifncia
{Om @) = Crbprbmmy (1.54)

de modo que eles ndo sio correlacionados. A variancia de cada harmoénico ¢ dada pelo
espectro de poténcia angular C;. A simetria rotacional faz com que ele seja independente
de m.

O espectro de poténcia da RCF pode ser calculado a partir da estatistica das flutuagoes

primordiais e da evolugio temporal dessas flutuagoes. Pode-se mostrar que [42]:
Cy=4n / d*k P, (k) D} (k) (1.55)

onde P, (k) & o espectro das flutuacbes primordiais no potencial gravitacional?l. A funedo
de transferéncia D) estd relacionada a evolugio das perturbacgoes até o desacoplamento.
No limite de grandes escalas angulares a fungdo de transferéncia é dada por D; =

Ji [k (7o — Tree)] /3 [42]. Nesse caso a (1.55) pode ser calculada analiticamente para £

210 espectro P, (k) estd associado ao espectro das flutuagdes primordiais na densidade P (k) = s,

pela relacdo Py, (k) o< P (k) /K2 (eq. 1.33).
Veja o apéndice 1 para a defini¢do de 74 a partir do funcional de probabilidade das condicdes iniciais.
Aqui supde-se que as flutuagdes em diferentes & néo estdo correlacionadas.
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k"%, Quando n = 1 o resultado & /(I + 1) C; = const. O satélite COBE varreu escalas
angulares equivalentes a 2 < { < 34 e os resultados obtidos sao consistentes com n =1, 0
que € predito pelo modelo inflacionario para flutuagoes quanticas primordiais. Vemos que
as variagoes na temperatura da radiagao césmica de fundo permitem sondar o espectro
primordial das flutuagoes.

Para pequenas escalas angulares, o espectro { ({ + 1) Cj, apresenta uma série de picos.
Esses picos sdo devidos as oscilagdes acusticas, que modificam o potencial ¢ e a velocidade
7, na recombinacao.

O primeiro pico no espectro da RCF estd associado ao comprimento de Jeans. A
posi¢ao angular desse primeiro pico depende do tamanho aparente de A;. A curvatura
do universo afeta diretamente os tamanhos angulares, de modo que a determinacao de
sua posicao coloca limites muito fortes sobre K e portanto sobre §2,,,,. Segundo o modelo
inflaciondrio, que prevé curvatura nula, esse pico estaria em [ = 200. O experimento
de Baldo MAXIMA [19], explorou escalas angulares equivalentes a 36 < [ < 785 e,
juntamente com 0 BOOMERGANG (18], detectou o primeiro pico na posi¢io esperada
para um universo chato. Como a instabilidade de Jeans sd ocorre na matéria baridnica,
a determinacao dos picos no espectro da RCF também permite calcular a §2, (na verdade
(U, H). Esse parametro estd associado a diferenca de altura entres os picos pares e
impares.

As medidas em grandes escalas angulares fornecem informacoes sobre o espectro das
flutuacodes primordiais na densidade, que incluem tanto a CDM como a matéria bariénica.
J4 em pequenas escalas angulares, podemos ter informagio sobre £ e {21,. O espectro
da radiacdo césmica de fundo permite estabelecer limites sobre todos os parametros
cosmolégicos. Espera-se que os novos experimentos possam ajudar a determinar esses
pardmetros com grande precisao.

Para calcular a funcao de transferéncia, é preciso evoluir as flutuagdes primordiais até
o desacoplamento matéria-radiagao. Para isso é preciso utilizar a teoria de perturbacao
relativistica (sec. A.5). No entanto, a discussdo das se¢Oes precedentes fornece a imagern

correta dos processos que ocorrem na época dominada pela matéria. Além disso. &



possivel fazer um tratamento newtoniano das perturbacbes na componente relativistica,

desde que se incluam alguns efeitos relativisticos da pressdo (veja a se¢ao A.3).

1.4 Simulacoes Computacionais

A anslise linear das perturbacdes ajuda a compreender as primeiras fases da formacao de
estruturas e a radiacio cosmica de fundo. Nas maiores escalas observiveis, as flutuagdes
na densidade sdo pequenas e a teoria linear ainda pode ser aplicada. No entanto, em
escalas menores - talvez j4 nos voids e certamente nos super-aglomerados de galdxias - a
aglomeracio de matéria nao € linear (6p/p > 1). Portanto, para compreender a estrutura
em grande escala, é preciso fazer simulagoes computacionais, ou recorrer a aproximagoes
para a evolugdo nao-linear.

Nas simulagdes numéricas utilizam-se condigdes de contorno periédicas para represen-
tar um universo infinito. Como o volume simulado é fixo nas coordenadas z, na verdade
temos wma fronteira que evolui acompanhando a expansio média. A equagio de Pois-
son (1.13) & resolvida numericamente, utilizando a transformada de Fourier, ou algum
método hierdrquico®®. Em geral, para simular a matéria escura utilizam-se algoritmos
de N-corpos. Cada particula segue uma trajetéria dada pela equacdo (1.13). A matéria
barionica (gés) é simulada utilizando algoritmos de fluidos para resolver as egs. (1.17)
e (1.20), como por exemplo SPH (Smooth Particle Hydrodynamics® [44]). A referéncia
[45] & excelente artigo de revisio sobre simulagdes numéricas em cosmologia.

Para se ter uma idéia, num célculo de grande porte [46] & simulado wm cubo de 500
milhdes de anos huz (~ 150Mpc), dividido em 134 milhdes de elementos de volume, com 1
milhdo de anos luz (~ 300K pc) e um total de 50 milhdes de particulas de matéria escura
(1/3 de nfo relativisticas e 2/3 de neutrinos). Existem varias colaboragoes visando a
realizacio de simulacdes de grande porte [46, 47, 48].

As simulacbes com matéria escura e gas sao feitas para determinar a temperatura final

22Para uma breve discussiio sobre o cdlculo da forga gravitacional, veja se¢do 3.5.1.
“Para uma discussiao do método SPH, veja a segio 4.6.1.
; V€]
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do gas (e comparar com os resultados das observagdes de raios-X), ou para acompanhar
a formacao de galdxias. Nas escalas maiores a dindmica é dominada pela matéria escura,
e portanto o gds nao teria muita influéncia. Por isso muitas simulacoes da formacao de
estruturas utilizam apenas matéria com p = 0 {N-corpos).

As simulagdes computacionais sio fundamentais para o estudo da evolucéo de es-
truturas, mas também tém suas desvantagens: ocupam nuito tempo de cdlculo, o que
limita a varredura de condigoes iniciais e a resolugao espacial. Além disso, elas nao
fornecem uma compreensio fisica transparente do problema. E portanto fundamental o

desenvolvimento e estudo de aproximacgoes para a aglomeracao nao-linear da matéria.
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Capitulo 2

Aproximacoes para a Evolucao

Nao-Linear das Estruturas

Neste capitulo, introduziremos alguns métodos utilizados para investigar a evolugao nao-
linear das estruturas. Na secao 2.1, apresentaremos algumas motivagoes para ¢ estudo de
aproximacbes para a evolucdo ndo-linear. Também recapitularemos as equagoes bdsicas
da cosmologia newtoniana para um fluido com pressdo nula, apresentaremos algurmas
relagbes uteis num universo de Einstein-de Sitter e fixaremos a notacdo a ser utilizada
no resto deste capftulo e no préximo. Na secdo 2.2, faremos uma revisao da dinamica
lagrangiana de fluidos que fundamenta a maioria das aproximagoes nao-lineares. Em
particular ela é a base das aproximagGes locais, que serdo nosso principal objeto de
estudo. Na secio 2.3 introduziremos essas aproximagoes e discutiremos alguns de seus

aspectos. Uma anglise completa das aproximacdes locais € desenvolvida no capitulo 3.

2.1 Introducao

Acredita se que as estruturas em grande escala se formaram pela amplificagao grav-
itacional de pequenas flutuacdes primordiais. Num primeiro estdgio, o processo de
aglomeracaa gravitacional pode ser investigado utilizando a teoria de perturbagao lin-

ear, como vimos na se¢ao 1.3. Entretanto, a medida que as estruturas evoluem, con-
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centragdes nao-lineares de matéria, com ép/p 2 1, comegam a surgir. A aglomeragao
atual de matéria estd longe de ser uma pequena perturbacdo de um universo homogéneo
e isotrépico. Muitas estruturas observadas correspondem a flutuagdes vérias ordens de
magnitude superiores & média. Por exemplo, os aglomerados de galdxias tém tipicamente
Paglomerado/ Puniverso ™ 102 —- 10°. Para estruturas maiores essa razdo diminui, esperando-se
que se aproxime de um & medida que a escala aumenta. Os detalhes da fase ndo-linear
da formacio de estruturas sio extremamente importantes ja que € ai onde estd a ligagao
entre as condi¢des iniciais e o universo que observamos em escalas intermedidrias.

Como é impossivel obter um tratamento analitico exato para o regime nio-linear, em
geral recorre-se a simulacdes de N-corpos. As simulagdes numéricas tiveram um grande
desenvolvimento nesta ultima década, sendo capazes de reproduzir védrios aspectos da
estrutura em grande escala (veja por exemplo a referéncia [45]). No entanto, elas nao
fornecem uma interpretacao fisica clara do processo de aglomeracio nao-linear. Além
disso, elas ocupam muito tempo de cdlculo, tornando dificil varrer um grande intervalo
no espaco de pardmetros dos modelos cosmoldgicos.

Por isso, métodos semi-analiticos tém sido projetados para lidar com esse dificil prob-
lema. A primeira aproximacio desenvolvida para estudar o regime nao-linear foi intro-
duzida por Zel’dovich em 1970 [51]. Hoje temos vérios esquemas de aproximagao para
analisar diferentes aspectos da aglomeragio nao-linear, incluindo extensoes da aproxi-
macio de Zel’dovich (para wm retrospecto, veja a referéncia {4]). Entre elas estao as
aproximacio locais, que foram introduzidas recentemente e que serao discutidas em de-
talhe a partir da secao 2.3.

De agora em diante, consideraremos apenas a evolugao da matéria escura fria (CDM}).
Como vimos na secio 1.1, 80 a 90% da matéria que se aglomera ¢é formada por CDM.
Enquanto as trajetérias nao se cruzarem, a matéria escura pode ser tratada como um
fluido sem colisdes' (p = 0). Além disso, consideraremos apenas o caso de um universo

plano e dominado pela matéria (também conhecido como universo de Einstein-de Sitter,

1 Como estamos trantando as particulas que compéem a CDM como um continuo, neste e no proximo
capitulo nos referiremos indistintamente a “particulas” ou “elementos de volume”.
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ou EdS). Na se¢ao 1.1.2 mostramos que as evidéncias observacionais sao consistentes com
um universo de curvatura nula. Mesmo se vivéssernos num universo que nao fosse chato,
para utilizar o tratamento a seguir s¢ precisarfamos que a curvatura fosse desprezivel na
escala de interesse.

Poderia parecer pouco realista trabalhar num universo dominado pela matéria, ja que
as observacdes indicam que o universo é atualmente dominado por um termo cosmolégico
repulsivo. Essa componente seria responsavel por uns dois ter¢os do conteldo energético
do universo. No entanto, como vimos na se¢ao 1.1.3, a densidade de energia desse termo
decal mais lentamente que a densidade da matéria. No caso de uma constante cosmolog-
ica, terfamos p, = const. enquanto para a matéria temos p,; a=?, onde a & o fator
de escala do universo. Como essas duas densidades sdo comparéveis agora, isso significa
que no passado a densidade de matéria dominou. Na época da formagao das estruturas
em grande escala o termo cosmolégico teria sido desprezivel. Por exemplo, hd evidéncias
observacionais de que a maioria das galaxias teria se formado até z =~ 3 [49]. Nessa época
a razio §14 /8 seria da ordem de 1072

As velocidades peculiares no universo sdo muito menores que a velocidade da luz.
Além disso, os campos gravitacionais dos objetos que tém interesse cosmoldgico sao fracos
(R > MG/c?, onde R é uma dimensao tipica do objeto e M a sua massa). Por isso. para
perturbagdes menores que o raio de Hubble, podemos utilizar a cosmologia newtoniana
para descrever a aglomeracao gravitacional (veja as segoes 1.2 e 1.3, ou a segdo A.5). As
equacdes bdsicas da cosmologia newtoniana para um fluido nao relativistico sem pressao
(poeira) sao a equagdo de continuidade (1.17), a equagio de Euler (1.20) e a equacao de

Poisson (1.13):

asé ad
el = 2.1
5 + Bz, [(1+8)w] =0, (2.1)
d?)i a 8(}5
L= 2 2.2
dr a?)1 ort’ (2.2)
0% ¢ ,
T -4 25 (2.3)
. nGa’pd, (2.3)
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onde 6 & o contraste de densidade § = (p — p) /p (p & a densidade média do universo);
# = dZ/dr é a velocidade peculiar, T é o tempo conforme?, e ¢ € o potencial gravitacional
peculiar. Note que, como a curvatura & desprezivel, usamos coordenadas cartesianas, de
modo que z; = ¥, e i = 1,2,3. Em geral, escreveremos os indices em cima e em baixo
na convencgao de soma, seguindo o costume da relatividade.

Nas préximas seces, vamos utilizar, além do tempo conforme 7, uma nova varidvel

temporal t, definida por

dt d
a a
A escolha dessa nova varidvel simplifica algumas relagdes. Ela serd til para definirmos

algumas aproximacdes locais (secoes 2.3.1 e 2.3.2) e no estudo da solucdo do elipsdide

(3.3.1). Com a nova coordenada temporal, a velocidade peculiar fica

dz? 1 da?

= = 2.5
Y dr a dt (2:9)
de modo que
dv; & 1d(av)  d?z;
2y - = .
dr a a dr dt?
Assim, a equacao de Euler (2.2), na coordenada t fica
d?z; o O¢
i 209 9.
dt? “ ox (2:6)

Note que, se definimos um novo potencial ® := a?¢, essa equagao é formalmente idéntica
4 equacao de Euler em coordenadas fixas, em particular o termo com o amortecimento
de Hubble nao aparece explicitamente. Devido & simplicidade da equacao de Fuler nes-
sas coordenadas, a varidvel t é a mais utilizada nas simula¢bes numéricas [45]. Ela foi

introduzida por Drury e Stewart [50]| no estudo da turbuléncia césmica.

20 tempo conforme ¢ dado por dr = di/a, onde i é ¢ tempo cosmoldgico.
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Num universo de Einstein-de Sitter (EdS) a « 72 o t*/2 (eq. 1.9) de forma que, pela
(2.4), t x 771, Assim, teremos a « t 2, de modo que o dominio de varia¢do da nova
varidvel temporal vai de —oc até zero.

O importante é ver como as quantidade variam com o fator de escala a, que é in-
dependente da escolha da variavel temporal. Além disso a esta relacionado com uma
quantidade observavel que é o desvio para o vermelho z. Este é dado por z = g¢/a — 1

e, como escolhemos ag = 1 hoje, entao
z=al'-1.

As variaveis 7 e t serao consideradas varidveis auxiliares para resolver as equacgoes de
movimento. Nos resultados finais, estaremos interessados nas quantidades em funcao de
a. Tanto a como z sao medidas da época em que wm determinado evento ocorre, por

1850, as vezes nos referiremos a eles como “tempo”.

A equacio de Friedmann (1.5), num fundo de EdS é 4nGpa® = (3/2)(da/dr)?/a?,

cuja solugio é dada por a{r) = (7/70)° . Dessa forma, temos
4rGpa® = 6/71°. (2.7)

Essa relacio simplifica muito as equagoes. Na varidvel t , a(t) = (to/ t)g, de modo que
4rGpa® = 6t%/t3. Como sempre podemos redefinir ¢ multiplicando-o por uma constante,

escolheremos 7o = 1 e tg = 1, de modo que
_o b
4rGpa” = p (2.8)

nessas duas varidvels temporais.
No restante deste capitulo utilizaremos um ponto para denotar a derivada em relagao

ao tempo conforme 7 e uma linha para denotar a derivada com relagio a coordenada
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temporal t:

h
Oh D

h = E, = a

Ao estudar pequenas perturbagoes de um universo homogéneo, na segio 1.3, uti-
lizamos uma abordagem euleriana para a dindmica de fluidos. No entanto, a forma
mais apropriada para. obter aproximagdes para a evolugdo nao-linear é através da hidrod-

indmica lagrangiana, como veremos na proxima segao.

2.2 Dinamica Lagrangiana de Fluidos

A trajetéria de um elemento de fluido é dada por (g, 7} onde ¢ € coordenada lagrangiana
que rotula esse elemento. Podemos escolher § como sendo a posi¢do inicial de cada
particula. Por exemplo, se a expansio do universo & homogénea, teremos 7 = a(T)q e,
pela definigdo da coordenada co-mével Z, obtemos Z(g, 1) = §.

Aplicando o comutador [d/dT,8/8q"] a uma fungéo qualquer F' = F (Z, ), vemos que

a derivada convectiva d/dr = 8/87 + +78; comuta com 8/8q", se definimos a velocidade

por v; = 8; /07|y, —const. Dessa forma, a derivada total em relagao ao tempo & dada pela

derivada parcial com ¢ fixo:

d 9
—= (2.9)

g==const,

Por isso, a derivada natural no formalismo lagrangiano é a derivada convectiva. Nas

secOes anteriores a derivada parcial em relagio a 7 era calculada com 7' fixo:

0 o

or or

r=const.

Nas préximas secoes, utilizaremos a virgula para denotar a derivada em relagao a co-

ordenada z* e a barra para denotar a derivada em relacido a coordenada lagrangiana
P
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= o ._
Ji= o1 fii = o'’

Parametros cinemaéaticos e equagao de continuidade

O gradiente da velocidade pode ser decomposto em seu trago, parte simétrica sem traco
e parte anti-simétrica. Estas partes formam os parametros cinemaéticos® e sao respecti-

vamente: o escalar de expansao f, o cisalhamento o;; e a vorticidade w;:

% =5 = % 06, + 0y 4wy 05=05, wy=epw = —w;. (2.10)
Na secao (2.3.4) deduziremos equacdes de evolugao para essas quantidades’. Os paramet-
ros cinemdticos sao a base da decomposicao irredutivel, a partir da qual discutiremos
algumas aproximacdes locais (veja a se¢io 2.3.4).

Podemos utilizar a definiciao de 6 para reescrever a equagao de continuidade (1.17).
Convertendo as derivadas temporais eulerianas em lagrangianas (eq. 77) essa equacdo

fica

d—6+(1+6)9:0. (2.11)
dr

Podemos escrever os pardmetros cinematicos em termos da transformagao de varidveis

¢ — Z. Para isso vamos utilizar o tensor de deformacdo Ji; definido por

BEI'
Bgi

gy = (2.12)

$Num abuso de linguagem, muitas vezes incluiremos o contraste de densidade 6 e o campo de mare
Eij:=0:0;0 - (1/3)8,;8%8x¢ ao nos referirmos acs pardmetros cinemdticos, € nao apenas a B, 7 ewt,
1Veja também o apéndice 1, secio A.1.
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O gradiente da velocidade fica:

Ov, Og*dv; O8¢F O [du; oq* d [ dz; L dJF
- = T L ) () , (2.13)
dr, Ox; 09  Ox; Og° \ dr Ox; dr \ Og* dr

onde usamos a comutacio entre d/dr e 8/0q.

Vamos mostrar agora que, através do tensor de deformacio (2.12), é possivel obter a
solugdo exata para equacio de continuidade (2.11). A massa de um elemento de volume &
dada por dM = p(Z, 7)a®d®z. Como a massa é conservada e as posi¢Oes micials sao dadas
pelas coordenadas lagrangianas, teremos dM = p(g, 7:)add®q (onde 7; é o tempo inicial).
Escolhemos como condicio inicial um universo homogéneo de modo que p(§,7:) = P (7i)-
Assim a densidade serd dada por

. p(r)ad (1) d®
p(E,7) = - cr,g (T)( ) d33:.

Como p x a™%, p(r:)a® (1) /a® (r) = p(7). A relacdo entre os elementos de volume nas

duas coordenadas é dada pelo jacobiano da transformacéo ¢ — -

&’q
d3x

oq*
oz’

—1
3

onde J = det J;. Assim, a densidade no tempo 7 sera dada por p(Z,7) = p(7) J ~1 de

forma que

) (2.14)

Podemos verificar que essa expressao para o contraste densidade satisfaz automatica-

mente a equacio de continuidade. Basta substitui-la na equagao (2.11):

dé d (1 1dinJ 1 dJy; 1
_4/1 Nt — A (Y L g (180,
dr dr (J ) J dr g (J“k dT) Jg (1+9)
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onde usamos que® §Indet J;; = Tr (J5'6Ji;). O fato da equagdo de continuidade ser
identicamente satisfeita na abordagem lagrangiana é uma das vantagens desse formal-
~ 1Smo, como veremos a seguir.

Note que o formalismo lagrangiano s6 é valido até o cruzamento de trajetdrias (o
que 56 é possivel num fluido sem pressao}. Depois, a descrigdo de fluido nao pode ser
mais utilizada. A transformacao de coordenadas ' — ¢' deixa de ser bem definida,
pois podemos ter diferentes ¢; na mesma posigao x;. Quando isso ocorre, o jacobiano
|0g* /87| fica singular e a densidade diverge. Portanto, quando & comegca a divergir isso é
a indicagdo de que houve o cruzamento das trajetérias e de que nao podemos mais utilizar
o formalismo lagrangiano. Dizemos que o elemento de volume colapsou, mas na verdade
isso significa que as trajetérias das particulas comegaram a se cruzar, provavelmente

levando & virializagdo e a formacgao de um objeto ligado.

Equagoes de Euler e de Raychaudhuri

Também podemos resolver formalmente a equagao de Euler em termos de J;;. Utilizando

a comutagao entre d/dt e 0/0q e a defini¢ao do tensor de deformacgao temos

ey _ 0 (&= _ 0 ( 90 4,
dr?  9gi \dr2 ) ¢ \ 8 a ')’

onde a dltima igualdade vem da equagao de Euler (2.2), com p = 0. Transformando de

derivadas lagrangianas para eulerianas e utilizando a equagao (2.13), teremos

d2J;; . 8% a _ dJ!
dr? —7% (Bxkaa:i T )

“Essa relacao pode ser facilmente deduzida utilizando a expressio da matriz em termos dos

seus autovalores. Alternativamente podemos calcular élndet J;; = Indet (Jy; +6J;;) — Indet J,; =
In (%) = Indet [J5' (Ji; + 6J;))] = Indet (6,5 + J;;'6.J;;) . Note que det (&;; + J;;'6J;5) =

1+ Tr (.]ir,;lé‘]kj), pois todos os outros termos sao de 2% ordem. Finalmente, utilizamos a expessao
In(1+ ¢) ~ ¢ e chegamos no resultado citado.
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Dessa forma obtemos

Ly, adly _ 1 &y

_ i
dr2 " adr  a? d? — it (2.15)

onde Fj; := 8%¢/0xz*0x'. A equagio de Poisson em termos do tensor Fj; fica
F! = 4nGa?pb = ArGa’p(J ' —1). (2.16)

E interessante identificar em que equagdes 0s efeitos nio-lineares se manifestam primeiro.
Isso pode ser feito inserindo a solugao linear nos termos néo-lineares das equagOes que
governam a instabilidade gravitacional e vendo quando ficam compardveis aos termos
lineares. Nao apenas deixa a aproximacao de ser valida naquele ponto, mas & provivel
que em qualquer expansao perturbativa, todos os termos sejam compardvels nesse ponto.
Isso da uma idéia do raio de convergéncia da expansao.

Das trés equagdes para a instabilidade gravitacional (egs. 2.11, 2.2 e 2.3), 0 termo nao-
linear da equacao de continuidade fica comparével ao linear quando § ~ 1 e a equagéo de
Euler chega a esse ponto quando v;,0u;/0z; ~ g;. Se o escoamento & irrotacional, o termo
com o gradiente da velocidade pode ser escrito como 8 (v?/2) /0z;. Espera-se entao que
a equacio de Euler linearizada falhe quando a energia cinética (peculiar) por unidade de
massa seja da ordem do potencial gravitacional peculiar. Simulagbes computacionais de
N-corpos e modelos analiticos simples (como o modelo do colapso esférico) mostram que
isso ocorre para & ~ 4 [55].

Essa & uma grande vantagem do formalismo lagrangiano: ele resolve exatarmente a
equacao de continuidade, que é a primeira onde a nao-linearidade se manifesta. Jé a teoria
de perturbacao Euleriana nao pode ir alem de 6 ~ 1. Algumas aproximacoes lagrangianas
como a introduzida por [55) aproximam a equacao de Euler e portanto deixam de valer
para 6 ~ 4. J4a as aproximagdes locais e a teoria de perturbagdo lagrangiana (secao
2.2.2) resolvemn exatamente a essa equacdo, permitindo avangar na evolugao nao-linear.
Por outro lado elas se baseiam numa soluciio aproximada para o campo gravitacional,

tornando dificil estimar o seu raio de convergéncia. Note que a equacao de Poisson &
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linear, mas é nao local.

Multiplicando a (2.15) pela inversa do tensor de deformacgao, tomando o trago e

usando a (2.16) obtemos a equa¢io de Raychaudhuri:

3y e
Ji?! dt; = —4rGa'p (J71 - 1). (2.17)

Note que essa é uma equacado local para J;; j& que nao parecem derivadas espaciais (no
espago lagrangiano). No entanto ela ndo permite determinar o tensor de deformacio, jd
que temos apenas uma equacao para as nove componentes do tensor de deformacio. A
equacao (2.17) serd o ponto de partida para véarias aproximacoes locais e também para a
teorta de perturbacio lagrangiana. A equacio (2.15) e a expressao acima para a equagio

de Raychaudhuri foram obtidas primeiramente por Lachiéze-Ray [56].

Campo de deslocamento e solugao linear

Como, por construgao, as posigoes iniciais sao dadas pelas coordenadas lagrangianas, é

util escrever as posigoes de cada particula na forma
(g, m)=¢ + V' (q,T), (2.18)

onde ¥ — 0 quando 7 — 0. O campo ¥(§, T) & conhecido como campo de deslocamento.
Além disso, escolheremos como configuracao inicial uma distribuigao homogénea (como
na se¢do 2.2). Dessa forma, as heterogeneidades serdo produzidas apenas pelos desloca-
mentos. Quando os deslocamentos s3o pequenos, também teremos pequenas flutuacoes
de um universo homogéneo. Logo o regime linear das flutuagdes corresponde 2 solucao
linear em W°. |

Note que sempre é possivel escrever a expressao (2.18), mesmo que a distribuicdo
inicial ndo seja homogénea. Ainda assim & possivel resolver a equacao de continuidade
através do jacobiano da transformacio § — &. Mas nesse caso nao teremos 6 — 0 quando

a — 0, que é o que esperariamos de um universo com pequenas perturbagoes iniciais.
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A densidade perturbada é gerada pelos deslocamentos ¥ produzidos durante a evolugao.
Por isso, as coordenadas “naturais” em que ela & obtida sdo as posigoes zt. A fungao
o{q,t) nfo pode ser calculada no espago lagrangiano, pois como as posi¢des nao mudam
em coordenadas lagrangianas teriamos sempre p = p. Na verdade a fungao p s6 tem
o seu significado no espaco euleriano . Devemos primeiro calcular p (Z,t) para depois
voltar ao espaco lagrangiano. No entanto é 6bvio que podemos obter a evolugao temporal
da densidade nas coordenadas lagrangianas: p(q,7) = p(£(q,7), 7). De fato, nas aproxi-
magoes locais, obteremos 6(g, 7). Nas simulages de N-corpos deve-se calcular primeiro
§(%, T) para depois voltar ao espago lagrangiano (veja segdo 3.5.1).

Vamos agora obter a solugio linear para o campo ¥ (¢, 7). Em termos do campo de

deslocamento, a velocidade é dada por

v

! : 2.19
w2 (2.19)
Utilizando a (2.19}, podemos reescrever a equagdo (2.2) na forma
LA I (2.20)
dr2 ' adr 1Y '

Como vimos na segio (1.3.4), no regime linear existe uma relagio entre a parte transver-
sal da velocidade e o campo gravitacional (eq. 1.49). Vamos considerar escoarentos
irrotacionais, de modo que v} = v'. Assim, substituindo a (2.19) na (1.49), e notando

que em 1° ordem em U* d¥;/dr = 8V,;/87 obtemos:

0% _ 0 (9
or Ot \4rGalp)’

Temos portanto que ¥; = ¢, /4nG a*p+ F, onde F & fungao apenas das posi¢oes. Como

devemos ter ¥, — 0 quando a — 0, entdo £ deve se anular em todo o espago. Assim,

femos
¢; = —AnGa’pl;. (2.21)
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Substituindo este resultado na equacio (2.20), obtemos

d? ad
— U + -, = 47Ga’p¥,
dr? + adr mGapls,
que ¢ idéntica & equacdo (1.29) para perturbacdes lineares em® §. Na secao 1.3.2 vimos

que essa equagao possui duas solugdes independentes §+, que sdo os modos crescentes e

decrescentes. Escolhendo a solugdo crescente podemos escrever

(G, 7) = 84(T)T5(). (2.22)
Assim, a velocidade é dada por:
i 4y N T
vi=—— = 8 (N W(]) = iqf (2.23)

Como vimos na se¢do 1.3.2, num universo de Einstein-de Sitter temos 8, o a, de modo
que ¥* = aWi (7).
Diagonalizacao do tensor de deformacao

O tensor de deformacio escrito em termos do campo de deslocamento (2.18), fica

Jij . a.’E,;

= a—q; = 61'3' + \I’i!j. (224)

Em primeira ordem em V¢, a derivada em relagio a ¢° & igual & derivada em relagio a z*:

; v\ [ og* ;
P = (a_qk) (5;3) = U'); + O(¥?). (2.25)

¢A tnica diferenca é que li tinhamos 8/97|; e aqui temos 8/97|,. Como a equagfo & linear. o
comportamento temporal podia ser multiplicadoe por qualquer fungio de Z, aqui deveremos multiplicar
por uma funcio de ¢
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O gradiente da velocidade, nessa ordem, &

oo 0% 0 ¥ AWy
W9z dr T dgf dr T dr

Se v; € longitudinal, podemos utilizar a equagdo (2.22), de modo que

Vi o 5+\II?|J-. (2.26)
Assim, se o escoamento é irrotacional (v; ; = v;;) o campo de deslocamento inicial também
serd, tanto no espago x; quanto no espago ¢;. Dessa forma \I’?I ;€ simétrico e pode ser
diagonalizado. Na solugio linear, a diagonalidade do tensor de deformagao se mantém,
ja que W¥,; = 6+\D?‘ i Todas as aproximacgdes locals mantém essa propriedade, seja por
hipGtese, ou como conseqiiéncia da aproximacéo introduzida. Na base em que Jij &

diagonal, teremos
J'ij = (1 -4~ ’LU:,,) (51'3', (227)

onde w; sdo os autovalores de Uy;.
Usando as equacdes (2.13), (2.14) e (2.15), os pardmetros cinemdticos e o tensor F};

serao dados por:

1 1

b= j_]-:(1+w1)(1+w2)(1+’%’3)_1) (2:28)
b = ;3 a(ltf): w;)’ (2:29)
o — oy= ?(%T) - %9, (2.30)
Fi = Fu= —az—(lew—) (2.31)

Essas quantidades satisfazem automaticamente a equagido Euler e a equagdo de con-
tinuidade. Note que & sempre possivel escrever os pardmetros cinemdticos na forma

acima para condices iniciais lineares e irrotacionais. No entanto a base que diagonaliza
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Ji; pode ser diferente em cada ponto.

Utilizando as expressoes (2.28) e (2.31), a equagdo de Poisson (2.16) fica:

w; _ B 1
"2 Ay~ e ((1 Tt w) (It w) 1) . (232)

i=1,3

que ¢ a equagao de Raychaudhuri para J;; na forma (2.27).

Para simetria esférica w, = wy, = w3 e essa equagho é suficiente para determinar a
dindmica. Da (2.31) é fdcil ver que, se w; é nulo, F; = 0, assim o campo ¢; nao depende
de z; e temos uma simetria de translagdo em relagio a esse eixo. Para a simetria plana
teremos w; = w; = 0 e a (2.32) determina completamente a dinamica. Na simetria
cilindrica, teremos w; = 0, w; = wg. Novamente a equagio (2.32) é suficiente para
resolver o problema.

A solucgao linear para w; é dada pela (2.22):
w, = =64 (1) A7, (2.33)

onde A} sdo os autovalores de \IJ?| ;- O sinal menos nessa expressdo é escolhido por razdes
histéricas (e para ficar em acordo com a maior parte da literatura).

No regime linear as equagoes (2.28) e (2.31) ficam:

§ =~ 6. (A0 +A0+ 1)), (2.34)
8 :
9 =~ ——ai()\?+)\g+)\g):;6+ (A + 23 +A3), (2.35)
oy = Dy ly (2.36)
a 3
b4 vo
E o~ 220 (2.37)
a?

Note que § o &4 (1) e 8 =~ —§, como deveria ser no regime linear. As condicbes iniciais

. A 4 0
lineares do modo crescente dependem apenas dos trés pardmetros A;.
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Parametrizacao das condigbes iniciais

Nos estamos interessados na evolucdo ndo-linear de pequenas flutuagbes primordiais,
logo, as condicdes iniciais serdo escolhidas no regime linear. Como vimos na secao 1.3.2,
a solucdo linear tem modos crescentes e decrescentes. Conservaremos apenas os modos
crescentes, pois sdo 0s que sobrevivem para & 3> @;.

Note que, quando a vai a zero, a prépria perturbagio se anula. Dessa forma, o que
nos devemos definir como condices iniciais sd0 as razdes entre a perturbagio e o seu
fator de crescimento para ¢ — 0. No caso das posigdes, por exemplo, a perturbagao é
dada pelo campo de deslocamento ¥; = z; — g;. No caso irrotacional, ¥; = &, (7) T (eq
2.22), de modo que lim,_o (¥,/6,) = ¥. O mesmo ocorre para as outras quantidades,
assim &g := lim,_q (§/8.), ¢ = lim,_ (0?/&), etc.

Uma excecdo sao as perturbagdes de vorticidade, que sempre decaem com o0 tempo
no regime linear. Nesse caso, temos {eq. 1.48)

3 (33,’]') _ (1.(7'1')(3 ('Tu Ti).
a(T)
Se as flutuagdes primordiais sio geradas por flutuacdes quéinticas amplificadas pela -
flacio, qualquer perturbacio de vorticidade se anularia ap6s o periodo inflacionario. En-
tretanto a vorticidade pode ser criada por outros mecanismos de geragio de perturbagoes,
que teriam ocorrido apés a inflagiao, como por exemplo os defeitos topoldgicos. Mesmo
assim, essas perturbagdes deveriam ser muito pequenas na época do desacoplamento, a
ponto de nio serem detectadas pelas observa¢des atuais da radjacdo césmica de fundo.
No restante deste capitulo, e também no capitulo 3, consideraremos apenas condicOes
iniciais irrotacionais. Os possiveis efeitos de uma vorticidade primordial nao nula, e pro-
postas para estudar esse efeito no regime nioc-linear serdo brevemente discutidos na se¢ao

(3.5.2).

Agora surge a seguinte pergunta: quantos parametros sdo necessirios para determi-

nar completamente as condicoes iniciais? Se analizamos do ponte de vista de um fluido,
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teriamos p(Z) e # () livres. Entretanto, como V x 7 = 0, termos # = ﬁw. Assim, have-
riam duas fungdes livres. No entanto, como estamos interessados em condicoes Iniciais
lineares, temos E;; x o;; € § & # de modo que ¢;; x ¥, ;. Portanto, podemos deduzir
todas as quantidades a partir de uma dnica fun¢Go: o potencial gravitacional peculiar 0.
Eiste pode ser determinado a partir de § (z) pela equacdo V2¢ = 4wGa?pé. Dessa forma,
a quantidade bdsica ¢ o contraste de densidade. Podemos obter uma dada distribuicio
6 (x) a partir do espectro inicial de flutuagdes (veja o apéndice B). Na pratica, utilizamos
&+ e podemos determinar ¢, diretamente da equacao (1.33).

Se estamos interessados nas flutuagdes num ponto ¢;, estas sao completamente de-
terminadas pelos trés autovalores A e pela orientacio dos eixos principais de ‘Ilfl ;- Nas
aproximagoes nao-lineares a serem estudadas a partir da segao 2.3, a evolugio é local,
ou seja, dado A? num ponto podemos determinar a evolugao dos parametros cinematicos
nesse ponto. Podemos escolher arbitrariamente os valores de X, ou deduzi-los a partir
de uma dada distribuigdo espacial. Pelas equagdes (2.21) e (2.22) teremos

Py =

1
il _Eqs,i,j : (2.38)

onde utilizamos que &, — @ — 72, quando @ — 0. Note que, no regime linear, o potencial

@ ¢ constante (eq. 1.33).

2.2.1 A Aproximacao de Zel’dovich

A aprozimagio de Zel’dovich [51] consiste em extrapolar a solugdo linear (2.22):
=g + U (G,7)=q¢ +6,(1)¥T), (2.39)

para valores ndo pequenos ¥, ou seja, supor que a relacdo acima é valida mesmo no

regime nao-linear. O contraste de densidade é calculado pela (2.14)

— 1. (2.40)

det qj?i]
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Essa expressao pode levar a § 3> 1 para &, suficientemente grande. A aproximagao de
Zel'dovich (ZA7) pode ser obtida supondo apenas que a relacéo entre a velocidade e o
campo gravitacional no regime linear (eq. 1.49) ¢ mantida mesmo para é > 1. Essa € uma
caracteristica importante da ZA: o campo de velocidade & sempre proporcional a0 campo
gravitacional. Geometricamente, fica claro que esse resultado vale para escoamentos com
simetria plana, cilindrica ou esférica. No entanto o coeficiente de proporcionalidade s6 €
correto para escoamentos planos e portanto a ZA ¢ exata (até o cruzamento das 6rbitas)
em uma dimensdo. Isso pode ser visto calculando o tensor de deformagao pela (2.39) e
notando que ele satisfaz exatamente a equagéo de Raychaudhuri (2.17), se ¢ satisfaz a
equacao de perturbagio linear (1.29).

Se ¥} (7) & longitudinal, ele pode ser escrito como o gradiente de uma fungao
le;O = q’h 3

onde ®(§) € um “potencial” de deslocamento, fixado pelas condigoes iniciais. No espago
dos ¥ teremos:
d®(z,7)

(G2, 7),7) =6, (1) b L R
(@7, 7).7) = 8,(1)®; com —

Se kIlflj () é diagonalizado, entdo W;; continuard diagonal ao longo da evolugao (pois
Tt = §,03). Dessa forma o tensor de deformagio é sempre diagonal e valem as expressoes

(2.28) a (2.16), com a (2.33), em particular, o contraste de densidade serd dado por

1

§ = —
(1-6,20) (1—6,73) (1 6,A9)

Como 6 cresce com o tempo, um valor positivo de MY corresponde ao colapso no eixo i e

um valor negativo corresponde a uma expansio nessa direcdo. Como os trés autovalores

7 As siglas das aproximacdes seguirdo a origem inglesa, para nio confundir com a notagao utilizada
na literatura. Assim a aproximacio de Zel’dovich sers referida por ZA (de Zel'dovich approzimation), o
mesmo se dard para as siglas de todas as aproximagdes locais a serem introduzidas.
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sao em geral diferentes, uma dire¢io colapsard primeiro: aquela para a qual 5400 = 1.
Portanto a maior parte das perturbagdes colapsard em estruturas achatadas, ou panque-
cas. Fssas sdo as primeiras estruturas nao-lineares a se formarem quando a instabilidade
gravitacional amplifica as perturbagdes na densidade.

Uma diferenga importante entre a aproximagio de Zel’dovich e o regime linear é que a
primeira prediz que os objetos nao-lineares se formam primeiro nos picos de A, enquanto
a teoria linear prediz a formagéo de estruturas nos picos de 85 o< AY + AJ + A0 (eq. 2.34).

A distribuigio dos Al pode ser utilizada para obter uma imagem qualitativa do co-
lapso. Para fazermos uma estimativa simples, vamos supor que os /\? nao estao correla-
cionados (na verdade ha uma correlagio, veja o apéndice B). Nesse caso, a probabilidade
de algum A} ser positivo ou negativo é 1/2. Um conjunto de pontos que se expanda nas
trés diregoes vai acabar como um woid, isso ocorreria para uma fragio (1/2)° = 1/8 da
massa. Os 7/8 restantes vdo colapsar em pelo menos uma direciio.

A aproximacao de Zel'dovich foi testada com simulagdes numéricas para um grande
mimero de condigoes iniciais (veja ref. [57]). Encontrou-se que no inicio da fase nio-linear
ela reproduz muito bem a distribui¢io da densidade e a formagio, aparéncia e localiza-
¢ao das panquecas. Em tempos posteriores a ZA faz com que as panquecas engrossem,
enquanto as stmulagoes de N-corpos mostram que as panquecas permanecem relativa-
mente finas. Acontece que a espessura das panquecas se estabiliza rapidamente, mesmo
num meio sem colisoes, devido 4 ag¢do da gravidade. Particulas caindo nas panquecas
oscilam em torno da regiao central, em vez de mover-se progressivamente para fora ao
longo da diregao inicial da velocidade como é predito pela expressio (2.39). A formacao
de panquecas ocorre 1o cruzamento das trajetérias, quando estritamente a ZA deixaria
de valer, pois 0 mapeamento § — I nao existe mais. Ainda assim é possivel utilizar a
expressao (2.39) para calcular as posi¢oes, depois desse ponto, o que leva a dissipacao
das panquecas. Isso pode ser resolvido modificagoes da ZA [52, 53, 54].

Neste trabalho nao estaremos interessados no que ocorre apds o cruzamento das tra-
jetérias. A intencao aqui é estudar aproximagoes que forne¢am bons resultados nas fases

nao-lineares do colapso, antes o cruzamento das trajetérias. Veremos por exemplo que a
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Z A superestima o tempo de colapso para configuracoes nao planas.

A aproximacao de Zel’dovich, que é baseada na solugdo linear para os deslocamentos,
descreve a evolucgio das perturba¢oes com boa aproximagio mesmo quando os contrastes
de densidade ndo sdo lineares. Cabe perguntar: porque a ZA funciona?

H& vérias maneiras de entender isso. Primeiro note que, mesmo ¥* sendo pequeno,
a perturbacio na densidade nfio precisaria ser pequena, jd que ela depende de suas
derivadas. Assim, mesmo que as posigdes ndo sejam significativamente perturbadas, os
contrastes de densidade podem ser ndo-lineares. Qutra maneira de enxergar o problema
é notar que a quantidade basica que € utilizada na aproximacao de Zel’dovich & o po-
tencial newtoniano extrapolado da teoria linear. O potencial verdadeiro pode nao se
desviar muito da teoria linear, mesmo quando o contraste de densidade é bem nao-linear,
porque os potenciais sio fungdes mais suaves que as densidades. A forma mais simples
de entender porque a ZA pode fornecer bons resultados mesmo quando ¢ >> 1 & ver que
trajetdrias lineares podem acabar convergindo levando a grandes densidades. I como
no caso de lentes gravitacionais, em que pequenos desvios na trajetéria da luz acabam
produzindo efeitos nao-lineares.

Estimativas analiticas da precisdo da ZA sio discutidas em [4] e [5]. Neste trabalho
faremos apenas uma comparacio entre a ZA e as aproximagOes locais (veja secao 3.3}
Uma boa discussao sobre a aproximacio de Zel'dovich pode ser encontrada nas referéncias
[4] e [58]. Imimeras aplicagoes da ZA séo encontradas na literatura. Também foram
desenvolvidas vérias extensdes. Uma extensdo incorporando o modo decrescente pode ser
encontrada em [59, 62|. Tentativas de incluir a vorticidade sdo discutidas nas referéncias
[59] e [60] (veja também a se¢do 3.5.2). Um tratamento para matéria escura quente é
introduzido em [61]. Uma aplicagiio para cordas cdsmicas é apresentada em [62] e [63].

Nesta secio apresentamos a aproximacao de Zel’'dovich a partir da solugao linear do
campo de deslocamentos. Na se¢io 2.3.4 estudaremos a ZA sob um outro ponto de vista.
Nosso objetivo serd motivar aperfeigoamentos da aproximagio de Zel'dovich inserindo-a
no contexto das aproximagoes locais.

A seguir vermos uma extensio da aproximacio de Zel’dovich, seguindo a mesma idéia
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de perturbar as trajetérias.

2.2.2 Teoria de Perturbacgao Lagrangiana

O grande sucesso da aproximacio de Zel’dovich €, em boa parte, devido a ela ser formu-
lada no espago lagrangiano, em vez do espaco euleriano. Isso permite seguir as trajetorias
das particulas e acompanhar a evolugéo da densidade por um perfodo muito maior do que
€ possivel na abordagem de perturbagao euleriana, que deixa de valer para § ~ 1. De fato
a ZA contimia boa guase até o cruzamento das trajetdrias. Seguindo essa logica esper-
arfamos que um formalismo lagrangiano de perturbacio, onde como na ZA, a quantidade
fundamental perturbada seja o campo de deslocamentos, deva ser bem acurado.
Novamente vamos utilizar a equagdo (2.18) para expressar a posi¢do como uma pertur-
bacao das posicoes iniciais. Escreveremos ¥, como uma série: ¥, = w,&l) +1,b£2) —l—wz(-g) +....
O primeiro termo ¢§1) = §, ¥ & a aproximacao de Zel’dovich. Vamos supor, por simpli-
cidade, um universo plano dominado pela matéria (EdS). Nesse caso 6, o a e pode-se

mostrar que a solugao wf-j ) g separavel em todas as ordens:

U=y a" (g). (2.41)

T

O tensor de deformacao serd dado por®

0% _ g+ a1+ 20 4 59 4 (2.42)

Jij = agi ilj 13 ilj

Vamos utilizar esta expressao na equacao de Raychaudhuri (2.17) e obter os termos de
ordens mais altas. Para isso precisamos calcular o determinante de J;;. E fécil mostrar

quedet (/ + A) =1+ 1), + I» + I3, onde I é a matriz identidade e I,, sdo os invariantes

®Nesta notacdo, temos ‘Ifsllj) = ‘IJ?U.
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da matriz A:

L=Tr(A), L= % [Tr(A)* —Tr (4%)], I3=det A (2.43)

Calculando J até segunda ordem em a e expandindo a sua inversa, teremos’

1 2
J 1 -t - @20 4 ~a? {(m{;ﬁ) + 0

(1) gy (1)
ili i T g v } (2.44)

ij ~ gk
Substituindo na equagio (2.17) obtemos

@ 3 o\ 50
o = —— [(\D) ! \113} . (2.45)

Note que, como esse resultado foi obtido a partir da equagiio de Raychaudhuri, nao é

2)

7 de modo independente. Temos uma equagao que tem que

possivel determinar cada kIff
. . 1 .

ser resolvida integrando em todo o espago, conhecendo \I’Elj). De qualquer forma, isso

& bem mais simples do que integrar numericamente as equagoes de movimento, porque

aqui s6 precisamos calcular a integral uma tnica vez. A evolugao serd dada pela (2.41).

(™ o gn-D

E interessante notar que, se temos W, il podemos calcular o contraste de

densidade até ordem n, sem precisarmos calcular cada \I’Eg) Por exemplo, sabendo a
soma (2.45) ja & possivel calcular a densidade em segunda ordem (eq. 2.44).

Seguindo o mesmo procedimento, podemos calcular os termos de ordens mais altas.
Na solucio de terceira ordem calculamos o determinante J até essa ordem e substituimos
na equacio de Raychaudhuri, o resultado é

o® — _2 (pwg® _ @) _ L ge (@(1) (2.46)
ili = Tg \ T tali T il gl ) T3 ili ) '
As equacées {2.45) e (2.46) nao sao suficientes para calcular W; nessas ordens. Pre-

cisamos de uma condi¢ao sobre in‘? Vamos supor que o escoamento ¢ irrotacional, de

modo v;; = v;;. O gradiente da velocidade pode ser calculado em termos de \IIEE) pela

YCom soma em i e 7.
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(2.13). Em segunda ordem teremos

1dJ*  _, 1 3.0 (1) —5,7,(2) (1)
Ug = EWE?ka ™~ ; (-—2{, ‘I,z'“c — 4t ‘I’ilk) (6};” — ag}k{j) =
_ -1 (1) (2) (1) (1)
_— (\pﬂj +2a0(%) — aw Ui},

Dessa forma, a condigao de irrotacionalidade implica em

(2) (2) __
U — Uy =0 (2.47)
Podemos utilizar essa relagdo para escrever \11,52} como um gradiente em coordenadas
lagrangianas: \Ilf-?) = ¢; de modo que a (2.45) se torna uma equagao de Poisson em ¢;.

Em terceira ordem, a condigao de irrotacionalidade leva a

g® _g® _1 (x];:‘?)\lf“) \I,(?)\I,(l)) _ (2.48)

il i T g itk Skly T glk TR
Vemos portanto que, em geral, a partir de terceira ordem, o campo de deslocamento
ndo é mais potencial na teoria de perturbacao lagrangiana. Dessa forma, o tensor de
deformagao J;; ndo é mais simétrico a partir dessa ordem.

Uma vez obtido ¥; até uma dada ordem n, podemos calcular as trajetorias pela (2.18).
O contraste de densidade deve ser calculado utilizando a (2.40) e nao a expansao de J
até essa ordem.

A solugao de primeira ordem é a aproximagédo de Zel'dovich [51], a de segunda ordem
é conhecida com pos-Zel'dovich (PZA, refs. [64], [59] e [65]), e a de terceira é a pés-
pos-Zel'dovich (PPZA, refs. [66] e [67]). Muitos resultados originalmente obtidos com a
aproximacio de Zel'dovich foram estendidos para ordens mais altas na teoria de pertur-
bacio lagrangiana, em especial para a PZA (veja a ref. [4] e referéncias nela citadas).
Do mesmo modo que ZA, a teoria de perturbacdo lagrangiana deixa de valer depois do
cruzamento das trajetorias.

Na secao (3.4) faremos uma compara¢do entre a teoria de perturbagao lagrangiana e

as aproximacoes locais, que serao introduzidas a seguir.
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2.3 Aproximacoes Locais

A aproximacio de Zel'dovich (ZA) tem uma propriedade muito interessante: a partir do
valor de \IJ?U em um dade ponto ¢;, podemos obter a evolugie do tensor de deformacao
Ji; em g;, sem a necessidade de informacSes sobre os outros pontos. Além disso, temos
uma expressao analftica simples para J;; em funcao de \Ifgl ; €T, que corresponde & solucao
linear J;; = 6;; + 6. (7) \P?Ij (eq. 2.39). Mesmo assim, a ZA fornece bons resultados é
amplamente utilizada no regime nioc-linear em cosmologia.

Definiremos como local qualquer aproximagio que, como a ZA, permita calcular a
evolucdo de Ji; num dado elemento de volume em fungio apenas das condigoes inicials
nesse elemento, dadas por \Ilﬂj. A localidade tem duas conseqgiiéncias importamtes. Como
a evolugdo ndo depende dos vizinhos, o tempo de cdlculo aumenta linearmente com o
nimerc N de particulas. Ja nas simulagbes de N-corpos, ¢ tempo de cdlculo aumenta
com N2, ou no melhor dos casos, com N log N, devido a necessidade de calcular o campo
gravitacional gerado pela distribuigao de matéria (veja seciio 3.5.1). Além disso, o célculo
com as aproximacoes locais é bem mais rdpido do que nas simulagGes numéricas, porque
nao é precise calcular o campo gravitacional gerado por todas as particulas. Assim, se
uma aproximagao local for acurada, ela poderia ser, em alguns casos, uma alternativa as
simulagbes computacionais, oferecendo um tempo de calculo menor. Outra vantagem da
evolucdo local é a possibilidade de estudar propriedades da aglomeragao nao-linear sem
a necessidade de utilizar alguma distribuigdc especifica 6 (z). Poderfamos, por exem-
plo, determinar se um elemento de volume vai colapsar ou se expandir, baseados apenas
no valor de \IJ?U nesse elemento. Seria possivel estudar a influéncia das condigoes ini-
ciais na evolucio do sistema e procurar propriedades genéricas da evolugido nao-linear.
Se tivermos a distribuicdo estatistica das condigbes inicials, poderemos calcular virias
quantidades interessantes, como por exemplo a funcac de massa.

Assim, motivados pelas suas possibilidades de aplicagio e pelo sucesso da aproximagao
de Zel’ dovich, somos levados a buscar novas aproximacdes locals que sejam ainda melhores

que a ZA. Note que a teoria de perturbacio lagrangiana (TPL), discutida na secao
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anterior, nao se enquadra nesta categoria. Apesar da evolucio ser fixada pelas condig,(”)és
iniclais, devemos resolver equacgoes nao locais do tipo Poisson no tempo 7;. Dessa forma,
nao podemos estudar a evolugao de um elemento de volume baseados apenas em ‘1!3 ; hesse
elemento, mas precisamos da distribuigao em todos os pontos para resolver o problema.
A vantagem da TPL sobre as simulactes de N-corpos é que 86 precisamos resolver a
equacao de Poisson em 7;, enquanto nas simulagoes é preciso fazé-lo para todo 7.

A partir da estatistica das flutuacoes primordiais é possivel determinar a distribuigio
de probabilidades dos autovalores de \I'?!j {veja o apéndice B). Essa é mais uma vantagem
das aproximacdes locais: como os autovalores determinam a evolugdo, é possivel obter
uma série de resultados estatisticos fazendo uma média nas condicdes iniciais com as suas
probabilidades. Um exemplo é o cdlculo da funcao de massa, que serd discutido na secdo
3.3.3. Como uma distribui¢ao de probabilidades para \I'g;), ainda nao foi determinada.,
esse tipo de resultado nao pode ser obtido com a TPL.

Evidentemente a evolugdo exata nio pode ser local [82], pois precisamos resolver
a equacao de Poisson, cuja solugdo envolve contribuigoes de todos os elementos. O
interessante € que a evolugdo aproximada pode ser local, como na ZA, e ainda assim
fornecer bons resultados. Também é importante que utilizemos o tensor de deformacao,
ou diretamente os paradmetros cinemadticos, como varidvels, porque é com essa escolha que

a solugao podera ser aproximadamente local. Uma certa informacio sobre os elementos

0
il7?

de volume vizinhos estd codificada em ¥ ., pois ele é o gradiente da perturbacao na
posi¢ao ¥Y.

Discutimos acima algumas motivagOes prédticas para procurar aproximacoes locais.
Vamos ver agora uma motivacio baseada nas equagdes de movimento. Como vimos na
secdo 2.2, a abordagem lagrangiana permite resolver formalmente as equagoes de Fuler
e de continuidade. O que esta faltando € uma equagao local para determinar o campo
gravitacional F;, que deveria ser obtido integrando a equacao de Poisson. E possivel
obter uma equagio local para Ji; (eq. 2.17), no entanto ela nao permite calcular todas as
componentes do tensor de deformagido. Na segao 2.2 mostramos que, se w = 0, 0 tensor

de deformacao pode ser inicialmente diagonalizado. Supondo que essa diagonalizagio ¢é
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mantida, ou seja, que os autovetores de J;; nao mudam, teremos apenas trés incégnitas (os
trés w;). Ainda assim, a equagao (2.32) nao contém informagcéo suficiente para determinar
a evolucio de cada componente w;. Apenas nas simetrias plana, esférica e cilindrica, essa
equagio permite determinar completamente a dindmica.

As aproximacoes locais a serem discutidas aqui tentardo extrair alguma informagao da
equagdo (2.32) ou providenciardo alguma eciuagéo de evolugao local para F;. Na pratica,
a localidade se refletird em que teremos uma expressao analitica para w; em fungao de
A e 7, como na ZA; ou um conjunto fechado de equagdes de evolugio sem gradientes
espaciais, para determinar w;.

Nas proximas subsecoes, apresentaremos cinco aproximagodes locais que foram pro-
postas recentemente na literatura [68, 69, 70, 71, 72]. Até onde sabemos, elas englobam
todas as aproximacdes que satisfazem a nossa definigao de localidade, além da ZA. Depois,
aplicaremos as aproximacoes locais a vdrias situagdes, investigaremos algumas caracteris-
ticas gerais e faremos algumas comparacdes com resultados conhecidos.

Todas as aproximacoes locais propostas foram desenvolvidas para o caso irrotacional,
que é o que se espera de flutuagdes primordiais que evoluem pela acdo da gravidade. Na

secdo 3.5.2 apresentamos uma breve discussio sobre o caso rotacional.

2.3.1 A Aproximacao de Zel’dovich Modificada

A aproximacio de Zel’dovich pode ser definida como o Ansatz de que a parte temporal

do tensor de deformacao seja a mesma em todas as diregoes:

8$i
Jij = a_cp:‘sij+F(T’®‘I’3i (@)

Substituindo este Ansatz na equacdo de Raychaudhuri linearizada obtem-se que I nao
depende das condicdes iniciais ¥} e & dado por F' = é,. Dessa forma, na ZA, o tensor de

deformacao escrito nos eixos principais € {egs. 2.27 e 2.33):
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Uma generalizagio natural da aproximagao de Zel'dovich seria manter essa expressao
para o tensor de deformacao, mas utilizar a equacio de Raychaudhuri (2.17) completa,
sem linearizd-la, para determinar o fator temporal. Assim, vamos procurar uma. solucao

na forma
Jy = [1 = D(q,4) \] 655, (2.49)

onde a funcao D pode depender da posicio através das condigdes iniciais A). Substituindo

o Ansatz (2.49) na equagio (2.32) obtemos (w; = —DAY):

(2.50)

com ny = A0+ A0+ AY, 7y = AIAD + AAT + AJA ey = AYAJAD. (note que os n’s sdo
os invariantes do tensor J;;). Essa equagao determina completamente a funcao D(A;t)
e define a Aprorimacgao de Zel'dovich Modificada (MZA, ref. [68]).

Usando a (2.13) temos

_ 1( ),1dJi’° _1dD X\
dz; a &l dt  adt1— D)
a partir do qual podemos calcular os pardmetros cinemaéticos. Note que, segundo a MZA,
o gradiente da velocidade (dado pela expresséo acima) € proporcional a segunda derivada
do campo gravitacional ¢ (2.31):

v
BCCj

&9

2.51
6.’1'3'6333' ! ( )

= «(Z,t)

onde a = —a(dD/dt)/(d*D/dt?). Essarelagao é satisfeita nas simetrias plana, cilindrica e
esférica, e portanto a MZA & exata para essas simetrias'’. A aproximacio de Zel'dovich
tem o = —2f/(3Ha), que é independente das condigoes iniciais A Esse fator s6 ¢

correto para a simetria plana.

10Pode-se verificar que a equacio para —D) € igual & equagio (2.32) para w, nessas simetrias.

89



Num universo chato, dominado pela matéria a solugdo em primeira ordem (linear em

D) fica independente de 7, e é dada por
D=a on D=a"%? (2.52)

que corresponde exatamente aos modos crescente e decrescente da solugao linear (e de
Zel'dovich)., Trabalharemos sempre com os modos crescentes de forma que escolheremos
como solugao de primeira ordem D = a.

Expandindo a (2.50) em 2 ordem e procurando uma solugio na forma D = o+ D@,

com D?) = Ca?, obtemos

p@ 302 2 (2.53)
7m

Em terceira ordem teremos D = a + D® + D®), com:

2
10(?3) BIER PR (2.54)
7T \m ™

Note que, se 7; = 0 a solucdo linear da (2.50) nao serd mais dada pela expressao

p® _1
3

(2.52). A solucdo de ordem mais baixa nesse caso fica: D = o V/4VB ou seja a ~ o33

ou D =~ a=3% (modos crescentes e decrescentes). No entanto, seria correto obtermos
a solucéo de Zel’'dovich para @ — 0, e portanto a MZA nao pode ser utilizada com a
condicao inicial 7, = 0. O que vemos aqui € que fazer o limite 7, — 0 nao comuta com
o limite @ — 0 na MZA.

A MZA nao pode ser utilizada em todas as regices subdensas. Quando &y < (}, mas
pelo menos um autovalor Ay é positivo, o denominador da (2.50) acaba se anulando para
algum valor de a [68]. Dessa forma, a MZA nao pode ser utilizada com esse tipo de

condicOes iniciais.
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2.3.2 A Aproximacgao do Tensor de Deformagao

Nas duas aproximagdes locais discutidas anteriormente (ZA e MZA) a mesma funcio
do tempo podia ser fatorada dos trés w;. Assim, foi possivel determinar completamente
essa fungao através da equacdo (2.32), ou da sua versao linearizada (no caso da ZA). A
aprozima¢ao do tensor de deformagdo (DTA, ref. [69]) consiste em utilizar um Ansatz
para separar a (2.32) em trés equagoes para cada w;. Como uma permutacio dos eixos
nao muda a dindmica, se é possivel escrever uma equagio para w; em termos de todos os
w;, essa equagao tera de ser invariante sob uma permutacao dos fndices. A equagdo para
wy por exemplo, tem que ser invariante sob a troca we < ws. Além disso, se mudamos
a legenda 1 por 2 devemos obter a equagao para ws.
Para comegar, vamos reescrever a (2.32) multiplicando ambos lados por (1 ++ wq) (1 + ws) (1 + w3).

e agrupando do lado direito os termos proporcionais a cada w;:

ST+ ws o+ we Fwpw)wl = Y 4nGa'p (1 4 ; Tk 4 wg”) wi, (255
=13 i=1,3

onde (2, §, k) é uma permutagio (1,2, 3). Vemos que cada termo da soma é invariante sob

a troca w,; «» wx. A DTA consiste em separar essa equacio numa equagao para cada w;:

(14 w; + wy + wywg) w! = 4AnGa’p (1 4 -; Dk wj;}k) w;. (2.56)

Temos assim um conjunto local de equagoes que permitem determinar cada w; comple-
tamente. Esse sistema de equacoes para wy, ws e ws, além ser invariante na mudanga
w; < wg, tem a propriedade mencionada acima de que trocando ¢ por j leva a equagao
par w;. Uma motiva¢io & que essa equacao é exata para simetria esférica, plana e cilin-
drica. Para simetria esférica (wy = we = ws) as equagbes (2.55) e (2.56) sao idénticas.
Na a simetria plana (colapso unidimensional), temos w; = we = 0 e novamente a (2.55)
e (2.56) sdo equivalentes. Para a simetria cilindrica, w; = 0, w; = wy € a equagao aprox-

imada é exata nesse caso. Nesses trés casos temos apenas um w; independente de modo
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que a (2.55) permite resolver completamente o problema.

De certo modo obter a equagdo (2.56) é como transformar a condigio sobre o trago de
8%¢/0x* 927 numa condicdo para cada uma de suas componentes. Obviamente é possivel
acrescentar outros termos locais & (2.56) que preservem as simetrias e que se anulem na
soma (2.55), embora nao haja nenhuma motivacao fisica que leve a uma dada expressao
para esses termos. Por exemplo, poderfamos adicionar, ao lado direto da (2.56), um

termo com a forma: g [w? (w; + w) — w; (w] +wi)].

Condicgoes iniciais

Nas simulagdes cosmoldgicas, comecaremos a integracao do sistema no regime linear.

Para condicdes iniciais lineares teremos w; << 1. A equagdo (2.56) fica
wl = 4nGa’pw;,

cuja solucdo dd os modos crescentes e decrescentes da teoria de perturbagao linear que,

num universo de Einsteln-de Sitter, sao dados por
w; = A2 =-2a ou w;= —AM. (2.57)

Utilizaremos como condicdes iniciais os modos crescentes. Para integrar o sistema (2.56) a
partir de algum tempo t; precisamos de w; e ;. Este tiltimo pode ser obtido diretamente
do comportamento linear (2.57).

Para condicdes iniciais genéricas devemos determinar w; e w; de maneira indepen-

dente. A equacdo (2.56) dd o campo F; em termos dos w;:

_47rG’a2fJ (1 + EJ# + %) Wy

(14 wi) (14 we) {1+ ws)

j =

(2.58)

Os w; sio determinados a partir do tensor de maré F; = F; — 4n(Gpa?s/3. Note que um

dos w; deve ser obtido através da equaco (2.28), jd que ), ;5 F; = 0.
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B 21Gap 2 (wy + wj + wywy) — w; (4 + w; + wy)
: 3 (4 wq) (1 + wo) (14 wy)

Eliminando w;, obtemos:

2rGa?p

= [2 (we + W; +ijk) (1+ wj)(]- +wk) - (4 +w; + wy,) (1 + 5)]

Esse conjunto de duas equagoes cibicas acopladas deve ser resolvido numericamente. As
derivadas ; podem entao ser obtidas a partir das equagdes (2.29) e (2.30). Vemos que
trabalhar com condigdes iniciais lineares simplifica enormemente o problema. Como a
motivagao deste trabatho é estudar a evolugéio nio-linear de pequenas flutuacdes iniciais
para investigar formacao de estruturas em grande escala, nos restringiremos a condicoes

iniciais lineares.
Solugao de segunda ordem para o modo crescente

~ . 1
Podemos escrever a solugédo como uma soma de termos de ordens diferentes: w; = wg oy

w}g) +..., onde wgl) = —~AY6, é de 1% ordem (O.), w? & O., ete. A equagio para wz@) fica
(1) (1}
i wr '+ w
(w,EQ)) = 47Ga'p (w?) - 5 i wi(l)) :
Num universo de Einstein-de Sitter temos wfl) = - Ma e 47Ga%p = 6/1? de modo que
) = _3 (30420 A0 a? 2.59)
w; __ﬁ(j+ k:)z'a’ (2.

Comportamento Assintético

Quando ¢ diverge, significa que pelo menos um w; tende para o valor —1. Se os trés
tendem a esse valor, dizemos que o colapso é esférico. Se dois tendem a —1, o colapso

é bidimensional (tende a uma linha). Finalmente, se apenas um vai para esse valor. o
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colapso ¢ unidimensional, formando uma pangueca. Vamos tentar determinar o compor-

tamento assintético para cada um desses casos:
e Colapso esférico

Nesse caso teremos w; — —14+¢;, com 0 < g; < 1, para i = 1,2,3. Em ordem mais

baixa em ¢; a (2.56) fica

o

ArGalp 1
&£, = — _—
* 3 E4€k

Supondo que
g — Ci (o — %, quando t— 1, (2.60}

obtemos, pela equagao acima:

4—
di{d; - 1) C; (te — f)difz = — (47?Ga ,0) ! — t)’{dﬂdk) .

t
3 C;Cr (t
Assim, devemos ter que d; + dp + d3z == 2. Se supusermos que cada eixo val a zero
seguindo a mesma lei de poténcia, teremos d; = 2/3. Cada e; pode ter um coeficiente
diferente, mas eles estdo relacionados por C;C;Cr = — (4xGa'p/3) [d: (d: — D] = 9a.

(onde a, = t72). Dessa forma, quando t — t., os pardmetrcs cinematicos ficam:

1 _ o (=177
5 ~ = (CCC) (e~ = L 2.61
= (OO0 (-0 = (261
‘ 1
b o li - Z —d; (tc - t)—l = _2_ (tc - t)_l t (262)
aE; ! e Qe
i=1,3 i=1,3
el 1
Lo~ S 2=, 2.63
o o3 {2.63)
= na2 — 1 —2 0 -2
B ~ _1e&l 4nGpa®t 2(t.—t) °  4nGpa®s _ 0. (2.64)
a? g 3 9 Qe 3

Note que o; e £; foram calculados utilizando a (2.60). O resultado obtido implica em

que essas quantidades nio divergem nessa ordem. A soluc¢éo de segunda ordem é &; =
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C; (t, — t)2/3 + C'i(z) (t. — t)2, de modo que

e _ (G- 9P+ 200 (=) | 20 g oG
& Ci(te — 07+ O (1, — 1)? 37N C;

(t. — ).

Assim, o termo de segunda ordem nao contribul para a divergéncia. O mesmo ocorre
para E; e também para os termos de ordem mais alta C'i(”) (t. — t)*. Dessa forma, o

cisalhamento e o campo de maré nao divergem quando o colapso ocorre nos trés eixos.
e Colapso bidimensional

Nesse caso, dois autovalores, w; e w; convergem para —1 em t — t., enquanto o
terceiro tem um valor diferente wi. E equagao (2.56) para os dois ¢; fica, em ordem mais
baixa em ¢

1/2 +wi/6

it (2.65)

el = —4nGa*p

Supondo que €; e £; seguem uma lei de poténcia préximo do colapso (eq. 2.60), teremos

1 wp 1Yy 1 ‘
di (di — 1) C; (1 — )52 = s = LA (A

Se cada eixo seguisse a mesma lei de poténcia, terfamos d; = d; = 1, mas justamente
esse valor ndo satisfaz a equagio (2.65). No caso da simetria cilindrica ¢, = €; e 0
comportarnento tem que ser o mesmo nos dois eixos, de modo que a solugdo nao pode
ser escrita como uma lei de poténcia. O mesmo deve ocorrer no caso geral do colapso

bidimensional e nao apenas nessa simetria. Nao encontramos nenhuma solucao analitica

para a equacao (2.65).
¢ Colapso unidimensional

Neste caso, apenas um autovalor w, tende a —1, e a equagio (2.56) para ) = 1 +w,

fica, em ordem mais baixa em ¢

2 3
¢! = —4rGa’p (1 + s =+ wy) [2 4wy ) .

1 +we +ws + wows
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Supondo que g; segue a lel de poténcia (2.60), teremos, para t — t,

o C 2 C C 3
d(d-1)D(t — )% = —4rGa'p (1 * (wh o wf) /2 1 whwg/ ) :

1+ w§ + w3 + wiwsg

de modo que d = 2 ¢ D ¢ igual ao lado direito dessa equagio dividido por dois. Também
podemos adicionar a essa solucdo um termo C (f. —t). Assim, a solugdo até segunda

ordem é:
e1=Clt—t)+ D(t, — t)°. (2.66)

Para t — t., 0s parAmetros cinemdticos ficam:

§ (9~ (A= (2.67)
o~ X c = b N
C (14 ws) (14 ws)
/
§ ~ ta o Lo, (2.68)
. acg; [«
i=1,3
-2/3a7t (t,— )7, i=1,
”. { f3a (te— 97, (2.69)
1/3a;1 (t,— ), i=2,3,
1 & 2D
B~ -2, -7 2.70

Para i = 2 3 0 campo F} também diverge. Pela expressio (2.58), quando £; — 0 teremos

wh /2 + wiw; /6

Fy = —4nGpa’ ,
2 P T ug) (1 + ) C (fe — ©)

(2.71)

e analogamente para F3. Note que isso implica em que w e wi devem divergir. Podemos
verificar que a equagido de Poisson F| + Fy + F3 = 4w(Gpé é satisfeita, com § dado pela
2.67. Apesar de D ser determinado em termos de w§ e w§, ndo temos nenhuma restricao
sobre C. E interessante notar que o; e 8 s6 dependem de a,. Nés voltaremos a discutir

o comportamento assintético no quadro geral das aproximagoes locais na secao 3.1.1.
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2.3.3 A Aproximacgao Completa de Zel’dovich

A Aprozimaciao Completa de Zel’dovich (CZA, ref. [70]) consiste em uma expansio em
série de poténcias em termos da solugdo linear (2.33), mais um termo de correcao a essa,
série. A CZA tem duas etapas fundamentais: supor que a evolugao ¢ local, de modo que
é possivel escrever w; em termos das condicdes iniciais A0 e usar o comportamento de w;
nas simetrias plana, esférica e cilindrica para propor o termo de correcio a série. E ttil

fatorar a solugdo linear da expressao de w;
w; = —)\100. T (272)

Na MZA (se¢ao 2.3.1) fizemos uma separacao semelhante, onde tinhamos ar; = D. A
diferenca ¢ que aqui teremos uma funcido diferente multiplicando cada ;. No caso da
MZA a funcao D dependia das condigoes inicias )\? e do tempo. Aqui vamos supor
que a solucdo para r; pode se expandida em uma série de poténcias de )\? e que, num
universo de Einstein-de Sitter, podemos separar a parte temporal em poténcias do fator
de crescimento a (como no caso da TPL, se¢ao 2.2.2). Para satisfazer os critérios de
simetria discutidos na secao 2.3.2, a forma geral da expansao deve ser

r(AALAD) =14 > CPL (A0 + AN — a2 (W)™ e, (2.73)

lom,n
l,mmn=0

onde Cf, . . séo os coeficientes de ordem p, com p = [+ 2n +m. Assim, essa a equagao é
invariante pela troca de indices j < & e a expressao para r; leva a expressao para r; pela

troca ¢ — j. Para simplificar a notagao, vamos definir a solugao linear
.0
)\i = )\i a,

de modo que a equacao (2.73) fica uma expansao ern termos de A; apenas. A aproximagao
de Zel'dovich corresponde a r; = 1. Assim, para configuragdes com simetria plana (A; =

M = 0) devemos ter Cf,,, = 0, jd que a solugéo de Zel'dovich é exata nesse caso. Os

97



outros coeficientes da expansao da CZA seriam determinados a partir das equagoes de
Euler (2.2) e Poisson (2.3) através de um esquema recursivo, embora os seus autores
nao tenham mostrado esse procedimento. Eles apresentam o resultado da expansao até

quarta ordern {70}

3 18 157 3
(i, A, As -F + Y
rildis Ay A) = 1 14( M) 245 (s + 2"+ 4410 245(A K

HF0.03371(A; -+ M) + 163 x 107200 4 X)X +2.75 x 107 2( 4 Ae) AT+ 107 (A — M)Ay

—— (A + A +

1.2 % 10722 — A2y + M) + 1.94 x 10720 + M) 4+ 9.4 5 1073(%; -+ Aw)°As
+1.58 x 10720 4+ A)2A2 4 1.3 x 10720 ++ M)A + 4.3 x 107302, — A)?
+8.4 5 1073 (A — M)A + M)+ 7.2 x 107 (A — Ap)? (A5 + A)Ai + R(As, Ags Aw)-

Note que a solucdo de ordem n para r; significa uma solucao de ordem n -+ 1 para w;.

Quando os termos de ordens mais altas ficam importantes, todos contribuem mais
ou menos da mesma forma. Assim escolheu-se truncar a série até a quarta ordem e
aproximar o resto por uma fungao R(A:;, A, Ax) [70]. Essa funcio é parametrizada de
modo que o resultado esteja em acordo com a dinamica das simetrias plana esférica e
cilindrica. Para melhor entender a CZA e a motivacéo para o termo R, vamos estudar o
comportamento de r; nessas trés simetrias.

Nesses trés casos a equacao de Raychandhuri (2.32) é suficiente para obter r;. Em
termos dessa quantidade, e utilizando a definicdo (2.72), teremos

d*r; dr
0 2@ 7 i
w! = —A; (2 ) +7*a+37“)

onde usamos o fator de escala a como variivel temporal. Nas trés simetrias, temos
apenas um }\? independente; como veremos, serd 1itil usarmos como varidvel a solugao
linear A := A’a. A grande vantagem é que nesses trés casos, podemos transformar a (2.32)
numa equacio em que aparece apenas r ¢ A. As condi¢des iniciais lineares implicam que

r(a = 0) = 1. Assim a solu¢fo das equagdes em termos de A serd a mesma, para quaiquer
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condigao inicial A®, sem nenhuma dependéncia explicita nessa quantidade.
e Simetria plana

Nesse caso temos r; = 7, r; = 1 = 0, e a equacao (2.32) fica

d*r _dr
X + TN =
d\? * 7d)\ 0,
cuja solugdo é 7 = AX ¥ + B. Como r (A =0) = 1, teremos A = 0, B = 1. De modo

que r (A) = 1, como era de se esperar, ji que a solucdo linear é exata no caso da simetria

plana.
e Simetria esférica

Neste caso temos r; = r; = ry =1, ¢ a equagdo (2.32) fica

d*r  Tdr 2 32\
A= F oo = . 2.74
d\?  2dh 2(1— )’ (2.74)
Uma solugao em série de poténcias dessa equagao pode ser obtida facilmente, usando al-

gum algoritmo bdsico de equagoes diferenciais ou um programa de computacio algébrica,

como o Maple. A solugéo até quinta ordem, com a condicao inicial r = 1, &

3. 923 . 1894 . 3293 . 92418092
h % 5 6y . 75
Far = 1+ g+ A 4 2o M X+ ogg VO (V) (2.75)

Note que esta expressao estd em acordo com a expansao (2.73). O coeficiente do primeiro
termo ¢é exato (3/7), o do segundo termo da (2.73} fica igual a 23/63, diferindo de 1.6%
da expansao acima, os demais termos diferem de 0.14% e 1%. Em termos do contraste

linear de densidade é; = dga = 3 A teremos

23 1894 3293 2418092
Ny SOt s bl + 8 + :

Test 567 L ' 130977 567567 L ' 963431467° L

(2.76)

E importante notar que, para A’ > 0, o colapso ocorre para um valor finito de \. tal que
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Ar () = 1. Como r > 1, vemos que o colapso ocorre para A < 1, e portanto a expansao
(2.75) pode ser boa até o colapso.
Nés resolvernos numericamente a equagio (2.74) com a condigao inicial » = 1, e

comparamos com a expansio (2.76). O resultado ¢ mostrado na figura (2-1).

1.8

1,7 -

1,6+

1,5+

1,44

1,3

resf

T |

T
1,6 1,69

1,0 T T

[N S L R BN L B
08 09 10 11 12 13 14 15

8L

I BLANN B L BELE DAL BNLES
00 01 02 03 04 05 06 07

Figura 2-1: Gréfico de r em fungfio do contraste linear de densidade 67, para a simetria
esférica. O resultado numérico r (linha contfnua) € comparado com as expansoes até
terceira ordem 3 (traco-ponto-ponto), quarta ordem (¥ (trago-ponto) e quinta ordern
r®) (pontilhado, eq. 2.76). O colapso ocorre para 6, = 1.686 na solugio exata.

. . .. (5
Préximo do colapso, a diferenca entre a série T(E,sg e o resultado exato ro aumenta, e

nao adianta acrescentar muitos termos. Podemos no entanto truncar a série até a quarta
. 4 -~ ..
ordem e tentar ajustar ('T’esf — risg) /6% como fungao de §;, préximo do colapso. Um bom

ajuste é dado por
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3.66 x 1072 — 1.45 x 10738,
1 —0.5586;

Resf = (Tesf - T(E_:f)') - 62 (277)

Assim podemos truncar a série até a quarta ordem, acrescentando o termo R A

expressao para R no trabalho original da CZA [70] é

5258 x 1073

Rest = Lm, (2.78)

mas essa expressao fornece resultados bem piores que o ajuste (2.77), como pode ser visto
na figura (2-2).

e Simetria cilindrica

Aqui temos r; = 0, r; = rx = 7, € a equagao (2.32) fica

dr  Tdr
d)\?  2d)

1

_ 3.2
T4 (1A

(2.79)

A solugao em série de poténcias até quarta ordem, com a condicdo inicial r = 1, é

3 3 7
7ﬁ:1+ﬁA+_p+1%A3 379 ., , 1107371

42 1176 * 5096 16052400

N +0 (2. (2.80)

Vemos que a expansao estd em acordo com a expressao (2.73). O coeficiente do primeiro
termo novamente é exato, os demails coeficientes diferem de 1.9%, 3.2% e 4.7%. Em

funcao do contraste de densidade linear &; = 2\ teremos

3 103 379 4 1107371

(3 3 2 3 5
ry =14 =6 ] b e 2.81
el T 58% T 68t T a8t T 815367 T 513676800° (2.81)
Novamente, poderiamos truncar a série até a quarta ordem e ajustar Ay = (TCH - rgl,)) / 6%

préximo do colapso. No entanto, se utilizamos a expressao para Regs obtemos um resul-

tado muito bom (veja fig. 2-3). Além disso, as expressdes (2.77) e (2.78) fornecem
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Figura 2-2: Gréfico de rer em funcdo de §;. O resultado numérico r (linha continua) é
comparado com ™)+ R, A curvar, (tracejada) é calculada utilizando a equagao (2.77),

enquanto a 7, (linha pontilhada) & calculada usando a expressdo de Hes da referéncia
[70].
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r'cil

um resultado quase idéntico até §;, = 1.466, que é quando ocorre o colapso na simetria

cllindrica.

1,4

1,3 -

1,0-‘ L | L{ ¥
0,0 01

L] L] L} L L] I T I L] ' L] I L] i L]
1,0 11 12 13 14

{ | 1
07 08 09
S

L

T T T T T
02 03 04 05 06

Figura 2-3: Gréfico de r em funcdo do contraste linear de densidade é;, para a simetria
cilindrica. O resultado numeérico » (linha cont{nua) é comparado com a expansao até
quinta ordem r® (pontilhado, eq. 2.81) e a soma o = 7*) + Resr (tracejado). O colapso
ocorre para §; = 1.466 na solugao exata.

A anslise dos trés casos acima pode motivar uma expressao geral para R(X;, A;, Ac)-
Devemos exigir que ela se reduza a Reg no caso da simetria esférica, que ele se anule

para a simetria plana e que forneca um resultado préximo de R na simetria cilindrica.
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Betancort-Rijo e Lopez-Corredoira [70] propuseram a seguinte forma para essa funcao

A+ A A A A
R A M) = [1 -9 ()\z- ~ f—é——’“) (1 - LJB—UN (2.82)
Aj + A
X (Resf()\t’ + Aj 4+ Ak) = Resi(Ai) + Rest (JQ—k>> :

Os seus autores nio explicitam como chegar a essa expressdo, mas nés verificamos nu-
mericamente que ela fornece o resultado exato para o colapso com simetria cilindrica.
Como na simetria esférica essa funcio se reduz a R, obtemos resultados melhores com
a nossa expressao (2.77). Na se¢do (3.3.1) veremos que a expressao (2.73) junto com o
termo (2.82) fornece excelentes resultados no caso de um elipsdide homogénco.

Os seus autores sustentam que CZA é exata quando o tensor de deformacdo nao
depende da posicdo. Eles também argumentam essa aproximacio é exata em segunda
ordem. Na secio 3.4.1 faremos uma comparacio das aproximacdes locais, em particular
da CZA, com a teoria de perturbagio lagrangiana aplicada a um elipséide, e mostraremos
que isso nao é verdade.

Vamos ver que a CZA nio pode ser utilizada para perturbagdes subdensas, pelo menocs
quando os trés A; sdo negativos. Como A; = a)\?, ele nunca muda de sinal e é sempre uma
funcio crescente de a. Se ha colapso no eixo 7, este ocorre quando A7 (A, Ay, Ax) = L.
Quando os trés autovalores )\? séo positivos, 7; € uma fungdo crescente de A;, de modo
que o colapso acontece para A; < 1. Como o colapso ocorre no eixo com mator valor
de A; isso significa que todos os A; sero menores do que um, de modo que a expansao
(2.73) sempre pode ser usada.

Ja se os trés autovalores )\? sdo negativos, ndo ha colapso, e os A; podem crescer
indefinidamente. Nesse caso, a expansao (2.73) deixa de valer. Se pelo menos um A for
maior que zero, a aplicabilidade da (2.73) dependera do tempo em que ocorre o colapso
no maior AY. Para X! suficientemente grande, o colapso ocorre antes dos A; crescerem
substancialmente e a CZA ainda pode ser aplicada. Assim, a CZA pode ser utilizada nas
regites sobredensas, mesmo quando um ou dois autovalores sdo negativos. Isto porque

¢ possivel mostrar que o colapso sempre ocorre para 6z < 1.686 (veja segao 3.3.2), de
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modo que a expansao (2.73) pode ser sempre utilizada. J4 nas regiGes subdensas, a
aplicabilidade val depender dos valores de /\?.
Uma possivel solu¢ao para estender a CZA para quaisquer condicoes inicials poderia

ser alcancada através de uma expansio do tipo

_ 1+ E{Ym,n=0 Ef rn(Ng + A (A = M) AT

imn
T = — . 2.83)
1+ Ei‘fn,n:ﬂ Dfm,n(/\j + /\k)!(/\j - Ak)2n/\;m (
Para estar em acordo com a solugio perturbativa (2.73) devemos ter
Ell,m,n - Dll,m,n = Cll,m,n' (284)

Para ordens mais altas, a determinacao desses coeficientes € bem mais complicada.

Os coeficientes £ e D devem ser escolhidos de forma a ajustar o comportamento
assitdtico. Novamente, poderfamos utilizar o comportamento nas simetrias esférica e
cilindrica para limitar esses coeficientes. Para obter a solugao com 6y negativo nessas
simetrias, basta resolver as equagoes (2.74) e (2.79) para A < 0. Os resultados numeéricos
mostram que r diminui com o tempo, mas continua sempre positivo (figuras 2-4 e 2-5). Se
utilizdssemos as expansoes (2.75) e (2.80) o termo de ordem mais alta acabaria sempre
por dominar. Se truncamos a série num termo de ordem fmpar, » muda de sinal e a
perturbagao acaba colapsando, o que estd em contradi¢do com a solugdo numeérica. Se
truncamos num termo de ordem par, r aumenta rapidamente e a expansao ocorre mais
rapido do que a solugio exata. O termo que mais se aproxima da solugao correta é o de
ordem zero, que corresponde i solucgiio de Zel’dovich. Um resultado semelhante foi obtido
por Sahni e Shandarin [108]. Eles mostraram que na teoria de perturbagio lagrangiana
(TPL), a melhor solugio nos voids era a solugio de Zel'dovich. Os termos impares da
TPL induzem uma mudanga de sinal, de modo que o colapso acaba ocorrendo, e 0s pares
induzem uma expansao demasiadamente acelerada.

F possivel obter analiticamente o comportamento assintotico de 7. Se a expansao

ocorre indefinidaniente, os autovalores do tensor de deformacgao A;r; crescem sem limites.
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Figura 2-4: (a) Grafico de ro (linha continua, eq. 2.74) em fungéo de 6, para contrastes
de densidade negativos. Nesta figura mostramos também as expansoes até a quarta
ordem 7 (trago-ponto), quinta ordem r® (trago-ponto-ponto, eq. 2.76) e 7 4 Reg
(tracejado). (b) O mesmo que em (a), mas para valores bem mais negativos de ;. Vemos
que 1 decresce lentamente, sem nunca se anular. N&o mostramos as séries de poténcia
nesta figura porque r seria desprezivel comparado com elas.
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Figura 2-5: (a) O mesmo que na figura 2-4, mas desta vem com simetria cilindrica.
A solucio da equacio (2.79) ra (linha continua) é mostrada para diferentes valores
do contraste de densidade. Mostramos também as expansoes até a quarta ordem )
(traco-ponto), quinta ordem 7) (trago-ponto-ponto) e r® 4+ R, (egs. 2.81 e 2.77,
tracejado). (b) O mesmo que em (a), mas para valores muito negativos de dy. Vemos
que r decresce lentamente, sem nunca se anular. O comportamento na simetria esférica
& muito semelbante ao da simetria cilindrica.
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A solucio da equaciio (2.74) para Ar > 1 & dada por'! r o a™¥/2 ou r o a2, Como por
hip6tese A & ar tem que aumentar com o fator de escala, devemos escolher a primeira

solucio. Nesse caso, o contraste de densidade serd dado por (eq. 2.28)
§4+1—= (M) a2, quando a — 00 (2.85)

que é um resultado conhecido para o comportamento assintético de wvoids esféricos. Na
verdade essa soluco deve aplicar-se a condi¢bes bem mais gerais do que a simetria es-
férica. Da equacio da MZA (eq. 2.3.1), vemos que o comportamento de D, para D > 1
nao depende de A; quando 74 # 0. Se resolvemos a equagéo (2.3.1) nesse limite, em EdS,
obteremos o resultado (2.85), lembrando que D = ar. E natural que a evolucio de uma
regido que se expanda em todas as diregoes (AY < 0) seja a mesma. Num void genérico, se
as forcas de maré geradas pelos objetos colapsados préximos da borda sédo desprezadas,
as particulas deveriam manter as suas velocidades, no limite em que a densidade no void
é muito baixa. Assim, a evolucio nao deve depender da forma do void. Os w; do tensor
de deformacao devem ser multiplicados pelo mesmo fator, que é a suposicao da CZA.
Se a expansao nao ocorre em todas as diregoes, ou seja se algum )\? é nulo, a evolugao
nao terd a mesma forma. No caso da simetria plana, teremos r = 1 sempre. Para a
simetria cilindrica, podemos resolver a (2.79) no limite Ar > 1. O resultado é r
a(=5=VI3/4 Pelo mesmo argumento do caso esférico, devemos escolher a solugdo da raiz
positiva, de modo que r o a=%%. O contraste de densidade fica 1 + 6 oc a7,
Podemos utilizar o comportamento assinético de r no caso genérico e nas simetrias
plana e cilindrica para ajudar a determinar os coeficientes da expanséo (2.83) para )\? < 0,

ou para determinar a corregao 4 série truncada até uma dada ordem.

Dada a vantagem da CZA para aplicagbes numéricas, e dado que ela fornece resultados
ti0 bons quanto as outras aproximacdes locais (como veremos nas proximas seqgoes ), é

importante procurar generalizacoes que possam lidar com perturbacoes sobre e subdensas.

HNote que, nesse caso, a equagdo em termos de A = A%q, passa a depender apenas de a. De modo
que podemos escrever T = 7 (a).
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Mais investigagOes sobre essa possibilidade serdo desenvolvidas no futuro.

2.3.4 Aproximacgoes do Campo de Maré

Uma dificuldade pratica no estudo da formacéo de estruturas na cosmologia newtoniana,
est4 na necessidade de resolver a equacao de Poisson para obter o campo gravitacional
¢. Na relatividade geral, em vez da equacgao de Poisson, temos equagoes de evolugao e
equacoes de vinculo, para determinar os campos gravitacionais (veja a secao A.2). Como
a abordagem relativistica ¢ conceitualmente diferente da newtoniana, essa diferenga na
construgdo formal pode levar a novos métodos de aproximagao. Um exemplo é uma
classe de aproximacoes baseada no formalismo de projecao da relatividade geral. Uma
das motivacoes para essas aproximagoes € que as equagOes de evolugio dos parimetros

cinemdticos na relatividade geral sfo muito similares aos seus andlogos newtonianos®?.

Equacoes de evolucio para os pariametros cinematicos

Para para entender as aproximagoes do campo de maré é til escrever as equagoes de
evolucdo para 0s parmetros cinematicos (2.10). Elas podem ser obtidas partindo das
equagoes de fluido em coordenadas co-méveis (2.1) a (2.3).

Derivando a equacio de Euler (2.2), com p; = 0, obtemos'®:

dv; ;

dr

+ vt 5 g'”i,j =—¢;;- (2.86)

Tomando o traco dessa equacao e usando a equagdo de Poisson (2.3) e a decomposigao

(2.10), obtemos a equagdo de Raychaudhuri!

df @ 1
_+E9+_

0+ 3 6% + o¥ay; — 2P = —4nGa’pé | (2.87)

12Fssa similaridade é discutida no apéndice 1, nas se¢des A.1 a A.3.
LiLembrando que dv;/dr = 8v; /87 + v* v, /8x*.
L Eqta ¢ a forma mais conhecida de equaciio de Raychudhuri. Ela pode ser obtida a partir da expressao

(2.17) utilizando a equagio (2.13).
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onde w? = ww;. Calculando as partes anti-simétricas e simétricas sem trago da equagao

de Euler (2.86) e usando a eq. (2.10), obtemos respectivamente

dw* & , 2, i
d7+5“” +§9w—rfjw-’=0 (2.88)
e
dﬂ'.,;‘ i 2 1
d';"] + E T4 + g gt’fij —+ O'ikO'kj —+ wiwy -~ g 515 (20’2 + wz) = _E-ij R (289)
onde Ejj = ¢, — (1/3) 655 V¢ € 0 campo de mare.

As equacdes (2.87) a (2.89), junto com a equacao de continuidade (2.11)

§=(1+6)8, (2.90)

formam uma hierarquia de equagoes lagrangianas de fluido. E um conjunto incompleto
pois nao especificamos uma forma de calcular E;;. Na teoria newtoniana ele é obtido
através do potencial gravitacional ¢ que é a solugio da equagdo de Poisson. Na rela-
tividade geral hd uma equacio de evolugio para o anglogo dessa quantidade. Esse fato
motivou novas aproximacgoes, que estudaremos mais & diante.

A aproximacio de Zel’dovich (segdo 2.2.1) consiste em utilizar a relacdo entre 7 e ﬁq&
do regime linear (1.50). Dessa forma, o tensor de maré gravitacional é obtido a partir do

cisalhamento:

AnGap

By =
2 Hf

Tij (2.91)

e a flutuacio de densidade é dada pelo escalar de expansao:

Usando esses resultados nas (2.89) e (2.87), vernos que a ZA é equivalente a resolver as
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equagoes locais

doy: @ 9 1 4rGap

2o+ 200y 4 oot +wiw; — 6y (207 +07) = 7 v (292
a1 4nGap
Z 420+ 26%+2(c?—w?) = 6. 2.
dr + a + 3 *2{ - Hf (299

Junto com as equagbes (2.90) e (2.88), temos um conjunto fechado de equacdes locais.
Como utilizamos a condi¢ao inicial de escoamento irrotacional, teremos w;; = 0 para
qualquer tempo antes da interse¢do das trajetérias (o que pode ser visto da eq. 2.88).
A equago (2.92) também pode ser escrita como uma equacdo de evolugdo para Ejj,
utilizando a (2.91) [82]. Assim, mostramos que a ZA é uma aproximacao local que
consiste em aproximar o termo de fonte gravitacional na equagao de Raychaudhuri e
fazer E;; proporcional a o;; (0o que elimina a necessidade da equagao de evolugao para
Eij).

Seria natural investigar a possibilidade de melhorar a aproximacao de Zel'dovich,
usando a equacao de Raychaudhuri exata e alguma equagao de evolugao para E;.

Hs um argumento simples pelo qual esperariamos poder melhorar a ZA. E sabido que
a ZA fornece resultados incorretos para o colapso esférico. A aproximacgao de Zel'dovich
superestima o tempo de colapso para uma configura¢iao com simetria esférica. Isto ocorre
porque a ZA nio obedece 4 equagao de Poisson, de modo que o lado direito da (2.93) nao
é exato. Podemos pelo menos corrigir esse termo, utilizando a equacao (2.87) no lugar
da (2.93), e a (2.92) para a evolugéo do cisalhamento. Essa aproximacao foi testada na
referéncia [72] e encontrou-se que ndo é boa, exceto para o caso esfericamente simétrico
(para o qual 0;; = 0 e F;; = 0). Precisamos portanto de aproximacoes melhores, baseadas

num tratamento mais adequado do tensor de maré.
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Transformagio dos parametros cineméticos para coordenadas co-mdveis

Vamos mostrar a relagado entre os parametros cinematicos nas coordenadas r; e essas

quantidades nas coordenadas co-méveis z;. Essas transformacdes serao titeis para obter

uma equagio para f; a partir das equagoes relativisticas.
Utilizando a equacio (1.4) o gradiente da velocidade fica

— = — Hé;;,
adz; Or; 1

onde v; & a velocidade em coordenadas co-méveis (velocidade peculiar), e v; € a veloci-

dade nas coordenadas 7;. Utilizando a expressio acima, os pardmetros cinematicos em

coordenadas co-mdveis serao dados por:

61}1' ~ a
or; “ a
1/0v;, Ov 1 -
34 Lo — B —— _ —96?‘ = iF
74 2 (ijJr@mi) 3 a0
1 .. 0u;
Rt 5 1. Suufiut’ N
w; 5¢ 3z, aos;

onde f, 7;; € w; sA0 0s pardmetros cinematicos nas coordenadas 1; e t.

(2.94)
(2.95)

(2.96)

Para evitar a divergéncia do campo gravitacional causada por uma distribui¢do uni-

forme de matéria, utilizamos o campe peculiar g; = —¢ ;. Esse campo peculiar & dado pelo

campo gravitacional g; = —¢; menos a parte correspondente a um universo homogéneo

de densidade p (que pelo teorema de Gauss da (4n/3)Gpr:):

8¢  AnG_ 1 8¢

87’1 N Tp i aascz ’

Assim o laplaciano de ¢ fica: Vf&b = (47G/3)p+ a 2V:¢. Utilizando a expressao acima,

o tensor de maré fica
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1 8¢ N dr(d
a? 0z, 0z; 3

_ 1 _ 1 1
Poij — 303 (47TGP + Fviﬁﬁ) = Eu,

(2.97)

¢ 1

- —_ 2 —
v 87"1-87":,- 36”l V,,gb

onde E;; é o tensor de maré nas coordenadas r; e E;; é o tensor de maré em coordenadas
co-moveis.
Poderfamos ter utilizado essas expressdes para deduzir as equagoes (2.87) a (2.90), a

partir dos resultados da se¢do A.1.

Relatividade geral e teoria newtoniana

No caso newtoniano, o potencial gravitacional é determinado por uma equagao de vinculo,
a equacao de Poisson. J4 na relatividade geral temos equacoes de evolucao para o campo
gravitacional, especificado pelas partes elétrica E,,, e magnética H,, do tensor de Weyl!®
(secdo A.2). O limite newtoniano da parte elétrica E,, no referencial do fluido, corre-
sponde ao campo de maré E;;. Poderfamos entao pegar as equagOes relativisticas para
H,, e E,, e ver se podemos desenvolver novas aproximagoes baseadas nessas equagoes.
Para fechar o conjunto de equacbes (2.87) a (2.90) precisamos primeiramente de uma
equacio para F;;. A equagdo de evolugdo para E,, é dada na secao A.2.1. Escrita no

referencial co-moével (u®* = (1 /A /goo,[},[},(})), para um fluido irrotacional com P = 0 e

velocidades nao relativisticas essa equagao fica (eq. A.60):

Ly (ot o), + gEij + 0B, + 6,08 Exy — 3EX0 ;1 = —~4nGa?pos,, (2.98)
T

onde utilizamos as equacdes (2.94) a {2.97) para transformar os pardmetros cinematicos

para coordenadas co-moveis.

Ainda nao temos wm conjunto completo, pois precisamos da equacao de evolugao

'Hg também equacdes de vinculo que devem ser obedecidas mas, uma vez que os vinculos sdo ini-
cialmente satisfeitos, eles sio preservados subseqiientemente ao longo da evolugao. Dessa forma, se as
condices iniciais sio dadas de forma consistente, pode-se utilizar apenas as equagdes de evolugio.
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para parte magnética H;;. No entanto, o termo com H;; na equagao acima, envolve
derivadas espaciais. Assim, se queremos ter uma equagio local devemos encontrar alguma

aproximagcio para (rot H), ., ou desprezar esse ou mais termos, de modo a eliminar a nossa

if
necessidade de determind-lo.

A primeira tentativa seria desprezar H;; ja que ele néo tem andlogo newtoniano. Essa
aproximacao foi introduzida por Bertschinger e Jain [71] e é chamada de aprozimagio
nio magnética (NMA). Nesse caso resolvemos as equagoes (2.87) a (2.90) com

dE;; a g_ Kl k

— + EEij = —4nGa’p (1 +6) 0i5 — 650" By + 3B 051 — OF;. (2.99)
Embora forneca o resultado linear correto e seja exata nas simetrias plana e esférica, a
NMA nio é boa no caso geral. Ela prediz que a maioria dos elementos de fluido deveria
colapsar numa forma alongada [72], 0 que néo é correto (veja a secdo 3.1). Além disso
ela nio é boa quando aplicada a um elipsdide homogéneo [72].

Uma outra motivacao para fazer H;; = 0 veio justamente do fato de que as equagoes
relativisticas com essa condicfio sdo locais. Na verdade essa aproximagao foi introduzida
primeiramente no contexto relativistico (veja a se¢io A.2.3) e apenas depois fol aplicado
as cosmologla newtoniana.

Uma dedug¢ao mais rigorosa da equagao para E;; no limite newtoniano da relatividade
geral mostra que H,; nio é desprezivel (veja discussdo na se¢io A5 e a ref. [219]). Uma
aproximacio melhor consiste em descartar mais termos na equagao (2.98) para obter

fi—% + gEij = —4nGa*p(1+6) oy (2.100)
Essa equacdo define a aprozimagdo de maré local (LTA, ref. [72]). Ela é exata sempre
que a orientacao e a razao entre os eixos das eqiiipotenciais da velocidade e do campo
gravitacional forem iguais e constantes, para o elemento de volume em consideracao, ou
seja, sempre que ¢ ;/ V2 = v;,/8 = const. [72]. Em particular, isso é vélido para as

simetrias plana, esférica e cilindrica.
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Diagonalizagdo da LTA e NMA

Sendo simétricos por construgio, oy; e E;; podem ser sempre diagonalizados. Além disso,
no regime linear esses dois tensores séo proporcionais (eq. 2.91), de modo que a base em
que os dois sao diagonais ¢ a mesma. Assim, comegando com condigdes iniciais lineares,
na base em que o;; é diagonal, vemos das equagdes (2.89) e (2.99) ou (2.100) que nio
sdo gerados termos fora da diagonal ao longo da evolucgio de acordo com a NMA e LTA.
Dessa forma, os autovetores de o;; e E;; sdo sempre 0s mesmos nessas aproximacoes.
Com esse resultado, cada uma das equacGes tensoriais (2.89) e (2.100) ou (2.99) pode
ser reduzida 4 equagdo de movimento para dois dos autovalores desses tensores (jg que a
soma dos autovalores se anula pois essas matrizes tem trago nulo). E conveniente escrever

os tensores na forma [71]:

Tij = gJQij (o), Ej= SZG;MQE (1+8)Qi; (8), (2.101)

onde ¢ <0, £ >0, e Qy; (&) siao os elementos da matriz quadrupolar sem traco

Q; (a) = diag [cos (Q 22“) | cos (O‘ ;2”) , c0s (%)} . (2.102)

A representacdo em termos dessa matriz € conveniente porque todos os autovalores pos-
siveis sao varridos por q@;; (a), com ¢ € [0,00) e @ € [0,7]. Embora @,; tenha periodo
67, @i (o £ 27) e @Q;; (—a) diferem de @;; (o) somente por uma permutacio das coorde-
nadas. A redugdo do intervalo angular por um fator 6 equivale a ordenar os autovalores
de modo que Q31 < Q2 < @33. Dois autovalores sdo negativos para a € [0,7/2), en-
quanto dois sdo positivos para o € (7/2, 7]. Vamos mostrar algumas relagdes envolvendo
a matriz J;; que serdo lteis para deduzir as equacdes da LTA e NMA nas novas varidveis.

Primeiramente, notemos que

- (a + zw) _ Y3 (2) - ! o (%),



de forma que a soma. dos autovalores se anula, como deveria ser. O quadrado e o deter-

minante de @Q;; sao:
ji 3 1
Qi () Q7 (@) = 5% det [Q;; ()] = 1 COS (.

O produto e a diferencial de Q;; sao dados por

3
dQij (@) = %Qij (Oﬁ + 7) da,

— 1
Qi (@) Q5 (B) = %COS (QTﬁ) bij + Qi (e — ).

Utilizando essas relacoes, podemos substituir as defini¢des (2.101) nas equagdes (2.87),

(2.89) e (2.100) ou (2.99), para obter as seguintes equagdes de movimento nas novas

variiveis:
§ = —(1+6)8, (2.103)
, G 1o, 2, =2
8+ -6+ 59 + 30 = —4rGpa“é, (2.104)
a
. a 1 s a—pf .
a -+ EU+§U (20 + ocos) = —4nGpas (1 + 8)cos —3 ) (2.105)
1 —
& —osena = IQWGbaQE( + é)sen (a 3 ﬁ) (2.106)
a
No caso da NMA, a (2.99) leva a
£ — O£COoS (a+26) = Q08 (atﬁ> , {2.107)
3 3
8+ 3osen (a-;Qﬁ) = -3?Usen (a;ﬁ) . (2.108)

Ja para a LTA, a equacao (2.100) fica
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E—0s = —ocos (a—ﬁ)’ (2.109)

g = —3—Usen (a;ﬁ) (2.110)

Agora vamos utilizar o resultado de que a diagonalizagdo o,; € mantida, para mostrar
que J;; também ¢ diagonal nessas aproximagoes. No regime linear temos'® (secio 2.2)

Jij o~ 61‘j + 6+ (T) \PO

i € Vij = 5+\I’?,j.(eq. 2.26). Se wv;; € simétrico (ou seja, se o
escoamento é irrotacional) ele pode ser diagonalizado. Vemos dessas expressoes, que a
base que diagonaliza v; ; é a mesma que diagonaliza J;;. Serd que essa propriedade se
mantém no regime nao-linear, ou seja, serd que se v; ; continua diagonal na mesma base,
Ji; também continuard?

Podemos escrever o gradiente de v; em termos de J;; utilizando a relagao (2.13). Dessa

equacao temos que
j,‘jz'l)t“kjkj. (2111)

Se inicialmente J;; e v; ; sdo diagonais, vemos pela equagao (2.111) que nio havers termos
nao diagonais em J;;. Se v, ; permanece sempre diagonal, o tensor de deformagao con-
tinuara diagonal, em qualquer ordem. Esse € o caso da NMA e LTA, ja que o gradiente
de velocidade v; ; = 6 6,;/3 + 7;; (eq. 2.10) & diagonal se o;; também é. Vemos portanto
que a hipotese de partida das outras aproximactes locais (J;; diagonal} aparece como
uma conseqiténcia da manutengdo dos autovetores de o,; nas aproximagoes do campo de
mare.

Na aproximacdo de Zel’dovich tinhamos E;; o v; ;. e era mantida a mesma propor-
cionalidade que no regime linear. J4 no caso da MZA, a constante de proporcionalidade

passou a ser uma funcio da configuragio. Aqui essa condi¢do é relaxada um pouco mais,

*“Note que, para a < 1, temos ¥ ~ 0P .
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ja que E;; e v;; ndo so necessariamente proporcionais, apesar de seus autovetores serem

iguais. O mesmo ocorre na DTA e na CZA.

A seguir nés investigaremos o conjunto de equagdes (2.103) a (2.110) no regime quase
linear e o comportamento assintético préoximo do colapso. Entretanto nao conhecemos
nenhuma solucao exata da LTA ou NMA fora das simetrias esférica, plana e cilindrica.
Poderiamos procurar uma solucao para ag = 0 ou oy = 7. Nesse caso, as equagoes
(2.106) e (2.108), ou (2.106) e (2.110) levam a e (7) = B(7) = 0, ou (1) = B (1) = 7,
respectivamente. Assim reduzimos o sistema a quatro equagdes acopladas, o que pode
auxiliar na procura de uma solugio analitica. Essas condigOes sdo ainda bastante mais

gerais do que as simetrias plana (ag = 0, 8y = &p) e cilindrica (g = 7, 6y = €o/2)-

Solugao linear

Para flutuagdes de um universo homogéneo, todas as quantidades perturbadas é, f, 7 e
¢, sdo inicialmente pequenas. Vamos agora obter a solugdo linear das equagoes (2.103)
a (2.106): com as (2.107) e (2.108), no caso da NMA; ou com as (2.109} e (2.110), para
a LTA. A equacido (2.103}) leva a 5(1) = —¢"V, Substituindo este resultado na equagio

(2.104)} linearizada obtemos, num universo de Einstein-de Sitter,

As solugdes dessa equacio 580 60 oc 72 on 6%V o 773, que siio os modos crescentes e de-
crescentes discutidos na secio (1.3.2). Vamos considerar aqui apenas os modos crescentes.

Dessa forma teremos

5V = asp, 00 = -6 = _a5,. (2.112)

Note que as perturbacoes 6, 8, o e € vao a zero quando a — 0. Jd os dngulos podem ter
qualquer valor em a = 0, de modo que @ = o + o e 8 = 3, + 8. Vamos encontrar

a solucdo de ordem zero para o e 8. Quando a vai a zero, o lado esquerdo das equagoes
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(2.106), (2.108) e (2.110) deve se anular. J4 o lado direito vai depender da razédo ¢/ e
de sen {(ag — ;) /3]. Em quaisquer das trés situagdes possiveis /¢ — 0, /0 — oo, ou
g/o — const. o seno de (ap — Bp) /3 deve se anular. Como, pela nossa ordenagio dos

eixos, a e [ estao entre 0 e 7, obtemos o resultado
Clio - /80.
Com isso a equagio (2.105), em primeira ordem, é dada por

s eem o B (2.113)
a a

No regime linear, as equagoes (2.107) e (2.109) ficam iguais:
e = o), (2.114)
Combinando as equagdes (2.113) e (2.114), obtemos

ORI R NC)
a a

A solugao do modo crescente é
el = ag, o = ) = —ag,
A solucao linear em termos de oy; €

2,
Oi; = —'gaEqQU (Cf()) . (2115)

Vemos que 830 necessarias trés constantes para especificar as condigdes iniciais do modo

crescente no regime linear: 8y, £q € ayp.
A solucao linear deduzida nesta secio é exatamente a mesma que a discutida nas

seches (2.2) e (2.2). Comparando as equacgbes (2.112} e (2.115) com as (2.34) e (2.36)
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vemos que!”

S0 = M)+ A0+ A3,

2 1
/\? = gEoQi (Ofo) + 560, (2116)

onde (; sio os elementos da diagonal de Q;;. As condigdes iniciais podem ser parametrizadas

POr A1, Ao € Aa; ou por 8y, £g € ap; ou ainda por 8, o3 e o, onde o3 e o} 580 duas compo-

nentes independentes do tensor de cisalhamento diagonalizado. No regime linear temos
0- 0 o . 1 2
o, = o0, com g, = —A; + 550 = —;3—69@1- (cxo) - (2.117)

Em termos de &g, g9 € «y as trés simetrias serao dadas por:
. . 0

e Simetria plana )\g’ =X, =0— ag =0, gg = by;

e Bsférica \) = )) = A] — gy =0;

o Cilindrica A =0, A) = A} — ag = 7, g9 = 8y/2.

Solugao de segunda ordem

Vamos obter agora a solucio de segunda ordem da LTA e da NMA num fundo de Einstein-

de Sitter partindo dos modos crescentes. Escrevemos os pardmetros cinematicos como

§ = abo+69, 8=—aby+09, (2.118)
e = asg+e?, o=—agy+ o, (2.119)
a = ag+aV, B=ag+pY, (2.120)

"Lembrando de transformar a derivada em relagio a t para 7 nas (2.34} e (2.36).
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e consideraremos apenas os termos até segunda ordem nas equacoes (2.103) a (2.106),
com as (2.107) e (2.108), ou com as (2.109) e (2.110).
Substituindo a expressio (2.118) na equacao (2.103), obtemos

§% = aas? — o2, (2.121)
Da equagdo (2.104) com as (2.118) e (2.119) obtemos
. ; 1
AL 39(2) + 58 (8 +263) = —gam. (2.122)

Combinando essas duas equagbes, obtemos uma equacio de segunda ordem para 5§,

cuja solugio é:
63 = % (1765 + 4€2) o®. (2.123)
A solugdo de segunda ordem para 8 é obtida pela (2.121)
6@ = —ad% (1365 + 4€2) . (2.124)

Note que, para obtermos a solu¢ao de segunda ordem para # e §, nao precisamos
utilizar nenhuma aproximacao para a dindmica. A solugdo sai direto da equacio de
continuidade e da equagao de Raychaudhuri, e ndo depende se estamos utilizando a
LTA, NMA ou qualquer outra aproximagao. Daf obtemos o importante resuitado que
a evolugdo da expansio e da densidade é local até segunda ordem. Esse resultado pode
ser utilizado para relacionar o campo de velocidades com a densidade, numa extensiao de
segunda ordem do método POTENT (veja a se¢ao 1.3.4).

Vamos agora obter a solucao de segunda ordem para ¢ e ¢. A (2.105) fica, em segunda

ordem,
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6@ 4 So® 4 —1—&253 cos o + %%050 + 95(2) = 0. (2.125)
a 3 3 a
A equacgho de evolucgao para £ na NMA (eq. 2.107) d4
£@ + aabpey + 0P =0, (2.126)
enquanto a da LTA (eq. 2.109) d4

£® 4 dagkcosag + 0@ = 0. (2.127)

Combinando a (2.125) com a (2.126), obtemos a solugéo de segunda ordem para e e o

na NMA:

13 1
@ = G'Qi (2060 — egcosap) oB = —adg (262060 — Heg cos ag) - (2.128)
A solugao para a LTA fica
1 1
2 = azi (Eg COS Qg — 60(50) , a? = “adﬁ (196060 + 253 oS Oto) . (2.129)

Note que a solucio de segunda ordem para ¢ e ¢ depende da aproximagao utilizada. Para
obté-la precisamos usar a equagio para £ que vem da equacao de evolugao do campo de
maré F;;. A solugdo de segunda ordem para a expansdo e o contraste de densidade s6
envolve a solucdo de primeira ordem para o cisalhamento o. J4 a solugdo em terceira
ordem envolverd o(? e, como este depende da aproximagao, a solugdo para f € 6 também
dependerd, ao contrario da solugdo de segunda ordem.

Finalmente, vamos obter a solucdo de primeira ordem para « ¢ 8. A equagdo (2.106)
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fica, nessa ordem,
NIy (o _ 5w
' + aggsen ag = —3 (a -f ) . (2.130)

A equagdo para S na NMA (eq. 2.108} leva a

2(2)

a
Y G W _ g
Jé] 3aegsen g + " (a 3 ) (2.131)

enquanto a da LTA (eq. 2.110) d4
§7 =5 (- 5). (2.132)
Combinando a (2.130) com a (2.131) obtemos, para NMA,

13
ol = = agosen oo, g = = 50sen o, (2.133)

Para a LTA, a solucao de primeira ordem é:

m_ 2 ()
o4 =——7~a508enao, Ié) =L?asosena0. (2.134)

As LTA e NMA jé foram estudadas em algumas situagoes, como num elipséide ho-
mogéneo e com condigdes iniciais genéricas (refs. [71] e [72}). Mostrou-se que a NMA leva
ao colapso genérico na forma alongada, enquanto o esperado seria o colapso achatado,
como na ZA. A NMA também nao dd um bom resultado no caso do colapso do elipséide.
Além disso, o analogo relativistico da NMA é inconsistente (veja a segao A.2.3). Jd a
LTA d4 bons resultados no caso de elipséide, como veremos na se¢ao 3.3.1, e prediz o

colapso na forma de panquecas. Por isso, a partir de agora discutiremos apenas a LTA.
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Comportamento assintético

Dependendo das condicoes iniciais os elementos de volume podem se expandir indefinida-

mente ou colapsar num tempo finito 7.. Investigaremos o comportamento assintético

proximo do colapso. Vamos supor que, em primeira ordem na divergéncia, ¢ se comporta

como uma lel de poténcia:
§=6c(re—7)"¢
Pela eq. (2.103) com 6 > 1, teremos
0=—d(r.—7)""
Da (2.104), se d < 2, teremos, para 7 = 7.

—d(re—T) 2+ %dQ (re—7)% = —Z0g

logo

3d —d?

==
2

(re—7) ' = foc(re —7)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

Vamos supor que o e 3 tendem assintoticamente para os valores a., 3.. Utilizando a

(2.110), e supondo que ¢ cresce mais lentamente que o, teremos:

Sen (E':;—'G’C) = ().

Substituindo este resultado na (2.106), ¢ supondo que 1 < d < 2, obtemos

sen o, = 0.
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Logo a. = 0 ou o, = 7. Como « € 3 variam entre 0 e 7, a (2.138) leva a
a. =3,
Utilizando a (2.105) obtemos
.= (2d—3)cosa, = +(2d - 3). (2.139)

Combinando esse resultado com a (2.137), vemos que: d =1 oud =2, O caso d = 2
néo pode ser considerado aqui, pois supusemos d < 2 para obter a (2.137). Como o < 0,
devemos reter o sinal negativo na (2.139), correspondendo a o, = 0.

O valor assintético de e pode ser determinado utilizando a (2.109) com a (2.138):

Ee = %cos (a_cg_ﬁc) = COS ¢, COS (ac ; ﬁc) =1.

Em resumo, para d < 2 obtemos o seguinte resultado

6 — b (re—T1)", (2.140)
0 — —(ro—1)", (2.141)
o — —(r.—1)" =4, (2.142)
g — 1, (2.143)
a. — 0. (2.144)

Vamos agora analisar o caso d =2. A (2.104) leva a

96,

2
Tz

-1

o==4,/1- (Te—7) =0 (te—7)7". (2.145)

Supondo que o cresce mais rapido que € teremos, pela (2.106) que

sen o, = 0.
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A (2.110) leva novamente a:

sen (ac ; ﬁc) =0, (2.146)

de modo que o, = .. Substituindo estes resultados na (2.105), obtemos que € — &..

A (2.109) leva a

Oc
Ee=—F-

2

Substituindo este resultado na (2.105), obtemos

9
:i:O'C =1+ '—26¢

C

Comparando esse resultado com a. (2.145), deverfamos ter 96./72 = 0 ou —3, 0 que nio
é possivel, pois estamos procurando solugbes em que § diverge, de modo que 6, > 0.
Isso significa que ndo existe solugdo com d = 27 Nao, ao longo das manipulagoes acima
supusemos que ¢ € £ ndo eram nulos. Da (2.109) temos que £ = 0 «— ¢ = 0. Nesse
caso, a (2.104) leva a . = a./9. As outras equagdes sao automaticamente satisfeitas. Os

parametros cinemadticos serac dados por

5 — %E(TC—T)_Q, (2.147)
9 — —2(r.—-T7)", (2.148)
o — 0 (2.149)
g — 0, (2.150)

para qualquer valor de a e 0.

< 0, portanto nao é possivel encontrar uma

Se temos d > 2 a (2.104) levaria a o
solugio para d > 2. Esperarfamos encontrar trés solugdes para 0 comportamento assin-

totico: correspondendo ao colapso em uma, duas ou trés dire¢oes; mas obtivemnos apenas
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duas. Como vimos na secio (2.3.2), para a DTA o colapso filamentar ndo pode ser de-
scrito em termos de uma lel de poténcia, 0 mesmo deve ocorrer para a LTA. A solucao
para ¢ = 1 corresponde ao colapso planar, e para d = 2 corresponde ao colapso esférico

(compare com os resultados obtidos no caso da DTA, segio 2.3.2).

Mudanga de variaveis

Préximo do colapso os parimetros cinemsticos divergem e € conveniente introduzir as

novas quantidades:
) o £
=, Xi= - = =,
© &’ g’ E )
Definimos uma nova variavel de integracao z pela relacio
z:=1n{(l+4),
de modo que

dz = —6dr. (2.151)

As equagoes (2.103) a (2.106) e (2.109) e {2.110) ficam, nas novas varigveis:

do a 1 1 2 e* 1

=_° —-9- Zy? = 4nGpaP——§
dr ae*—1 39 3 9-}—61_19 WGPG@(em—l)’
5—52(14—2005@—22) = 47Gpa [@ez_lcos( 2 eIl
do o B e a—p
E-FZsena = 12xGpa 29261_1%11( 3 ),
dE 1 oa— 3
— = by — E(2e" =1
dx ez—l[ COS( 3 ) E (2 )}’
Eré = 3 > sen a—p .
dx Eer —1) 3
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Integramos 7 simultaneamente com essas equacdes utilizando a relacio (2.151):

dr 1 1

dr 6 O(ef-1)
Autovalores do tensor de deformacgao

As aproximagbes do campo de maré sio escritas naturalmente em termos dos parametros
cinematicos, e nao de w;. No entanto, para varias aplicagbes é importante termos os
autovalores do tensor de deformacéo 1 + w;. Da equacgao (2.30) podemos deduzir uma

equacao diferencial para determinar essas quantidades:

dw,;
dr

= (o’i + %9) (14 wy), (2.152)

onde o, sa0 os elementos da diagonal de o;;. Essa equacéo pode ser integrada junto com
as outras equagoes da LTA ou NMA.

E posstvel expressar as aproximacdes do campo de maré diretamente em termos de
w;. Utilizando a definigéo de Ej; e as equagdes (2.28) e (2.31), obtemos!®

| S+ 4nGpa? 1
e 1+ w; 3 (1+w1)(1+w2)(1+w3)

_1’

onde E, sio as componentes da diagonal de E;;. Os outros pardmetros cinemdticos séo

dados pelas equagdes (2.29) e (2.30). A equagdo da LTA (eq. 2.100) em termos de w;

fica entao
. . 2 . ) “oo
a . a . (a/a)w? + Wiy Y 1 1
2w+ | = P — = 4 ; + =
e (a) v L+ w, rCpa ((1+w1)(1+w2)(1+w3) 3)
(2.153)

No caso da NMA obterfamos uma equacao semelhante, com mais termos do lado dire-
ito. Note que ao empregar a equacao de E;; em termos de w;, ja estamos utilizando a

solucdo da equacao de Euler. Além disso, € e é satisfazem automaticamente a equacao

¥ Note que fizemos a transformacio para a varidvel temporal 7.

128



de continuidade. Dessa forma, a Unica equagio que resta a resolver é a equacao (2.153).
Como sdo trés equacgoes de terceira ordem em w;, esse conjunto equivale a nove equacoes
acopladas de primeira ordem. Esse é justamente o nimero de equagdes que precisamos
para obter w; nas aproximacoes de campo de maré: seis equagdes para determinar &, 8,
o, €, ae (egs. 2.103 a 2.108) e mais trés para obter w; (egs. 2.152).

O fato da equagao (2.153) ser de terceira ordem ¢ bem conhecido na relatividade
geral (apéndice A). As equagles de evolugao para as componentes do tensor de Weyl
(equacoes quase-maxwellianas) sio de terceira ordem em relagdo & métrica. Nio hd
nenhum problema em termos derivadas de terceira ordem. Uma vez que as condigbes
iniciais sdo especificadas corretamente, ou seja, se fornecemos w; e suas derivadas primeira
e segunda, podemos integrar a equagao (2.153) sem problemas. Para condicoes iniciais
lineares do modo crescente, basta especificarmos )\?, para obter w; € todos 0s parametros

cinematicos no regime linear.

Podemos utilizar a (2.152) para obter a solugdo de segunda ordem w,i(g) €m termos

da solucao de segunda ordem para 6, o e @. A solugdo de primeira ordem da (2.152)
éw, = —(2/3)esQ: (o) @ — (1/3)6pa = —Na, que é exatamente a solucio linear (2.33).
Substituindo w; = —Xla+ wf) na (2.152) e expandindo o lado direito até segunda ordern,

obtemos

? 1
wi? = % (OO? + 0 4 EH(E)J ,

onde 052) é o termo de segunda ordem do cisalhamento

9 2 do,
2 _ 2,20, _Z :
o, 37 @ () 30 ——

o

1

21}

e ol?, ol e 6 3o dados pelas equacdes (2.124), (2.129) e (2.134).

129



130



Capitulo 3

Andlise Comparativa e Aplicagoes

das Aproximacgoes Locais

No capitulo anterior apresentamos quatro aproximagoes para investigar evolu¢ao nao-
linear das estruturas. Elas abrangem todas as aproximagdes locais conhecidas que sao
exatas para as simetrias plana, esférica e cilindrica. Alguns aspectos dessas aproximagoes
jd foram discutidos na literatura, mas nuca houve uma comparagao sistemdtica entre elas.
Aqui vamos investigd-las de uma forma unificada, explorando suas caracteristicas gerais
e realizando alguns testes e aplicagoes.

Na secdo 3.1 analisaremos as caracteristicas gerais dessa classe de aproximacoes. A
sua implementacio numérica sera discutida na segao 3.2. Na secdo 3.3 consideraremos
algumas aplicacoes. Também faremos uma comparacao com a teoria de perturbagao
lagrangiana na segao 3.4, e discutiremos como confrontar as aproximagoes locais com as
similacées de N-corpos segao 3.5.1. Uma breve discusséo sobre possiveis extensoes desses
métodos serd apresentada na se¢do 3.5.2. Os principais resultados serao recapitulados e

discutidos na secao 3.6, onde apresentaremos as nossas conclusoes.
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3.1 Caracteristicas Gerais

As aproximacoes locails discutidas nas secoes precedentes consistem de sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias, ou de expressoes explicitas em termos da solucio linear. Dadas
as condigdes inicials num ponto g;, essas aproximacoes fornecem a evolugdo do tensor
de deformacao, e portanto dos parametros cinemdticos, em g¢;. Nas aproximagoes locais,
cada elemento de volume evolui independentemente dos outros. A influéncia dos outros
elementos entra somente através das condicoes iniciais.

As aproximacoes que partem do tensor de deformagio (ZA, MZA, DTA e ZA) pres-
supdem que a base que diagonaliza J;; ndo muda com o tempo. J4 as baseadas na evolugao
do campo de maré (LTA e NMA) implicam que o,; se mantém diagonal. Como vimos
na secao 2.3.4, para condicoes iniciais lineares do modo crescente, a base que diagonaliza
7;; € a mesma que diagonaliza J;; e portanto as duas propriedades séo equivalentes.

Essas aproximacoes locais sao, de certa forma, “aproximagoes geométricas”, pois sao
exatas para algumas simetrias. Em particular elas sdo exatas sempre que w; = wy — ws;
ou w; = we, com wsy = ; ou wy = ws = 0 sdo satisfeitas localmente. Elas nao sao
perturbativas, de modo que seriam validas, em principio para qualquer valor de é ou A,

Todas as aproximacoes tém a mesma solucdo de primeira ordem, que ¢ a solugao linear
correta. Nos calculamos a solugfio de segunda ordem das aproximagodes locais estudadas.
Na MZA temos o mesmo fator de crescimento para cada w;: w; = —DX]. Jd para a
DTA, CZA, NMA e LTA isso deixa de valer em segunda ordem: w; = —r;)). A CZA e

a DTA tém a mesma solugio de segunda ordem:

w; = wfl) + w§"’) =—Xa |1+ 1—34 (A? + )\2) a] (3.1)

Na secao 3.4 mostraremos que a solugao de segunda ordem de todas aproximacoes locais
leva ao mesmo valor para o contraste de densidade 8, que estd em acordo com a teoria

de perturbacao lagrangiana.
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Na préxima subsegdo, discutiremos o comportamento assintStico das aproximacoes
locais préximo do colapso. Depois, obteremos o importante resultado de que nao é

possivel recuperar as posigbes dos elementos de volume nas aproximacoes locais.

3.1.1 Comportamento Assintético

Se algum autovalor w; do tensor de deformacao se aproximar de —1, para a tendendo a
um dado a,, o contraste de densidade ¢ divergird. Chamaremos a, de tempo de colapso.

N . R e . 0 , .
Como os w; sao fungdes de a e das condigbes iniciais A; apenas, poderfamos supor que é

possivel expandi-los préximo de a, como

"fi"“; (Ge—a) + - . (3.2)

Qr

wi=—1—

Se essa expressao ¢ vélida para cada eixo em que w; — 1, teremos que o contraste de

densidade 6 (eq. 2.28) se comporta, praximo do colapso, como
§ o (ac—a)™?, (3.3)

onde d = 1, se apenas um w; tende a —1 para a — a., para o colapso em duas direcdes
simultaneamente terfamos d = 2 e para o colapso nos trés eixos d = 3. Pela equacio

(2.11), o escalar de expansao #, serd dado por:

/B (3.4)

f— —
(ac — a)
Na aproximagao de Zel’dovich (se¢io 2.2.1), por exemplo, temos w; = — A a, de modo
que a. = () ~' onde A € 0 maior autovalor. Neste caso dw;/da = =X, e d™w;/da”® — 0,

para n > 1, de modo que a expansdo (3.2) é exata, tendo apenas o termo de primeira

ordem.

Para calcular o campo F; {que é o tensor d;0;¢ diagonalizado) precisamos da segunda
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derivada de w;:

duw; d*w;

1 2 QU5 3728 Wi
w; =6 2

: “ “ et

Utilizando a expansao (3.2), para ¢ — a., F; serda dado por (eq. 2.31)

1

a?(1+w;) (a.—a)

" —6 + 207 dPw;/da?| (dw,/da| )7
Wi~ ac  dw/da’],, (dwi/dal,,) «(ae—a)t.  (3.5)

i

Pela equacgao de Poisson, o trago Zizl)g F; deve dar 4nGpé. No entanto, pela equacao
acima, terfamos 8 x (a, —a)”', independente de d, o que estd em contradigdo com a
equagio (3.3). Portanto uma expansio como a (3.2) sd é possivel no caso de colapso
planar (d = 1). A aproximacdo de Zel'dovich nao satisfaz a equagio de Raychaudhuri
(eq. 2.32), apenas a sua versio linearizada e por isso & a unica que pode ser expandida
na forma (3.2) para os trés tipos de colapso. Como vimos nas secoes 2.3.2 e 2.3.4, para o
colapso em duas direcdes nédo € possivel escrever a solucao como uma lei de poténcia. No
caso do colapso nas trés diregdes, se cada eixo segue a mesma lei de poténcia, podemos
deduzir o comportamento assintético diretamente da equacao de Raychaudhuri. Supondo

que
wy — —14 C; (t — )¢, (3.6)
e substituindo este resultado para t — . na equagio (2.32), obtemos

d= % C;C;Cr = g4ﬂG,5a4 = 9a,. (3.7)

Esse resultado foi obtido a partir da DTA na secdo 2.3.2.

Para comparar com os resultados das seqoes 2.3.2 e 2.3.4, é 1itil transformar para as
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varijvels T e t:

ge—a = T2—[(T—71)+ 1) > 21 (e —7) =222 (7. — 7), (3.8)

ge—a = G2 —[(t—t)+t] P =273 (t, — t) = 2a¥2 (1, 1) (3.9)

C

Com as (3.6) e (3.7) podemos calcular os parametros cinemiticos. Utilizando a (3.9)

teremos

4a,

5 — —9—(ac—a)_2, (3.10)
b — —4/a (a,—a)”. (3.11)

Esse resultado ¢ genérico e ndo depende da aproximacgao local utilizada (desde que ela
obedeca a equagdo de Raychaudhuri). Em particular ele € idéntico as equagdes 2.61 ¢
2.62 obtidas pela DTA, e 2.147 e 2.148 deduzidas na LTA. Se cada eixo tem os mesmos

expoentes, teremos sempre E; = g; = (0, como fo1 mostrado para a LTA na se¢ao 2.3.4.

Voltemos agora ao colapso em panquecas. Nesse caso

6 — m(f\/_a;), (3.12)

que é o resultado que obtido para a LTA (eq. 2.141) e DTA (eq. 2.68). O comportamento
assintético do cisalhamento pode ser determinado pela equagao (2.30), utilizando a (3.2)

e a (3.9). Se o colapso ocorre no eixo 1, teremos

Notando que 6 = > a~'w}/(1 4+ w;), vemos, pelo resultado acima, que w; e wy nao
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divergem. Assim, o cisalhamento serd dado por

2ya. 1 4./a,
B VA S S Vi 2 3.13
N7 Tl 30T T3a—a) (3.13)
1 2./
023 — “—"9—3(%_&),

que foi o resultado obtido na DTA (eq. 2.67). Para comparar com a LTA, calculamos

0% = (3/2)0;0" — (1. — 7)"°. Lembrando que, por definigdo o < 0, teremos

o — —

Te— T

que foi o resultado obtido na (2.142).

O campo F; diverge para i = 1 (eq. 3.5), mas nao sabemos o seu comportamento
para i = 2,3, pois wj e wj também podem divergir. De fato, isso ocorreu na DTA para
o colapso plano (eq. 2.71). Vamos supor por um momento que F» e F3 nao divergem.

Assim, como Y. F; = 4wGpd, terfamos
Fy = 4nGpé. (3.14)

O campo de maré E; = F, — 4rGpa®6/3 sera dado por

2 1
El = '3'47TG,56., E2,3 = —547TG,56

Utilizando a defini¢io de £ (2.101), teremos £ = 1, que é igual ao resultado obtido
com a LTA (eq. 2.143). Portanto, a LTA prevé que wi e wy nao divergem no colapso

unidimensional, ao contrario da DTA.

Mostramos agui algumas propriedades do comportamento assintético que devem ser
satisfeitas por todas as aproximagdes locais que obedecem a equagao de Raychaudhuri.
Determinamos o comportamento assintético de w; nos casos de colapso nas trés direcoes

e em uma direcdo apenas. No colapso esférico, proximo de ¢ = a., podemos escrever
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cada autovalor como w; ~ —1 + C;(a — a,c)z/ ® 0 cisalhamento e o campo de maré se
anulam e 0 e §, que s6 dependem de a,, sio dados pelas equagoes (3.10) e (3.11). J4
para o colapso plano, temos w; >~ -1+ C (a — a;). O contraste de densidade & dado por
§=06c(ac—a)"" (eq. 3.3) e a expansao e o cisalhamento sdo dados pelas equagoes (3.12)
e (3.13) e dependem apenas de a.. Os elementos do campo de maré nao pode ser obtidos
de forma independente da aproximagio, mas o seu comportamento assintGtico & sempre
E; x (a, — a)‘l.

Como ¢ muito mais provdvel que apenas um w; se aproxime de —1, o colapso é generi-
camente plano. Mesmo que o elemento de volume comece se contraindo nas trés diregoes,
na maloria das vezes uma direcao acabard colapsando primeiro. Esse comportamento foi
verificado na solugao numérica das aproximagdes locais. Para quantificar a fracao de el-
ementos de volume que colapsa num plano precisamos da distribuigdo de probabilidades
das condig¢bes iniciais.

Na secdo 3.3.2 estudaremos a variagao de a, em fungio das condigoes iniciais. Veremos
que para A; > 0 todas as aproximagoes fornecem valores parecidos de c, exceto a ZA,

que superestima o tempo de colapso para configuragoes quase esféricas.

3.1.2 Nao Integrabilidade das Posicoes

As aproximacoes locais ndo sio adequadas para obter as posicoes dos elementos de vol-
ume. Para ver isso, vamos considerar um tipo peculiar de condi¢oes iniciais.

Nas aproximacoes locais estudadas temos que, se Ji; € diagonal num ponto, essa
diagonalizacao é mantida ao longo da evolugio. Na MZA, DTA, CZA e outras baseadas
em w; a diagonalidade é mantida por hipétese. Na LTA isso sai do fato de que, se oy, &
inicialmente diagonal, essa diagonalizagéo & mantida ao longo da evolucio, o que leva &
diagonalizacao de Ji; (veja a segao 2.3.4).

Vamos agora considerar uma configuracao inicial tal que J;; é diagonal em todos os
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pontos’

Oz;
J,;j'_ ad

=5 = (1 — Na) &;. (3.15)

Nesse caso teremos 9z;/0¢" = 0 para i £ j o que leva a A) = A} (;), ou seja, o autovalor
i do tensor de deformacao sé pode depender de g;. Se J;; continua diagonal no mesmo

sistema de coordenadas teremos
Jij 1= (1 + wy) 65, (3.16)
de modo que
w; = w; (g;) - (3.17)

Por outro lado, a evolugao dos w; depende dos trés /\g, de forma que w; = w; (/\{1) (g1), A9 (g2), XS (g2
Assim, w; dependerd das trés coordenadas g; através das condigoes iniciais. Portanto a
evolugdo viola a condigdo w; = w; (¢;), necessdria para a diagonalidade, mostrando que
essas aproximacgoes locais sdo incapazes de determinar J;; de forma consistente. Em
outras palavras, nao podemos recuperar as posi¢Oes nessas aproximagoes.

Outra forma de ver que a integrabilidade é violada é a seguinte: Se fosse possivel
reconstruir x; a partir de Jy;, por exernplo, entdo Jy; deveria ser um campo gradiente no

espaco lagrangiano. Dessa forma, o seu rotacional deverta se anular, de modo que
Jljii - Jlilj = 0. (318)

No caso particular em que J;; é diagonal em todos os pontos (eq. 3.16), essa condi¢ao

tA convengao de soma néo serd utilizada nesta secio.
2Na CZA temos uma expressao explicita para cada w; (= =7;A;) em funcio dos trés AJ. Na NZA os
A? entram diretamente na equacio que governa a evolugao temporal de w; (= —,\?D). A LTA como a

DTA envolvem equacdes diferenciais acopladas, e portanto a evolugdo faz com que w; = w;(A. A3, AJ).
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fica:
wy = 0,

para ¢ = 2,3. Para ¢ = 1, a condicao (3.18) é identicamente satisfeita. Chegamos
entao ao resultado de que, se as posigbes sdo integraveis e se J;; ¢ diagonal em todos
os pontos, entdo devermos ter w; = w; {¢;). Como vimos anteriormente, as aproximagdes
locais violam essa condicao. Isso ocorre ja em segunda ordem (secao 3.1).

As umnicas situagoes em que é possivel recuperar as posi¢des nas aproximacoes locais
ocorrem quando os w; ndo dependem de ¢;; como é o caso de um elipséide homogéneo
(veja a se¢iio 3.3.1) e de situacdes com simetria esférica, cilindrica ou plana. E possivel
que haja situacoes mais gerais em que w; nao depende de g;, mas essa ainda é uma
condigao bastante restritiva.

A tnica aproximacao local que mantém a diagonalidade ao longo da evolugao e per-
mite a obtencao direta das posicoes é a aproximacio de Zel'dovich, para a qual w; = —a/\?.

Poderiamos pensar que nio é possivel escolher condigoes inicias como as {3.15), no

entanto a relacao (3.17) também pode ser obtida através da expressio

?}i,j,k = Ui,k,ja (319)

a partir da qual sdo deduzidas as equagoes de vinculo (veja as secdes Al e A.2.1). Se J;;
é diagonal em todos os pontos, teremos, pela equagdo (2.13) que v, ; também é diagonal,

de forma que »; ; = u;0;;. Nesse caso, equagdo (3.19) fica
Ui,k51j = ui,jéik-

Se i # j # k teremos 0 = 0. Se i = j # k, teremos u;x = 0. Finalmente, se ¢ = j = k,
teremos u;, = u;:. Assim, a Unica condigdo imposta pelos vinculos para termos v;;

diagonal & que u, , = 0 se 7 # k, ou seja u; = w; (z;). Como u; = w;/(1 + wi}, os vinculos
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exigem que w; = w; (z;). Notando que w;; = (1 +w;) w; ;, essa condicao é idéntica a
termos w; = w; (g;). Vemos portanto que a condicdo de termos J;; diagonal é satisfeita
pelos vinculos e que se exigimos que essa condi¢ao seja mantida ao longo da evolugao

obtemos a relacdo (3.17).

Apesar da nao integrabilidade das posigles, as aproximactes locais oferecem uma
solucao aproximada para o tensor de deformacéo, permitindo obter quantidades locais,
como 0s paradmetros cineméticos, Nao é facil estimar analiticamente os erros cometidos
na evolucao do tensor de deformacao, por isso € preciso fazer investigagoes numeéricas.
Qual seria a influéncia desses erros no cdlculo dos parametros cineméticos? Serd que
essas aproximacoes reproduzem adequadamente os elementos da diagonal do tensor de
deformagao exato J7 Qual seria a influéncia dos elementos fora da diagonal? Mais
precisamente, deverfamos estimar qual seria a diferenca entre

L, dJek

Vijlezato = (Jii) e

Wi

—6
1+’LU,‘

Vi jlocal = ij
e entre |J5| e [, (14 w;). Assim, poderfamos ver como se comportam 0s parametros
cinematicos. E possivel que as aproximacoes fornecam bons resultados para 6 ou 8 e que
nao sejam boas para determinar o;, por exemplo. Na sec¢éo 3.4 nds utilizaremos a teoria
de perturbacao lagrangiana para mostrar. que, mesmo se J;; tem um valor diferente do
exato numa dada ordem, a expansao e a densidade podem fornecer resultados corretos
nessa ordem.

Para dar uma resposta definitiva quanto & precisao das aproximagoes locais, dev-
erfamos fazer simulacoes de N-corpos e comparar com os resultados obtidos a partir
dessas aproximagoes. Como fazer isso sem obter as posicoes? Uma solugao é utilizar a

idéia de mapas lagrangianos, que sera discutida na secdo 3.5.1.
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Se por um lado a aproximagio de Zel'dovich é a unica aproximacio local consié—
tente (no sentido discutido acima), por outro lado ela d4 um resultado bem ruim para
distribui¢ées esféricas. Como veremos na segao 3.3.1, as aproximacoes locais fornecem re-
sultados excelentes para um elipséide homogéneo, muito mais préximos da solucio exata
do que o fornecido pela aproximacao de Zel’dovich.

Surge entdo a seguinte pergunta: Qual é melhor para situacbes genéricas, a de
Zel'dovich ou as outras locais? Que efeito predomina, a deficiéncia de Zel’dovich fora
da simetria plana, ou a inconsisténcia da evolugdo de J;;7

Note que, se as aproximacdes reproduzem bem algumas propriedades da dinamica,
como o tempo de colapso em fungao das condigoes inicials, elas permitem calcular algumas
quantidades interessantes, como a funcdo de massa, por exemplo (segio 3.3.3). Se as
aproximacoes forem boas para 6(g, 7) elas poderiam ser utilizadas em muitas aplicagdes
(veja a segdo 3.5.1), inclusive hd vdrias aproximages na literatura que sé permitem

calcular 6.

3.2 Implementacao Numérica

Nesta secao esclareceremos alguns aspectos da implementaciao numérica das aproximacoes
locais. Mostraremos como sao escolhidas as condigoes iniciais e quais sdo as quantidades
que determinam a precisao e o tempo de integracao.

As condigbes iniciais sio determinadas pelos modos lineares crescentes. Elas podem
ser dadas pelos trés autovalores do tensor de deformacio A? ou pelas quantidades o, £
e ag. Para a aplicagdo a um elipsdide homogéneo (veja a se¢do 3.3.1) é natural fornecer
duas razdes entre os eixos X, X; e o contraste de densidade &g, como condicao inicial.
No programa, temos uma rotina que pode receber como entrada qualquer desses trés
conjuntos de condic¢des inicials (/\?, ,\3, /\g; ou &y, £g. cxg: ou Xy, X, 8¢) apropriados para
cada estudo realizado. Como saida ela fornece as condicdes iniciais em termos de ! e
da. £0 @ g para serem utilizadas em quaisquer aproximacoes locais.

Para determinar o valor de @ a partir do qual integramos numericamente o sistema,
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utilizamos a solugio de segunda ordem de cada aproximagio local. O valor de a, é
estimado de modo que o médulo da razio entre os termos de segunda e primeira ordem
seja aproximadamente igual a um parametro €,. Em nossas simulagoes, o valor de ¢,
utilizado é tipicamente 1072, o que produz erros em a. da ordem de 0,1%. Uma vez
determinado a;, utilizamos a solucao de segunda ordem como condigao inicial. Dessa
forma temos um critério para a escolha de a;, que permite iniciar a integracio num
tempo mais avancado possivel, mantendo uma excelente precisao.

No caso de MZA temos

™
Ay = | — | €p.
Na
Na varidvel temporal t utilizada na MZA, teremos t;, = —a, 12 g 7o = 0 comparamos

os termos de 1% e 3% ordens, de modo que a; = /|7, /03| €,. Note que MZA ndo pode ser
utilizada para 7, = 0 (veja a secdo 2.3.1).
Para a DTA a razdo entre os termos de segunda e primeira ordem ¢ dada por (eq.
2.59):
wEQ) 3

iy (AY+ A7) a.

: - (2 -
Queremos que maior valor da razao w} ) / wf ) seja da ordem de ¢,, dessa forma, escolhermnos

a; pela relacao

€r

max ()\?, A, Ag) '

a; =
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: -1/2
Aqui novamente teremos t; = —a, /2

i
Na CZA, assim como na ZA, j& temos a solucao analitica, de modo que podemos
obter w; para todo a, dados os trés )\?.
No caso da LTA, escolhemos a; de modo que a maior razao entre os termos de segunda
e primeira ordem de 4, 8, o e € seja da ordem de e,.

Para 6y > &y termos

€
a;, =
|6o]
Se &y < g entdo
ET
a; = —
€0
Assim
ET

a; = —
’ max (60, |60|)

Se ambos tendem a zero, terfamos a; — oo. Isso nao é nenhum problema, ja que nesse
caso terfamos §(7) = (1) = o(7) = () = 0. Mas como queremos que o programa pare
em a = ay, faremos a = a; — 1075 se max (&g, |§p]) < 10715, Na varidvel temporal T

teremos 7; = ./q;.

Para varias aplica¢oes, como a comparagao com o modelo do elipséide homogéneo
ou com as simulacbes de N-corpos, precisamos conhecer os autovalores do tensor de
deformacéo w;. Na ZA, MZA, DTA e CZA essa quantidade é calculada diretamente
a0 resolvermos essas aproximacoes. No caso da LTA, para obter w; nds integramos as
equaces para os parametros cinemadticos (egs. 2.103 a 2.106, 2.109 e 2.110), junto com
a (2.152}, conforme discutido na se¢ao 2.3.4.

Quando 6 > 1 fazemos uma mudanga de varidveis na LTA partir de um dado é — é,,.
conforme discutido na secio 2.3.4. O valor de é,, é escolhido de modo proporcionar uma

boa precisao no resultado final, minimizando também tempo total de integracao (de a,
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a ac). N6s utilizamos 6,, = 10 que d4 a melhor relacdo precisdo/tempo de integragdo. O

menor termnpo é obtido para é,, = 1, mas a integracdo é menos acurada nesse caso.

Se a densidade diverge, significa que pelo menos um w; esta tendendo a —1. Dessa
forma, nds utilizamos o seguinte critério de convergéncia: quando o menor w; diferir de
—1 por uma certa quantidade p para-se a integracao. O fator de escala no colapso a. é

entao determinado pelo valor de ¢ quando a seguinte condicao é cumprida

min{w,, we, w3) < —1 4 p.

Para pequenos valores do pardmetro p, a. converge para um valor bem definido. Es-
colhendo p = 10~* obternos para a. erros menores que 0,1% com relagdo ao resultado
exato.

Se 0 elemento de volume se expande indefinidamente até urn certo 4. paramos a
integracao. Evidentemente hd elementos de volume que colapsarao para um a finito maior
qUE Qg € OULros que realmente se expandirdo indefinidamente. No espago de parametros
das condigdes iniciais hd uma regido finita que colapsa entre @ = @ms: € a = oo, Quanto
Malor Qs Menor serd essa regido. Por exemplo, se mantemos & e ap fixos e analisamos
como varia 0 gg correspondendo a a. = Gmgr, VEIMOS que £y converge para um valor bem
definido 4 medida que aumentamos a,,s;. Verificamos que a curva a. em funcio de
toca o valor a; = oc com derivada nula (veja a segao 3.3.2, em particular a figura 3-5).
Nés determinamos a regiao gue nao colapsa variando a4, € verificamos que uma étima
convergéncia é obtida para a,s, = 10°.

Se nés queremos obter uma saida para um dado valor a = ay, paramos a integracao
para a, > ay. No entanto, teremos os resultados para um valor de a maior que ay e,
se o passo for razoavelmente grande, a diferenga pode ser apreciavel. Nos guardamos os
valores de w; imediatamente antes de a; (para a,_;) e, com 0s valores para a,, fazemos

uma interpolacdo linear para obter w; (ay).

A integracao das equagodes diferenciais na MZA, DTA e LTA ¢ feita utilizando-se o
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método de Runge-Kuta adaptativo de quarta ordem [76]. Escrevemos cada conjunto de
equagOes como um sistema de equagdes acopladas de primeira ordem. Os erros na rotina
de integragdo sdo controlados pelo parametro eps. Para eps = 107 obtemos erros da

ordem de 0,1% em a,.

Em resumo, temos os seguintes parametros de controle que determinam a preciséo e

o tempo de integracao:
e o,: valor inicial do fator de escala,
® Oy, critério para realizar a mudanca de varidvel (apenas para a LTA);
e p: critério para parar a integragao quando o elemento diverge;

Omaz: Critério para parar a integracao quando o elemento expande indefinidamente;

eps: controle da rotina de integracao;

Para determinar a precisao da integracio em fung¢do desses pardmetros, nds com-
paramos 0 valor de a. com a solugio exata nas trés simetrias. Também calculamos a.
com condicdes iniciais genéricas € vimos como os resultados convergem quando dimin-
ulmos esses pardmetros. A maior influéncia no tempo de execugdo é dada pela precisao
do método Runge-Kuta controlada por eps. Os outros pardmetros pouco influenciam o
tempo do programa, no entanto eles sdo importantes para definir a precisao do resultado.
Se €, & muito pequeno, iniciaremos com a; pequeno demais e teremos muitos passos na
integracdo temporal. Se comegamos com o major valor de a possivel, teremos menos
erros acumulados, mas ele tem que ser pequeno o suficiente para a solugdo de segunda
ordem diferir pouco do resultado exato. Se p é pequeno demais, esperaremos muito até
um elemento colapsar, sem ganhar muito na precisao de a., 0 mesmo ocorre se aumenta-
mos demais amgz, 0 programa demorard mais, sem termos uma diferenca aprecidvel do
nimero de elementos que colapsam.

Uma coisa que também influencia o tempo de execucdo do programa é a freqiiéncia

com que escrevemos os resultados. Se estamos interessados apenas nas quantidades finais,
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& melhor nao escrever nada no arquivo. Se desejamos acompanhar a evolugao temporal,
é bom escrever um resultado a cada cem ou mil passos.

Para dar uma idéia do tempo de execugéo dos programas, mostramos um exemplo de
uma simulagdo tipica. Para investigar o comportamento com condigOes inicials genéricas
(se¢do 3.3.2) e fazer os graficos das figuras 3-2 ¢ 3-3 utilizamos 10.000 elementos de volume
(ou seja 10* condigoes iniciais diferentes). A integracao leva da ordem de trés horas num
computador com processador pentium de 266MHz, para o caso da LTA e uma hora e
meia para a DTA. Para a MZA o calculo leva poucos mimitos e para a CZA e ZA, alguns
segundos. Nesse exemplo, a integracao é feita até o colapso do elemento de volume, ou
até amsz. Uma simulagao cosmolégica tipica envolve 643 = 26.2144 ou 1283 particulas e
levaria da ordem de um dia num computador pessoal. Uma simulacao analoga utilizando
simulagoes de N-corpos pode levar semanas em um cluster de PCs.

Pretendemos fazer win pacote com a implementa¢do numérica das aproximacoes locais
e deixd-lo disponivel livremente na rede. Os programas encontram-se a disposi¢ao dos

interessados.

3.3 Aplicacoes das Aproximacoes Locais

Agora que analisamos cada aproximagao local e estudamos algumas propriedades gerais
dessas aproximacoes, vamos considerar as suas aplicagbes. Podemos dividi-las em trés

classes:
¢ Aplicacoes onde entra apenas a dindmica local;
e Aplicacdes utihzando a distribuicao estatistica de condig¢oes iniciais;
e Aplicacoes para uma dada distribuigao espacial de condigoes inicias.

Na primeira categoria, estudamos as aproximacoes locais em funcgao das condigdes
iniciais. E uma andalise puramente local, onde nao estamos preocupados em como essas
condigoes iniciais se distribuem no espago, ou quais as suas probabilidades. Viarias pro-

priedades podem ser extraidas dessa analise, como o tempo de colapso de um elemento
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de volume, sua geometria final e 0 comportamento assintético em funcdo das condicoes
iniciais. Consideraremos duas aplicactes desse tipo: Na secio 3.3.1 aplicaremos as aprox-
imagoes locais a um elipséide homogéneo, para testd-las face a uma solugao exata. Na
se¢ao 3.3.2 estudaremos algumas propriedades do colapso com condicdes inicias genéricas.

No entanto, para aplicagdes préaticas & cosmologia temos que considerar a distribuicao
de condicdes iniciais. E possivel determinar a distribuicdo de probabilidades das condicoes
inicias, AY a partir a partir do espectro primordial de flutuacdes (apéndice B). Como as
aproximacoes locais s6 dependem de AY, podemos calcular vérias propriedades estatis-
ticas, sem a necessidade de termos a distribuicdo espacial, apenas com a distribuicao
P (X}, 2, A3), essa é uma das grandes vantagens das aproximagdes locais. Entre as quan-
tidades estatisticas que podem ser calculadas temos a fra¢do n, (a) de objetos colapsados
em funcio de a, a distribuicdo de probabilidade do contraste de densidade f (§,a) e a
funcao de massa n (M, a) que determina a densidade de objetos de massa M. Algumas
quantidades, como a funcdo de massa, por exemplo, tém um papel importante na com-
paracao com os dados observacionais e com as simulagoes de N-corpos. Na se¢ao 3.3.3
utilizamos as aproximacoes locais para calcular a fungdo de massa a partir da distribuicao
de condigGes inicias, para flutua¢bes primordiais gaussianas (apéndice B).

A terceira aplicacdo consiste em evoluir o campo inicial de densidades (junto com
0s outros parametros cineméticos), para uma dada distribuicao espacial § (x). Ela per-
mitira testar a dinamica fornecida pelas aproximacoes locais em sua plenitude, através
da comparacao com simula¢ées de N-corpos. Desse tipo de aplicacdo podem ser obti-
das outras propriedades estatisticas de interesse observacional. Discutiremos os métodos
propostos para a compara¢ao com as simulages computacionals na secao 3.5.1. Estes
ainda nao foram implementamos nem aplicados a uma simulagao real e serao assunto de

investigacao futura.

3.3.1 O Elips6ide Homogéneo

Vamos agora estudar o caso de um elipséide homogéneo nurn universo erm expansao. ksse

modelo oferece uma situacao mais geral do que as trés simetrias, nas quais a$ aproxi-
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macgoes locais sdo exatas. Além disso, ainda é possivel fazer um tratamento analitico
aproximado nessa situacao. Dessa forma o modelo do elipséide homogéneo, que de-
screveremos a seguir, € um bom ponto de partida para fazer uma comparacio com as
aproximacoes locais. Na segao 3.4.1 aplicamos a teoria de perturbagio lagrangiana ao
elipséide e comparamos com as expansoes em série das aproximacoes locais.

Pela sua importancia em varias aplicagtes, vamos considerar em detalhes o modelo do
elipséide homogéneo. Deduziremos as equagdes do elipséide num universo em expansao
no contexto da cosmologia newtoniana. Os semi-eixos do elipséide em coordenadas co-
méveis serao denotados por Y; (t) e 0s seus valores iniciais por X;. Supondo que o elipsdide

¢ hornogéneo, teremos

§(t), dentro do elipsdide.

0, fora do elipsdide.

Dentro do elipséide, a solugao da equagao de Poisson V¢ = 4rGpa?6 fica [73, 74):

¢ = A2 + Aszi + Aszi + B, (3.20)
onde
A; = 7Gpals Y YyYs /m ds (3.21)
o (YZ+8)\/(Y2+s)(Y2+5) (Y7 +3s)
c

ds
YE+5) (Y7 +5) (Y2 +s)

B= —wGﬁa%mfg}g/
o V{

Os eixos de coordenadas foram escolhidos coincidindo com as direcoes dos semi-eixos do
elipséide. Note que os A; s6 dependemn da razdo entre os eixos, ou seja, se multiplicamos
todos os Y; por uma mesma constante, o campo gravitacional ¢ ; nao se altera dentro
do elipséide. Assim, o campo num ponto £ do elipséide nio depende do seu tamanho,

apenas de sua forma. Esse resultado é andlogo ao teorema de Gauss aplicado a uma
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distribuicao esférica, para a qual apenas as cascas esféricas interiores a um dado ponto
contribuem para o campo nesse ponto. Aqui as cascas elipsoidais externas ao ponto ¥
nao contribuem.

Pode-se verificar facilmente que as expressoes (3.20) e (3.21) satisfazem
V20 = 2(A) + A + Az) = 4nGpa®s.

Para a integragio numeérica do elipscide & methor utilizar a coordenada temporal t. A

equagio de Euler (2.6) para um elemento de volume dentro do elipséide fica

d*z, &
d[; == —2(12 Z Ai.'L't', (322)
1=1

onde z; (t) é a trajetéria elemento em questao. Como A; ndo depende de z;, se multi-

plicamos cada componente por uma constante o, essa equacgao nao se altera. Se z# é

a trajetéria de uma particula com posicao inicial g#, a trajetdria de uma particula com
posigio inicial ¢P serd dada por® zP = z2¢P/q. Se escolhemos z7! como sendo cada

eixo do elipsoide, teremos

(3.23)

O volume do elipséide &: V, = (47/3)a’Y,Y;Y3. Supondo que a massa é conservada,
teremos p,V, = const., de modo que p, o ™3 (¥1Y;¥3) . Lembrando que p = p,a’/a®,

o contraste de densidade dentro do elipséide serd dado por

Pe— P P X1 X2 X5 o L PaXi XX

= — 1. 3.24
z BNYYs pal PYIY,Ys (3.24)

5 =

Como estamos interessados em condic¢oes iniciais lineares, desejamos que p, — p. quando

a — 0, de forma que p,, = p;. Substituindo essa relacdo na equagio de movimento (3.22),

3Nesta seciio nio utilizaremos a convencdo da soma sobre os indices repetidos. -
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obtemos

di = —27?Gﬁﬂ4aj'.i (X1X2X3 — }/1}/2}/3) ERD(YIEa }/;2, },;2)’
onde
3 [~ ds
Rp(z.y,2 ::“/ : 3.25
p(z,y,2) 2 /o (z+8)\/($+5)(y+s)(z+s) ( )

é integral de Carlson do terceiro tipo [75, 76]. Essa integral pode ser integrada numeri-
camente com grande precisdo [76]. Também é possivel escrevé-la em termos das integrais
elipticas de Legendre do 1° e 2° tipo [76].

Num universo plano e dominado pela matéria (47Ga'p = 6t72), a equagao de movi-
mento para cada semi-eixo Y; fica

d*Y; 2
de2 g2

Y; (X, XoXs — NY2Ya) Ro(YE, Y7, YD), (3.26)

Condigoes iniciais
Como fizemos com as aproximacoes locais, escolheremos as condiges iniciais com base

na solugdo de primeira ordem do modo crescente. Para pequenas perturbacoes, teremos
V=X 1+ F),

com F; < 1. Neste caso é melhor escrever a (3.26) novamente em termos de 6. Como
sabemos 0 comportamento de é para perturbagOes lineares (6 = aéy), evitaremos ter
equacoes acopladas para F;

d*F;
dt?

2
) (1+ E) §oa1YaYsRp (Y3, Y7, V)
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Como § j& € de primeira ordem, s6 devemos considerar os outros termos em ordem zero,

de modo que

LF, 2

e~ ool
onde
B, := X1 Xo X3 Rp(X§, X2, X7). (3.27)
A solugio dessa equagio ¢ F; = —6paf;/3. Assim a solugao linear é
e (1Y, -

Note que obtivemos apenas o modo crescente, pois escolhemos a solugao crescente para
8.

Utilizando a (3.23) temos que o tensor de deformacio é, em primeira ordem

I = (1 - aégﬁi) 5.5, (3.29)
de modo que
b0,
Wy = 50, (3.30)

ou seja A} = 6p3;/3. Notando que 3; (eq. 3.27) ¢ invariante por uma transformacéo de
escala nos eixos, temos que as condigdes iniciais sdo determinadas pelo contraste inicial

de densidade &g e as razdes iniciais entre os eixos (por exemplo X,/ X, e X3/X;).
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Parametros cinematicos

A partir da equacao (3.23) podemos escrever a velocidade peculiar como

].d.?:z 1 "
= — = Y i
a dt aY; it

(5

de modo que ¢ gradiente da velocidade fica simplesmente:

Y/
Sig
aY, V¥

’Ui,j =

Assim, os parametros cinematicos serao dados por:

3 v/
= : 3l
T 0
o,; = diag (;;"/ — %9) (3.32)

A derivada segunda do potencial é
Fyj =2A:6; = 2rGpa®§ Y\, Y3Rp (Y2 Y], Y)),
de forma que o tensor de maré serd, em EdS
ﬂjzﬂym%khﬁérzém%(@—ly

O contraste de densidade é (eq. 3.24)

X]_XQXg
= AES 3.33
g Y1Y¥aYs (3.33)
Podemos ver que a equacao de continuidade (2.11) é satisfeita pelas (3.33) e (3.31):

d@fl&%&(ﬁ LA

= = — (1 g.
odt T o HinYs \% Y Yg) a+8
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Discussao

Note que, para obtermos as (3.20) e (3.21) tivemos de supor que a distribuicio de matéria
se mantém homogénea e sob a forma de um elipséide. Na realidade, o campo de maré
do elipséide perturbard a distribuicio de matéria exterior (o potencial fora do elipsdide
ndo é quadratico {73]), causando desvios da homogeneidade. Estes, por sua vez, pro-
duzirao campos de maré no interior do elipséide, o que perturbara a sua homogeneidade.
Outra maneira de enxergar o problema, é que como a taxa de expansio em cada eixo
é diferente da expansdo média, ndo hd como manter tanto o exterior como o interior
do elipséide homogéneos. Por isso chamamos a solu¢ao discutida acima de modelo do
elipséide homogéneo. Esperarfamos que um tratamento completo do elipséide, sem pres-
supor a homogeneidade levasse a uma distribui¢ao heterogénea. Entretanto, simulacées
de N-corpos foram aplicadas a um elipséide inicialmente homogéneo, mostrando que a
solucdo discutida nesta se¢iio € muito boa [77, 72]. Isso se deve a que, no inicio, a dis-
tribuicao de matéria fora ainda é bem homogénea; enquanto para tempos mais avancados
a densidade do fundo é bem menor do que a do elipséide. Note que solucao do elipséide
no vacuo é exata. Na segdo 3.4.1 aplicaremos a teoria de perturbagao lagrangiana até a
terceira ordem e mostraremos que a homogeneidade € mantida até essas ordem.

O modelo do elipséide homogéneo num universo em expansio foi estudado pela
primeira vez por Icke [78] e White & Silk [79]. Em vez de resolver a integral Rp(Y}?, Y7, ¥7%),
White & Silk encontram uma equagéo de evolugao para o, := Y\ YaY3Rp(Y2, Y2, Y?) que
é Integrada junto com as equagtes de evolugao dos eixos. Supondo que ¢; é constante,
eles desenvolvem uma aproximacao que é melhor que a de Zel'dovich aplicada ao elipséide
[79]. O modelo do elipséide também foi aplicado & formagio de galdxias em aglomer-
ados [78]. Einsentein & Loeb [77] aplicam uma extensdo do modelo do elipséide para
considerar os efeitos de maré externa {com potencial quadratico) sobre uma distribuicao
elipsoidal homogénea de matéria, inicialmente esférica. A solugdo do elipséide no vicuo
também teve muitas aplicacoes, uma das mais conhecidas é o estudo da instabilidade de
Lin-Mestel-Shu [86].

A deducao das equacoes do modelo do elipséide homogéneo, partindo da cosmologia
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newtoniana em coordenadas co-mdveis, apresentada aqui difere da abordagem usual na
literatura. H4 duas motivacbes para o enfoque desenvolvido nesta secao: em primeiro
lugar, essa dedugdo é mais natural no contexto da cosmologia newtoniana; em segundo
lugar, ela é a mais apropriada para a integragdo numérica. Na forma mais habitual,
ao integrar numericamente as equacoes do elipséide comegando com condigbes iniciais
lineares, somos obrigados a fazer algumas mudangas de varidveis que sao equivalentes a
passar para o sistema co-mével. Obviamente, partindo do tratamento usual (veja por
exemplo a ref. [72]) e transformando para coordenadas co-mdveis e o tempo t, obtemos

0s mesmos resultados desta secdo.

Aproximacoes locais aplicadas ao elipséide

Nesta secao, apresentamos uma comparacao entre as aproximacoes locais aplicadas ao
elipsdide e 0 modelo do elipséide homogéneo (MEH). No MEH forneceremos X; e g €
evolufmos os eixos Y; pela equacio (3.26), com as condigdes iniciais dadas pela equacao
(3.28). Nas aproximacdes locais obtemos as condi¢des iniciais A? pela relacio X = §,3,/3
(eq. 3.29). No caso do elipséide homogéneo, & possivel obter as posicoes dos elementos
de volume nas aproximacdes locais, como veremos a seguir.

A partir da equacao (3.23) podemos determinar o tensor de deformagéo dentro do

elipséide

i

que é diagonal e independente da posigio. A expressdo (3.23) nao depende explicitamente
da variacdo temporal de Y; mas & conseqiiéncia da homologia do colapso: todas as cascas
elipsoidals mantém a mesma razao entre 0s eixos e a mesma taxa de expansio, de modo
que a homogeneidade é preservada.

Como vimos na se¢ao (3.1.2), as posi¢des dos elementos de volume nem sempre po-
dem ser recuperadas nas aproximagoes locais. No entanto, se supusermos que o tensor

de deformacgiao & independente da posi¢ao podemos obter facilmente: z; = (1 + w;) g

154



Assim, os eixos do elipséide serao dados por:

Y= (1 +w) X (3.35)

Com 1ss0 estamos supondo que as aproximacdes locais preservam a homogeneidade e a
forma do colapso (ou que geram apenas pequenos desvios). No entanto elas podem levar
a uma evolucao temporal diferente da solucao do elipséide homogéneo, ji que estamos
utilizando o tensor de deformacio calculado pelas aproximacdes locais e nao pela equacao
(3.26).

Nas aproximacoes locais, calcularemos a evolugao dos eixos do elipsdide pela relagao
(3.35). Para uma melhor visualizagio, é conveniente mostrar o tamanho dos eixos nas
coordenadas usuais R; = a¥Y].

Na figura 3-1 comparamos a evolugdo temporal dos eixos R; = a¥; de um elipséide nas
cinco aproximacOes locais: ZA, MZA, DTA, CZA e L'TA. Escolhemos, arbitrariamente,
os valores iniciais dos semi-eixos X; como sendo 1 : 1.25 : 1.5 e 0 contraste inicial
de densidade 6y = 1. A conclusdo geral ndo depende muito da escolha desses valores
iniciais, como veremos na préxima secao. Vemos que os resultados dessas aproximagoes,
excetuando-se a ZA, estdo muito préximos do modelo do elipsdide homogéneo. A ZA
superestima 0 tempo de colapso, mostrando que uma simples extrapolagao linear das
trajetorias subestima os efeitos ndo-lineares. Uma caracteristica geral que podemos notar
é que, nos dois eixos maiores, 0 colapso ocorre um pouco antes nas aproximacoes locais
do que no MEH; enquanto no eixo menor a situagio é oposta. Dessa forma, as forcas
de maré sao um pouco menores nas aproximacoes locais do que no MEH, j& que no
MEH o elipsoide fica mais achatado. Com relagdo ao tempo de colapso a., todas essas
aproximacdes fornecem resultados muito similares, como podemos ver na tabela 3.1. As
diferencas sdo menores que 5%. A MZA proporciona o valor mais préximo do MEH.
Considerando entretanto, que o préprio MEH ignora os efeitos da interacao do elipséide
com o fundo homogéneo, isso nao indicaria necessariamente que a MZA tem o methor

desempenho entre as aproximacdes locais (veja, entretanto a se¢do 3.4.1). De fato. para
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grandes cisalhamentos a MZA se desvia das outras, como veremos na proxima segao.

| Aproximacao | Ge

MEH 1.569
MZA 1.5738
CZA 1.582
LTA 1.612
DTA 1.633

Tabela 3.1: Tempo de colapso de um elipsdide homogéneo nas diversas aproximacoes
locais.

O MEH j4 foi utilizado anteriormente na literatura para a comparacdo com algu-
mas aproximacoes locais. Uma comparacdo da evolugio dos eixos R; entre o modelo
do elipséide homogéneo e a LTA foi desenvolvida por Hui & Bertschinger [72]. Uma
andlise semelhante foi feita por Betancort-Rijo e Lopez-Corredoira [70] no caso da CZA.
Audit e Alimi [69] compararam o MEH com a DTA, mas sem obter R;, apenas com a
evolucao temporal dos pardmetros cinemdticos. Aqui comparamos todos esses resultados,
incluindo a MZA e calculando R; para a DTA.

No caso do elipséide, fica aparente uma das grandes vantagens das aproximagoes
locais, que é o menor tempo de cdlculo. Mesmo nessa situagdo em que temos uma
expressdo analftica para o campo gravitacional que pode ser calculada com um bom
algoritmo, essas aproximacoes demoram um décimo ou menos que a integragao do modelo
do elipséide homogéneo. No caso heterogéneo, deve-se resolver a equagao de Poisson
utilizando a transformada de Fourier ou algum outro método, o que aumenta ainda mais

a diferenca de tempo com relagéo as aproximagoes locais.

3.3.2 Condicoes Iniciais Genéricas

As solugoes de primeira e segunda ordem das aproximagdes locais foram discutidas nas
secOes 2.3.1 a 2.3.4. Nés voltaremos ao estudo perturbativo dessas aproximagoes na se¢ao
3.4, onde faremos uma comparagao com a teoria de perturbagéio lagrangiana. Entretanto,
é importante ver como essas aproximagoes se comportam no regime altamente nao-linear.

O elipséide homogeneo oferece a possibilidade de estudar as aproximagoes locais ao longo
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Figura 3-1: Evolugao dos trés eixos R; de um elipséide segundo o modelo do elipsdide
homogéneo (MEH, linha continua) e cinco aproximagdes locais: Zel'dovich (ZA, curva
pontilhada), Zel'dovich modificada (MZA, pontilhado curto), do tensor de Deformagao
(DTA, trago-ponto), de Zel'dovich completa (CZA, tracejado curto) € de maré local
(LTA, tracejado longo). Os valores iniciais dos eixos sao 1 : 1.25 : 1.5 e o contraste
inicial de densidade é §; = 1. A ZA superestima o tempo de colapso, enquanto as outras
aproximagoes fornecem resultados préximos ao MEH.
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de toda a evolugo, comparando os resultados com um modelo analitico. No entanto,
as condicdes iniciais que podem ser associadas a um elipséide sdo bastante restritas.
Nesta secao estudaremos o comportamento das aproximacdes locais com condigoes iniciais
genéricas. Em particular, calcularemos o tempo de colapso a,. de um elemento de volume
em funcio das condicdes iniciais. Essa quantidade oferece uma espécie de resumo de toda
a evolugio, até o regime altamente nfo-linear. Além disso, conhecendo a, poderemos
calcular a funcdo de massa e a fracio de elementos que colapsam em cada aproximacao
(como veremos na préxima se¢io). A quantidade a, tem uma interpretacao fisica simples,
pois estd relacionada com o desvio para o vermelho z quando ocorre o colapso de um
dado elemento de volume. Como vimos na se¢do 2.1, z. = a7 — 1.

As condigdes iniciais serao parametrizadas por &g, €p € ap. Como vimos na se¢ao 2.3.4
essas quantidades permitem especificar completamente as condigbes iniciais lineares do
modo crescente, além disso elas s3o as varidveis naturais da LTA. No caso das outras
aproximacdes (ZA, MZA, DTA e CZA) as condigdes iniciais sdo dadas por (veja a secao

2.3.4)

2 1
A= 560@' (ag) + 550, (3.36)

onde ¢; (o) é

Q: (a) = [cos (&32“) Jcos ("“T?”) cos (g)] | (3.37)

Lembramos que gy estd ligado & magnitude do cisalhamento e maré iniciais (note que,
no regime linear Ej; « 0y;), Qi (ap) d4 a razdo entre os autovalores de Ej; e 055 € §p € 0
contraste de densidade extrapolado linearmente para o = 1. Como vimos, o parametro
£ varia de 0 a 0o. ag vai de 0 a 7, e §, pode tomar valores entre! —oo e +0o. Entretanto.

é suficiente estudar a dindmica para dg = +1 e 6p = —1, como veremos a seguir.

‘Note que as condigdes iniciais sdo definidas para a — (. O valor minimo de § é —1. Como é = aéy
para a pequeno, §y pode tomar valores até —oc.
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As perturbacoes iniclais sdo definidas como a razdo entre uma dada quantidade e o
seu fator de crescimento no regime linear (se¢do 2.2). Em particular, para o contraste de

densidade é, temos:
by = tlxl_r% —.

Num universo de Einstein-de Sitter, temos D = a. Dessa forma, escolher diversos valores
de 6 é equivalente a re-escalar a. Isso vale para todos os parémetros cinemadticos. Dessa
forma, as equagdes de movimento nas aproximagoes locais sfo invariantes sob a seguinte

transformago de escala
S0 — by, €0 — cE0, € a— ¢ la. (3.38)

Devido a essa invaridncia, podemos expressar o tempo de colapso a. na forma [81]:

Jéﬂ_l' a'f—:i- (Eg/ léol ,Q()) » B8 50 >0

3.30
65" @y (e0/ 160, c0), se by < 0 (3.39)

ac (60, €0, ) = {
onde af (£0/60, a0) = a. (£1,£0/ |6o|, c). Assim, precisamos apenas calcular as funcdes
af e a; que dependem de gq/ |6y| e a apenas. Na pratica, escolhemos 6y =1 e 6, = —1
e variamos g € £q.

Nas figuras 3-2 e 3-3, mostramos os graficos do tempo de colapso a, como fun¢io de &g
e ap para perturbagoes sobre e subdensas, respectivamente. Como a MZA e CZA nao se
aplicam a algumas regioes subdensas, ndo mostramos os resultados dessas aproximacoes
na figura 3-3. Mostramos também os sinais de XY correspondendo as condicdes iniciais
nessas duas figuras.

O espaco de parametros que pode ser gerado por um elipséide homogéneo com qual-
quer razao entre os eixos & equivalente a ter os trés A positivos. A regiio correspon-
dente ao elipséide é limitada a um cisalhamento relativamente baixo e todas as aprox-
imagoes, exceto a ZA, estdo significativamente em acordo nessa regiao. A aproximacao

de Zel'dovich superestima o tempo de colapso para configuragoes esféricas. Vemos que as
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Figura 3-2: (a) O tempo de colapso em fungio das condigbes iniciais para perturbagGes
sobredensas com 6y = +1. Os contornos de tempo de colapso constante, expresso pelo
fator de escala a., sdo mostrados para a ZA. As linhas finas sao espagadas de 0.1 em
., enquanto as linhas grossas sdo espagadas de 0.5, com o contorno mais externo cor-
respondendo a a, = (.4 e o valor central sendo a, = 3. {b) O mesmo que em (a), mas
desta vez a MZA ¢ utilizada. O contorno central é ¢, = 1.6. (¢) O mesmo que em (a)
mas com a DTA. O contorno central é a, = 1.6. (d) O mesmo que em (a) mas para a
CZA. O contorno central é a. = 1.7 (Aqui estamos usando o ajuste original da CZA, eq.
2.78). (e) O mesmo que em (a) mas a LTA ¢é utilizada. O contorno central é a, = 1.6.
(f) Os sinais de A} em cada regifio do espago de parametros de condigdes iniciais, com
dg = +1. A regiao interior corresponde aos valores de )\? que podem ser varridos por
um elipséide homogéneo com qualquer razaoc entre os eixos. Perturbagoes com simetria
esférica, plana e cilindrica sdo marcadas com uma cruz, um sinal de soma e um asterisco,
respectivamente.
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aproximagoes locais continuam similares para perturbacdes sobredensas em geral, mas a
MZA desvia-se substancialmente das outras para grandes cisalhamentos. O cisalhamento
sempre acelera o colapso, o que & um efeito ndo-linear bem conhecido. Assim, as primeiras
regioes a colapsarem nio sio necessariamente aquelas com densidade mais alta. Podemos
ver também que configuracGes inicialmente oblatas, para as quais cosagp > 0, colapsam
primeiro. Dessa forma, o colapso achatado é favorecido por essas aproximacoes. No caso
da NMA o colapso na forma alongada é favorecido [71], ao contrério do que se esperaria
a partir da discussdo da secao 3.1.1 [82].

Para perturbagfes subdensas a diferenga entre as aproximagoes é um pouco maior.
A LTA fornece tempos de colapso sistematicamente maiores que a DTA. O tempo de
colapso dado pela ZA é o menor dos trés. E importante notar que, nas aproximacoes
locais, regices subdensas podem colapsar, devido ao efeito do cisalhamento.

A relevincia do cisathamento na fase niao-linear da aglomeracio gravitacional estd em
acordo com as stmulagoes de N-corpos (veja, por exemplo, as referéncias [83] e [84] nas
quais mostra-se que a formagao de aglomerados de matéria ndo est4, necessariamente,
associada aos picos na distribui¢io da densidade), no entanto ele € muitas vezes ignorado
em estudos da formacao de estruturas. Qualquer modelo baseado no colapso esférico
desconsidera esse efeito.

Podemos ver o impacto do cisalhamento sobre o contraste de densidade combinando
a equagao de continuidade (2.11) com a equagao de Raychaudhuri (2.87) para obter uma

equacdo para é [71):
a, 4 & 2
§4 26— Zo? - o pa®é 3.40
6+a6 31+6+(1+6)(30 w® 4+ 4rGpa ) (3.40)

onde usamos que 797 = (2/3)a? (eq. 2.101). Essa equacdo é exata e nio depende
de nenluma aproximacao. Vemos que, para w = 0, a taxa de crescimento de é é min-
imizada por &# = (0. Essa conclusao é valida independentemente das suposicoes sobre a
evolugao do cisalhamento ou do campo de maré e é devida ao fato geométrico de que

o cisalllamento aumenta a taxa de crescimento da convergéncia das linhas de fluxo do
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Figura 3-3: (a) O tempo de colapso em funcdo das condig¢des iniciais para perturbagoes
subdensas com 6y = —1. Os contornos de tempo de colapso constante, expresso pelo
inverso do fator de escala a2 !, sio mostrados para a ZA. As linhas finas sdo espacadas
de 0.1 em a_!, enquanto as linhas grossas sdo espagadas de 0.5, com o contorno mais
interno correspondendo a aJ! = 0. (b) O mesmo que em (a), mas desta vez a MZA ¢
utilizada. (¢) O mesmo que em (a) mas com a DTA. (d) O mesmo que em {a) mas para
a CZA. (e) O mesmo que em (a) mas a LTA é utilizada. (f) Os sinais de \! em cada
regiao do espago de pardmetros de condigoes iniciais, com 6g = —1. Perturbagdes com
simetria esférica, plana e cilindrica sao marcadas com uma cruz, um sinal de soma e um
asterisco, respectivamente. A parte superior desses graficos corresponde a 0 < ap <7 e
tem portanto A) > A > A}, A regido inferior cobre os mesmos valores de A?, exceto por
uma permutacao dos fndices.
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fluido. Vemos que uma vorticidade ndo nula diminui a taxa de crescimento de 6, que é 0
que se esperaria de um efeito centrifugo. Como no regime linear cisalhamento e campo
de maré sao proporcionais, ndo é possivel distinguir a sua influéncia no colapso, mesmo
olhando a solucao de segunda ordem. Na equagado (3.40), quem aparece explicitamente
€ o cisalhamento, e ndo o campo de maré (o seu efeito poderia aparecer indiretamente
no aumento de o). Seria interessante investigar quem tem o papel mais importante no
colapso: Ey; ou 07

Quando w = ¢ = 0, a equagdo (3.40) reduz-se & equacgio de evolucio da densidade
média no modelo esférico. Ou seja, no caso irrotacional, se desprezamos o cisalhamento
temos a dindmica do colapso esférico. Essa equaco é equivalente & equacio de movimento
de uma casca esférica de raio préprio r(7) encerrando uma massa fixa M relacionada
ad por 1+ 6=3M/(4rpr?). A solucio exata para o caso de uma perturbagio esférica
sobredensa leva a a. = (3/5)(37/2)%/3 /8y ~ 1.686/60. Qualquer perturbagio nio esférica

terd um tempo de colapso maior, como pode ser observado na figura 3-2

Uma propriedade interessante que foi observada numericamente é que o tempo de

colapso nas aproximagoes locais tem o mesmo comportamento assintético

C
Q. (60150100) s a (341)

para altos cisalhamentos iniciais (gg >> |§¢|), onde C & uma, funcio de o apenas (veja
a proxima se¢do). Dessa forma, o tempo de colapso para grandes cisalhamentos nio
depende de &g ¢ é inversamente proporcional a &;.

Outro aspecto interessante surge ao escrevemos o tempo de colapso em funcio de &g,
oy e 09 (veja a secio 2.3.4 para a definigao de 0?). Note que a variacio de o9 ¢ limitada.
A nossa escolha da parametrizacio das condigbes iniciais equivale a termos o9 < g9 < o9
e como 03 + 09 + ¥ = 0 teremos necessariamente o9 > 0, 0§ < 0. J4 o pode ter valores
positivos e negativos. Usando que g, < oy e inserindo na propriedade de soma nula

teremos: 03 + 79 + 03.< 0, ou seja 09 < —09/2. Dessa forma os limites de variacao de

79 sdo: 09 < 0 < —09/2. Audit, Teyssier e Alimi [81] notaram que o tempo de colapso
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é pouco sensivel a 09, com 8§, e o fixos. Essa propriedade foi observada na DTA e nds
verificamos que ela & vilida em todas as aproximagoes locais. O menor tempo de colapso,
com & e a3 fixos, ocorre para 0§ = ¢, e o maior para g = —a5/2. Nas figuras 3-4 e 3-5
mostramos a;! em funcio de o3 para §; = 1 e §y = —1. A diferenca entre os tempos de
colapso para os valores extremos de o3 é da ordem de 20%. Os limites extremos de o9,
(0% e —09/2) correspondem a ap = 0 e ag = , respectivamente. Nas figuras 3-4 e 3-5
vermnos claramente a propriedade® (3.41).

Na aproximacao de Zel’dovich temos uma expressdo analitica para a.. Como o colapso

ocorre para @ = ()\?)_1, usando a parametrizagao (3.36) temos:

ZA 1 _ 1
G = 60/3-}- (2/3)60 COS (010/3) - 6(}/3 —O'g. (342)

Dessa forma, vemos que na ZA o tempo de colapso ndo depende de 09, sendo fungio de
73 € 8y apenas. J4 colapso esférico depende somente de §y. Como vimos, as aproximacgoes

locais dependem de 7y, a3 € 8.

Como veremos na sec¢ao 3.3.3, para calcularmos a fun¢do de massa precisamos con-
hecer a fungao a* (go/ [6g|,0). A primeira tentativa de calcular a funcdo de massa
utilizando uma aproximacdo local foi feita por Monaco [85] em 1995. Monaco utilizou a
aproximacao de Zel'dovich, mas como esta superestima o tempo de colapso para a sime-
tria esférica, ele fez uma juncao da ZA com o resultado esférico. A figura 3-4 fornece uma
justificativa, a posteriori, da aproximacao introduzida por Monaco para determinar a..
Se curvamos a reta da ZA para o9 pequeno, de modo a obter o valor do colapso esférico
para o) = 0, obtemos um resultado parecido com o as outras aproximacdes locais. O
fato de a. depender fracamente de o9 foi utilizado por Audit, Teyssier e Alimi [81] para
propor uma expressao para o tempo de colapso no terceiro eixo, ou seja, depois do cruza-
mento das trajetdrias e de formacgio da smmgularidade. Como nao é possivel utilizar o
formalismo lagrangiano nessa situacao, eles propuseram uma expressao empirica para a,

como funcao de 6, e de uma componente do cisalhamento apenas. Nés nao discutiremos

Note que, com g fixo, temos o3 & —¢£q.

164



Figura 3-4: O inverso do fator de escala no colapso em fungio de o9, obtido nos dois
valores extremos de o3 (3 e —09/2), calculado com a LTA (trago-ponto), a DTA (trace-
jado), a CZA (pontilhado) e a ZA (linha continua), para §; = 1. Note que a ZA nio
depende de ¢9. Para comparagio colocamos também o resultado do modelo do colapso
esférico (trago-ponto-ponto), que nio depende de o3.
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Figura 3-5: O inverso do fator de escala no colapso em fungao de o3, obtido nos dois
valores extremos de o9, calculado com a LTA (trago-ponto), a DTA (tracejado) e a ZA
(linha contfnua), para §p = —1. O colapso s6 ocorre a partir de umn determinado valor
de crg.
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esses modelos empiricos para o calculo de a.. Aqui nos limitamos aos modelos dindmicos

que permitem calcular a., em particular s aproximagdes locais.

Ajustes para o tempo de colapso

Nesta se¢ao mostramos os ajustes numéricos para o tempo de colapso em funcao das
condigoes iniciais para a LTA, DTA e CZA. Para essas aproximagoes a seguinte pro-

priedade é satisfeita com boa aproximacao:
a; (z, ) = H* (f), com f = zg™ (aq), (3.43)

onde H* e g* sdo fungdes a serem ajustadas para cada aproximacio e x = £p/ ).
Essa relacao fica mais precisa quando  aumenta e 0 erro nesse ajuste é sempre menor
do que alguns por cento. A relagio (3.43) também foi verificada no caso da CZA para
perturbagdes sobredensas.

Para g (@) verificamos que uma espécie de série de Fourier truncada pode ser utilizada

com uma otima aproximacao:

a 30
gla) = ¢ cos (5) + €9 COS @ + €3 COS (?a) + ¢4 cos (2a) + (3.44)

5]
C5 COS (7&) +{(l—c)—cp—cy—cg—c3)cos(3a).

O coeficiente do tltimo termo ¢ escolhido de modo que g () = 1. Os valores dos paramet-

ros para a LTA e DTA sao mostrados na tabela 3.2.

[ 9 [ a | o [ o[ a e |
9074 | 1.546 | -1.015 | 0.786 | -0.462 | 0.182
9rra | 1.461 | -0.767 | 0.473 | -0.231 | 0.079
Ghra | 1505 | -0.842 | 0.508 | -0.228 | 0.066
Grra | 1497 | -0.836 | 0.513 | -0.234 | 0.068

Tabela 3.2: Parametros de g («g) ajustados para a LTA e DTA.

Para a dependéncia de a,. em z com ag fixo, ajustamos a funcgao f = H™*, em vez de H
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propriamente dito. E essa quantidade que precisaremos para calcular a fungao de massa
(veja a préxima se¢ao). Levando em consideracdo o valor de fronteira e o comportamento

© assintético, parametrizamos f por

N dlz (1 + dgz + d422)

v om z = dy — a. 3.45
f (1 +daz + dsz?)a.’ com 2 04 (345)

para regides sobredensas (§g > 0) e

dyasV? (1 + dya ! + d4a;5/2)
1+ dsa ! + dsa? ’

f— — dO + (346)

para regides subdensas (8 < 0). Os parametros para a LTA e DTA sao dados na tabela
3.3.

| f [ do | d [ d | dg [ di | d5 |
Fia | 1.686 ] 8.469 | 10.88 | 78.49 | 17.03 | 163.2
frra | 0.501 | 1.064 | 0.678 | -1.335 | 16.054 | 8.613
Fir. 1686 | 14.14 | 13.34 | 87.68 | 8676 | 163.8
Fors 0495 | 0.942 | 0.322 | -2.083 | 25.718 | 12.961

Tabela 3.3: Parametros de f {(a.) ajustados para a LTA e DTA.

Note que, para altos valores do cisalhamento {(z > 1), temos a, < 1 de modo que:

L dyido (14 dody + dad?) 1

N 3.47
Tt dde o) 75T (on) (3.47)
e
_ didy 1
a. — _ 3.48
€ da 'Ig_(aﬂ) ( )

quando z — 00, 0 que leva & expressio (3.41).
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As caracteristicas de a, podem ser vistas claramente na aproximacao de Zel’dovich,

neste caso (eq. 3.42):

1 3
aZA & , €0, = —
¢ (6o, €0, x0) |60l =1 + 2 (£0/ |d0]) cos (o/3)
Bt e/ 1] o). (3.49)

Note que a propriedade (3.43) ¢ satisfeita exatamente na ZA, com g (a) = cos (/3).

Vemos imediatamente que, para ey > 8,0 comportamento é dado pela expressao (3.41).

3.3.3 A Funcao de Massa

A fungao de massa n (M) & definida de modo que n (M) dM fornece o ntimero de aglom-
erados de matéria escura gravitacionalmente ligados, por unidade de volume, no intervalo
de massa M e M + dM. Esses aglomerados sao associados aos halos proto-galicticos,
€ a0s grupos e aglomerados de galdxias. A fungdo de massa tem intimeras aplicagtes
priticas. Importantes vinculos sobre os modelos cosmolégicos podem ser obtidos com-
parado estimativas tedricas da fungdo de massa com os dados observacionais [86, 87, 88).
A fungdo de massa também é um teste poderoso para estabelecer limites sobre o espectro
primordial das flutuacdes [89, 90]. Com a funcdo de massa é possivel calcular a taxa
de fusdo (mergers) dos halos virializados [91], o tempo de formagio e o tempo de vida
dessas estruturas [92]. A fung@o de massa também pode servir como um teste da teoria

da gravitagdo [93).

O formalismo de Press & Schechter

A quase totalidade dos cdlculos tedricos da funcio de massa é baseada no formalismo de
Press & Schechter [94]. O Ansatz de Press & Schechter (PS) consiste em supor que a
fungao de massa n (M) é obtida a partir da fracio F (M ap) de objetos colapsados em

ap com massa maior que M pela relagio
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p dF
n (M) = _ﬁd—M' (3.50)
Precisamos agora de uma forma de calcular F.

Supde-se que, se o contraste de densidade médio 6z numa regiao de tamanho R for
maior que uma certa densidade critica 6. (ao), essa regido tera colapsado, formando uma
estrutura ligada, em a = a¢. Apesar da dindmica nessa regiao ser nao-linear, o processo
de condensacdo nao alterara a sua massa de maneira significativa. Entao, se estimamos
o nimero de regides com 6z > §, num campo randdémico, seremos capazes de determinar
F{M). A distribui¢io das flutuacoes na escala R, P (6z) segue a mesma distribuigio do
contraste de densidade § filtrada por uma fungio janela com essa escala (veja a secao
B.3).

Para uma distribui¢do gaussiana, a probabilidade de que esse campo tenha um valor

6 num dado ponto é {eq. B.8):

P(6) = ;ex ( & )
V2mAL P 2A% )
onde

M (R = [ LW (R ). (351)

o 2n?

¢ a varidncia da densidade medida com a funcdo janela Wy (R), que é a transformada
de Fourier de um filtro de tamanho R no espaco fisico; e o2 & o espectro de poténcia do
campo primordial de densidades (veja o apéndice B, eq. B.21). O efeito do filtro é fazer
uma média sobre as flutuacdes menores que R, para associar um valor de § a essa regiao

de tamanho R. A variancia A% é relacionada com a massa M através de R pela relagao

4
M = ?WfWRSZJ.
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O fator fw depende da forma da fungao filtro, para um filtro tipo cartola (top-hat) temos
fw =1, se Wy & uma fun¢io degrau no espaco k (sharp k-space filter) teremos fur = 97 /2.
Como a largura da janela no espago k é da ordem da inversa da largura no espaco fisico,
grandes massas corresponderao a pequenos valores de A%, enquanto pequenas massas
correspondem a A% grande. Note que a varidvel adequada para descrever o nimero de
objetos colapsados € mesmo a massa, pois esta & conservada mesmo que o tamanho da
regiao tenha variado enormemente. Nao seria possfvel estimar o nimero de objetos de
tamanho L, por exemplo, no formalismo de PS.

Supondo que a regido com g > 6. (ag, a;) val formar um objeto gravitacionalmente

ligado de massa M, a fracao de objetos com massa maior que M serd

2
i )drﬁ: (3.52)

1 o0
\/27‘(’A2R /a;c P ( ‘?A?q

F(M) = féwP(é,R,ai)dé

= lerf( e )
2 V2AgR /)

Utilizando a equacgdo (3.50), obtemos a fungio de massa de PS:

p 1 6 (1 dA &2
n (M, ag) dM = _%—\/é_;f; (A_Rd_ﬂ;) exp (_2 A ) dM. (3.53)
Dado o espectro de poténcia o3 e a funcio janela podemos calcular explicitamente o lado
direito dessa expressdo. O valor de é. é escolhido de modo que uma regido com § = é,
colapse em a = ay.

O critério para determinar se um objeto colapsou formando um objeto ligado é
baseado no campo inicial de densidades, de modo que § e A% sdo calculados no regime
linear. Nesse caso § = ady e Ar = aA% (eq. B.10). Assim, a razao 8./Ax que aparece
na fun¢io de massa nao depende de a;. Vamos agora determinar o valor de 8j correspon-
dendo a é..

Press & Schechter se basearam no modelo do colapso esférico para determinar d..
Sabemos que uma perturbacéo com simetria esférica colapsa em a = 1.686 se g = 1. Da

discussao da secao 3.3.2 vimos que mudar &y é equivalente a re-escalar a (eq. 3.38), de
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modo que uma perturbagao esférica colapsard em ag se § = 1.686/ag. Como & sé aparece
na razao 85/ A% e como o termo (dAr/dM) /Ag ndo se altera se multiplicamos Ag por
uma constante, mudar ay equivale a multiplicar A% por a;'. Essa é uma propriedade
importante da fun¢do de massa de PS: a auto-similaridade no tempo.

Na literatura sempre aparece a razao &,/ A%, em vez de 6./ Ag sem que seja explicitado
porque podemos fazer essa substituicdo. Como o indice 0 é omitido diz-se que o resultado
de PS corresponde a escolher 6, = 1.686 (na verdade escolhe-se & = 1.686). O resultado
da funcio de massa é mostrado em funcao de A%, para ay = 1. Geralmente a variagao
com ag tampouco € apresentada.

H4 ainda um problema fundamental com a equagdo (3.53). A integral de n sobre

todas as massas deveria dar igual a 1, mas é facil ver que

fn,(M)dM:f dF = =,
0 0 2

Esse é conhecido como o problema da normalizagao da fungao de massa, e sempre ocorre
no formalismo de PS e suas extensoes. Isso acontece porque as regioes subdensas nao sao
levadas em consideragao adequadamente. A solugao encontrada por Press & Schechter foi
multiplicar a fun¢do de massa pelo fator de normalizacdo 2. Existem vérias abordagens
desenvolvidas na literatura para resolver esse problema da normalizacao [95, 96, 101, 102],
mas todas acabam justificando o procedimento de PS, pelo menos quando o filtro é a
funcao degrau Wi = © (1/R — k).

Qutro problema do formalismo original de PS é a utilizacdo do contraste de densidade
& como Unico critério para definir se uma certa regiao colapsard em ag, usando o modelo
do colapso esférico para determinar é.. Como vimos na se¢ao 3.3.2 o tempo de colapso
depende fortemente do cisalhamento inicial e portanto ndo podemos utilizar apenas § com
critério para o colapso. Na préxima secao, apresentaremos uma extensao do formalismo
de PS para lidar com modelos mais realistas do colapso.

Podemos utilizar um outro critério para determinar 68 que nao seja baseado no colapso

esférico. Por exemplo, hd uma aproximacao nao-linear introduzida por Protogeros e
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Scherrer [104] em que a densidade num ponto é funcio somente da densidade inicial

naquele ponto, para qualquer geometria. Num universo de Einstein-de Sitter, teriamos

I
-1
(1 — 2a60/3)*"

Evidentemente a expressao acima negligencia todos os efeitos do cisalhamento discutidos
na secao 3.3.2, mas a intencéo é que ela seja vélida num sentido estatistico. Nao dis-
cutiremos aqui a motivacdo dessa aproximacéo, salientamos apenas que todo elemento
de volume colapsa para a = (3/2)6; de modo que podemos utilizar um procedimento
idéntico ao formalismo original de Press e Schechter, com um patamar de 1.5 em vez do
resultado do modelo esférico 1.686. Esse valor estria inclusive em melhor acordo com as
simulacdes numéricas [99]. Um valor semelhante de §° tem sido utilizado na literatura
com uma motivacao diferente. Um estudo da virializagdo de uma distribuicdo esférica
[105] mostrou que ela ocorre para 62 = 1.52, portanto um pouco antes do tempo de
colapso.

E interessante observar que o cdlculo da funcio de massa n&o recebeu muita atencéo
até o final de década de 1980, quando as primeiras grandes simulagdes numéricas comecaram

a aparecer e mostraram um bom acordo com o resultado de PS.

Funcgao de massa para o colapso nio esférico

Nesta secao mostraremos a extensio do formalismo de PS para o colapso nao esférico
que foi introduzida primeiramente por Monaco [85] e aplicado 4 ZA. Posteriormente esse
método foi aplicado & DTA por Audit et al. [81]. Aqui estendemos essa andlise para a
LTA e comparamos essas trés aproximacoes com os resultados de simulagdes de N-corpos
(secao 3.3.3).

Em qualquer modelo realista do colapso, o cisalhamento tem um papel fundamental,
além do contraste de densidade. No caso das aproximacoes locais, podemos calcular
o tempo de colapso a. de um elemento de volume a partir das condicoes inicias desse

elemento, que podem ser parametrizadas por 8y, €9 € ag. A fragao F de elementos que
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colapsaram em ag pode ser calculada como uma integral sobre todas as condig¢Ges inicials

possiveis pesadas pelas suas probabilidades:

1 kil [s+] +00
F= Ff / / s (ag; 89, €0, crg) Par (60, €0, cxg) dbodegday. (3.54)
¢ Jo 0 —00

A funcéo s é igual a um se o elemento com pardmetros &g, £g, o j4 colapsou em ag € zero
caso contrario, Fy é o fator de normalizagao. Aqui adotaremos o mesmo procedimento que
na abordagem de PS e multiplicaremos a fun¢ao de massa pela normalizacio apropriada.
Veremos, no entanto, que o problema da normalizacao nao serd muito importante aqui.

No caso do modelo original de PS terfamos que a fungéo s é igual a © (6 — . (ag)).
Como a integral em =5 e o tem que ser um, para a probabilidade ser normalizada,
obtemos o resultado (3.52).

Precisaremos da distribuicao de probabilidades Pyy (6, 20, @) para as condigdes inici-
ais. Supondo flutuagdes iniciais gaussianas, Doroshkevich [100] deduziu a probabilidade

conjunta para os trés autovalores do tensor de deformacao ,\?

, A9 e AJ (veja o apéndice
B). Utilizando esse resultado, Py (8g, €9, o) € dado pelo produto de trés probabilidades

independentes para cada pardmetro &y, €y € &g (egs. B.14, B.16 e B.17):

PG = ——ew |3 (%)2 , (3.55)
Pl = Fymm (R) e -5 (2], (.50
Py (ag) = sin (%) E—zsnf (%)] (3.57)

onde a omitimos o superescrito 0 e o subescrito R para simplificar a notagéo (e também
para conformar com a notagiao usual). No entanto, lembramos que aqui A representa
A%, conforme a discussao da secao anterior. Essas distribuicfes de probabilidades sao

mostradas nas figuras 3-6 a 3-8.
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Figura 3-6: Distribui¢io de probabilidades de 6o/A. Ha igual probabilidade de termos
6o positivo ou negativo. A maioria das perturbagdes tem |6g] < A.

gf4

Figura 3-7: Distribuicdo de probabilidades de g¢/A. As perturbacbes tém um cisal-
hamento nao nulo, concentrado em torno de g ~ A.
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Figura 3-8: Distribuicao de probabilidades de ap. Vemos que as perturbagoes mais
providveis sao triaxiais.

Alguns autores [97, 98] utilizaram o modelo do elipsdide homogéneo para calcular a
funcédo de massa. Na secio 3.3.2 vimos que para pequenos valores de® /8y, ¢ posstvel
associar as condicoes iniciais a0 modelo do elipséide, mas isso jd ndo ocorre para eq9/ég 2
1, nem para 8y < 0. Assim, qualquer cdlculo baseado apenas no elipséide é incompleto e
desconsidera um grande mimero de condi¢Bes iniciais possiveis. E interessante notar que,
como os valores mais proviveis dos parametros gy € §g 580 €9 ~ A e |[dp| < A, na maioria
dos raros picos ou subdensidades em que |6g| > A, teremos 6y > €p. Assim, apesar
do colapso genérico nao ser esférico, nos picos da distribuicdo de matéria ele micia-se de
forma quase esférica.

A funcao de massa pode ser escrita na forma

p dA
n (M) = —%M¢ (A) (3.58)
onde ¢ (A) = dF(A)/dA. A funcdo & (A) contém toda a influéncia da dindmica e
ndo depende nem do espectro de poténcia nem do filtro W, por isso ela é chamada de
fungdo de massa universal [81]. Em geral, uma diferente escolha do filtro levara a um

resultado diferente para n (M), especialmente no limite de baixa massa. Aqui estaremos

6Mais precisamente para &y/e¢ > —2cos ((a + 27) /3).
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interessados apenas em obter ¢ (A), pois ¢ a dindmica segundo as aproximacdes locais
que querermos estudar.

Na préxima se¢do mostraremos o método de cdlculo da funcéo de massa desenvolvido
por 1ds que utiliza as propriedades (3.39) e (3.43) e a distribuicdo de probabilidades para
as condi¢des iniciais parametrizadas por 8y, £¢ € op. Os resultados serdo discutidos na

secao 3.3.3.

Calculo da fungédo de massa

Com a integral (3.54) podemos escrever a fun¢io de massa universal ® (A) = dF/dA na

forma

+oo
¢ (A, ap) = 7 dA/ / / s (VA xA,ap) Py, x, o) dvdxdag (3.59)

onde v = &/A e x = go/A e P(v,x,0) = P,P,Fy. Com essas novas varidveis, a
dependéncia em A aparece apenas na funcao s, que pela definicio da secdo anterior,

pode ser escrita como
s = 0O (ao — ac (60, €0, o)) = O (ap — a. (WA, XA, @), (3.60)

onde © (x) é a fungio degrau de Heavside.

Agora precisamos apenas calcular ds/dA. Utilizando a propriedade (3.39), teremos:

az (x/v, @)
|v| A2

ds
dA

da,
dA

Qe
— 6p(a0— a. (A, XA, 0) 5,

= '_6D (ao — g (VA}XA! Cf)) = 6D (aU — Qe (VA, XAa Oi))

onde dp é a funcio delta de Dirac. Dessa forma, poderemos eliminar uma das inte-
grais na expressdo (3.59). A funcdo de massa devera ser calculada sobre a superficie
ac (A, XA, a) = [wA| el (x/v,a) = ag, que anula o argumento de §p. Para isso

precisamos escrever uma das trés varidvels em termos das outras duas nessa superficie.
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Varmos supor que temos y como uma fungao y, de vA e a: x = x, (¥4, a), onde o
subscrito a denota que y € calculado na superficie a, = ay. Nesse caso eliminaremos x

da integral (3.59). Para isso utilizamos a relagao

da. |

5 (3.61)

6D(1_G’C (VA,XANI)) _6D (X Xa)

que vemn do tratamento da delta de Dirac de uma funcgao de varias varidveis.

Antes de prosseguir, vamos mostrar que é suficiente calcular ® (A) para ap = 1. O
argumento é semelhante ao utilizado no case do formalismo original de PS. Pela expresséao
(3.39), se um elemento com condicdes iniciais &g, £ e o) colapsa em a = 1, entdo o colapso
ocorTers em ag se oy = 8y/an, €0 = £h/ap € ap = ap, assim, mudar ap é equivalente a

dividir éy e g9 por ag A fungido s nao se altera por essa transformacao

s = O(ap—ac (6é/ag,eé/ag,ag)) = 0O (ag — aoac (6y, 5, a0)) =
O (1 —ac (65,20, 0))

onde usamos novamente a propriedade (3.39). O outro lugar onde &g e g se manifestam
na expressao {3.59) é na distribui¢ao de probabilidades, onde eles aparecem divididos
por A. Assim, da mesma forma que na abordagem original de PS, mudar gy equivale
a multiplicar A por a;'. Considerando o colapso genérico, desde que a, seja a uma
funcao das condigGes inicials, temos que a auto-similiridade temporal da fungao de massa
¢ preservada. A partir de agora faremos ag = 1.

Substituindo a (3.61) na (3.59) obtemos:

V-5 [ 55

onde fda,/dx é calculado em y, (YA, ap) . Assim, reduzimos a integral tripla (3.59) a uma

daci

P (V) Py (xq) Pa (o) dvday, (3.62)

integral dupla. Esta expressio pode ser simplificada ainda mais se a fungao e (z, a)
depender somente do produto z¢= (a), 0 que é uma 6tima aproximagio para as aprox-

imacgdes locais estudadas (veja a segdo 3.3.2). Dessa forma fica fécil obter x em termos
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de vA e ag. Utilizando a relagio (3.39) e a propriedade (3.43), teremos:

1
Qc (VA: XAa O.’o) = MH ( X g (Of()))

o1’

Para a. = 1 obtemos

Xo = mﬁ" (lbAlD, (3.63)

onde o superescrito + fica implicito para v positivo, e o — para v negativo. Como
utilizaremos a funcdo H ajustada numericamente, é melhor trabalhar diretamente com
a sua inversa, e ajustar H ! para cada aproximacéo local. Os resultados desses ajustes

sdo mostrados na se¢éo 3.3.2. Com a expressio (3.63) podemos calcular

v?A 8H!
g (a) Oa,

Oa, |
ax

_ 9] _
- |51

H

onde 8H™1/0a, é calculado em |vA|. Substituindo este resultado na (3.62) obtemos

Dozl

onde X, = V] fa/g (a0), com fy = H~1 (juA\]).

Como P (v) e 0H ! /da.fj,a ndo dependem de o, integraremos primeiro em o

finalmente:

, |[0H™1 1
Bae g (cn)

PV(V)PX(XG)Pa(a)daodys

m 1 5 2
Li{v,A) :=f - e 2We/9l@)l' P (n4) doyg. (3.64)
o 9° (o)

Nesta expressio utilizamos P, (vfa/g (cp)) oc e 8Wfe/ol@) (uf /o (0o (eq. 3.56) e

deixamos o termo (v f)* para a integral em v.
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A funcao de massa universal serda dada por

OH-1
da..

e~ 2dy. (3.65)

1 oo
®(2)= N [ I (v, A) £

P2y

onde N é o produto das normalizacdes de P, e P, (eqs. 3.55 e 3.56): N = 50+/5/6m o
17,8. Note que a integral acima é limitada para valores positivos de v. Esse limite &
definido pela condigao i = 0 para vA > fo, de modo que integraremos até v = fo/A. A
constante fy tem o valor 1.686 nas aproximagdes locais e 3 na ZA. Na prética, separamos
as integrais I; e ® (A) em integrais sobre v positivo e negativo e usamos H ! egtem
cada caso. Como o integrando da equacao (3.65) deve ser continuo em v = (), comparar 0s
seus valores para ¥ — 0% e v — (™ é1itil para conferirmos se as fungdes foram ajustadas

corretamente.
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Figura 3-9: Grafico da funcdo g (o) (eq. 3.44) correspondendo a 6p > 0 para a DTA. Os
graficos para 6y < 0, e para a LTA sdo muito semelhantes.

A integral I, & fungdo apenas de z = vf,, ¢la se assemelha a uma gaussiana, mas
decai de forma diferente para z > 1. Ela é calculada pelo método de Gauss-lLegendre
com dez pontos. Essa escolha fornece uma boa relagao precisao/tempo de calculo. Nos
verificamos que aumentar para cem o numero de passos, ou utilizar 0 método de Runge-
Kuta adaptativo praticamente nao muda o resvitado. Variagdes maicres que 0,1% so

aparecem préximo de z = 10. A partir desse valor podemos utilizar uma expressao
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analitica para I;. Note que, para z > 1, s6 os maiores valores de g (ag) contribuem para
a integral. O médximo de g ocorre para ag = 0 (veja fig. 3-9), de modo que devemos
expandir o integrando da equago (3.64) proximo desse valor. Como g’ (0) = 0 (eq. 3.44),
teremos :

it O
g(a0)1’1+92( )af,.

Proximo de ag = 0 a (3.57) fica P, = /2. Substituindo esses resultados na (3.64) e

mantendo os termos de ordem mais balxa teremos

5.2

b 1 —3T m "
I = f e 5@/5)" P (aq) dag = € f 359" 0008 o gy
o g (o) 2 Jo

Note que g" (0) < 0, de modo que novamente sé valores de ag préximos de zero contribuem
para essa ultima integral. Assim, podemos escrevé-la como uma integral no intervalo

[0, 00) e obter uma solugdo analitica. Substituindo resultado na expressao acima obtemos

10 grr (0) 2’

Verificamos que para z =~ 10 a integral (3.64) jd se aproxima muito do seu valor assin-
tético.

Como a forma do integrando da expressdo (3.65), incluindo a sua largura e posigao
do méximo, muda muito com A, utilizamos um método de Runge-Kuta adaptativo para
resolver essa integral, parando as iteracoes quando ela converge. Em cada passo, pre-
cisamos calcular I, Os resultados obtidos para a LTA e DTA serado discutidos na préxima
subsecao.

No caso da aproximacao de Zel'dovich podemos simplificar ainda mais o célculo da

funcao de massa, pois como veremos, é possivel obter uma forma analitica para /;. Da
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expressao (3.42) temos

ac (£l,1,0) = af(m,a):Hi(f)zﬁ, com f = zg(a),
onde  g(a) = cos (%) . (3.66)

Nesse caso, é facil encontrar expressoes analiticas para todas as quantidades que aparecem

no célculo da fungao de massa:

de modo que

‘%’* ; (f’?ﬁ ) _3
Oac [y Of \p=nzw) 2y*
Assim, teremos
11
F= - (3-vA
Vfﬂ. A2 ( v ) H

e

3 4 1 _U2 9

I=Tg (3-vA) e 2

Fazendo a mudanca de varidveis

£ = sin (%) — Pda =z B — 222] Bﬁﬁd—:-ﬂ—

1 — 2

?

podemos obter uma expressao analitica para a integral I;:

L= f L3019 b (0) da = e 3007 L
Q0

4(vf)* EELTp
e T oy [ (e wrP _ 1) +3},

10
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onde f* = (3/(Jv|A) F 1) /2. Comparando esse resultado com o cdlculo numérico de I,
aplicado 4 ZA podemos testar o nosso método para determinar /.

A funcao de massa serd dada por:

115V e v? 5(3 — vA)?
PA) = BEr ) M (—?) eXp [‘g_@— x
2
[%AQ (exp {—%@AL?A) - 1) + —g (3-— UA){I dv (3.67)

Discussao dos resultados

Com os métodos apresentados nas se¢des precedentes, nds calculamos a funcao de massa
universal para a ZA, LTA e DTA. Nio é possivel calcular ® (A) para a MZA e CZA,
ja que elas ndo se aplicam a algumas regioes subdensas. Na figura 3-10, mostramos as
funcOes de massa para essas aproximacoes. Para comparar, mostramos também nessa
figura o ajuste aos resultados de simulagdes de N-corpos obtido por Jenkins et al. [103],
assim como a funcdo de massa de PS.

A existéncia da funcio de massa universal foi inferida a partir da equacéo (3.54), que
supde un critério local para definir a forma¢io de um objeto. No entanto, a relagéo (3.58)
foi verificada em simula¢des numéricas de alta resolucéo [103]. Em principio, a invariancia
no tempo s6 seria vilida num universo de Einstein-de Sitter, pois precisamos utilizar a
relacgdo (3.39). Porém, as simulagdes mostram que a (3.58) é satisfeita independentemente
do tempo, dos pardmetros cosmolégicos e do espectro de poténcia [103].

Vemos que os resultados da DTA e LTA sdo muito similares. Além disso, no limite de
grandes massas (A < 0.5), elas reproduzem bem os resultados de N-corpos. Entretanto,
podemos ver que essas aproximagdes superestimam a concentragao de massas proxima
a A = 1. A cauda direita da distribui¢do cal mais rdpido que as simulagoes de /N-
corpos. Essa tendéncia ainda é mais amplificada na ZA. No entanto, nessas aproximagoes,
a posicao do pico da distribuicdo estd bem préximo das simulagoes, fornecendo uma
estimativa melhor do que a func¢io de PS; em particular, a LTA e DTA fornecem quase

o mesmo valor que o resultado de N-corpos.
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Figura 3-10: (a) A fungio de massa universal calculada com a LTA (tracejado), a DTA
(traco-ponto) e a ZA (pontithado). Para comparar, mostramos nesta figura o ajuste
para as simulacoes de N-corpos (linha+cruz) obtido por Jenkins et al. [103] e também a
fungao de PS original (linha continua). (b) O mesmo que em (a) mas agora uma escala
logaritmica é utilizada no eixo y. Aqui o eixo z ¢ limitado ao intervalo 0.332 < A < 3.32
varrido pelas simulagoes de N-corpos.
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Devido & normalizacdo da funcdo de massa, o fato de que préximo de A = 1 o mimero
de objetos & superestimado nas aproximagoes locais, implica que elas deveriam fornecer
uma estimativa menor do que as simulagdes de N-corpos para A suficientemente grande.
Nesse caso, a contribuigao dos objetos de baixa massa é dominante. Em qualquer processo
realista, esses objetos devem surgir da fragmentacao de aglomeractes maiores. O critério
para a formacao de um objeto pelo colapso direto de uma regiao perturbada nao leva em
conta esse processo complexo de fragmentacao. Dessa forma, a discrepancia da fungao
de massa para grandes valores de A pode ser atribuida ao uso da expressao (3.54) e nao
da defini¢ao (3.50).

Um dos erros cruciais da aproximacao de Zel’ dovich que influencia o cdlculo da funcio
de massa & que ela superestima o tempo de colapso para uma perturbacao esférica. Isso
acaba causando um aumento de @ (A) préximo a A = 1, como se aumentassemos o valor
de &, na expressao de PS (eq. 3.53).

O problema da normalizacdao nao é muito importante nas aproximacgoes locais, pois
os fatores de normalizacio estdo préximos de um (1/0.92 para DTA e ZA e 1/0.89 para
a LTA). J4 na dedugho original de PS o fator de normalizacgio requerido era Fy = 1/0.5.
Isso se deve ao fato de que, no modelo do colapso esférico, sé regioes sobredensas colapsam
e estas correspondem a metade das perturbacoes.

Apesar de estar baseada em suposicOes fisicas erradas em relagdo & dindmica do
colapso gravitacional, a funcdo de massa original de Press & Schechter ¢ bastante boa
quando comparada com as simulagoes numeéricas.

A abordagem de PS supde que hd um critério local para definir se um elemento de
volume colapsou para formar um objeto ligado. Ou seja, precisamos saber se um objeto
¢é formado em a = ap a partir das condigfes iniciais num ponto. Isto faz da funcao de
massa uma quantidade intringsecamente lagrangiana, como foi observado primerramente
por Monaco [85]. Mas qual critério devemos utilizar para determinar o tempo de formagao
de uma estrutura? No nosso calculo, estivemos sempre utilizando o tempo de colapso a.,
porque é natural pensar que em a, ocorrerd o cruzamento das trajetdrias e a subseqiiente

virializacao, com a formacao de um objeto ligado. Além disso, é essa quantidade que
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sabemos calcular com as aproximacdes locais.

No entanto, como vimos na se¢do 3.1.1, o tempo de colapso e, equivale geralmente
a0 colapso no primeiro eixo. Pode-se argumentar que esse nao € um bom critério para
a formac¢ao de uma estrutura, ja que ele corresponde ao colapso planar. Talvez fosse
melhor definir a formacao de um objeto ligado quando ocorresse o colapso nos trés eixos,
mas infelizmente nem as aproximagoes locais, nem nenhum outro método lagrangiano,
permitem acompanhar a evolugao além do colapso no primeiro eixo.

No caso do colapso esférico é mais facil definir o tempo de virializagao pois a divergén-
cla na densidade e o colapso nos trés eixos ocorrem ao mesmo tempo. Assim espera-se
que a.;- seja da ordem de a..

Alguns autores tentaram ultrapassar o limite do formalismo lagrangiano através de al-
guns Ansatz para o tempo de colapso no terceiro eixo. Uma extrapolacio da aproximacio
de Zel'dovich daria que ele ocorre quando Xa = 1, se A; é 0 menor autovalor. Nesse
caso é facil calcular a fungdo de massa, basta trocarmos cos (ag/3) por cos [(ag + 27) /3]
na expressao (3.66). Lee & Shandarin [99] propdem que a virializagdo ocorre quando
Ma = A, onde o parametro ), é ajustado para estar em acordo com as simulacgtes
numéricas. Audit et al. [81] utilizam uma expressio para a,;, que é apenas funcao de
uma componente do cisalhamento, motivados pelo fato de que a, é pouco sensivel a outra
comporente (veja a se¢o 3.3.2). Também hd parametros livres que devem ser ajusta-
dos. Sheth, Mo & Tormen [98] utilizam o modelo do elips6ide para estudar o colapso no
terceiro eixo. Para evitar a divergéncia eles congelam os dois eixos menores quando estes
atingem um certo valor critico.

Todos esses critérios para o colapso no terceiro eixo sio puramente empiricos € nao
tém nenhum modelo dindmico por trds. A maioria tem parametros livres que sao ajusta-
dos para concordar com os resultados de N-corpos, perdendo qualquer valor de predicao.
Além disso, essas abordagens sempre requerem grandes fatores de normalizacao (12.5 no
caso da extrapolagdo da ZA). Aqui estamos interessados apenas em aplicar os modelos
dinamicos proporcionados pelas aproximacdoes locais, que permitem calcular a. sem nen-

hum parédmetro livre e que ainda estao no limite de validade da abordagem lagrangiana.
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Vemos, no entanto, que a dinimica acaba nao tendo um papel tao importante no
cdlculo da funcdo de massa, j4 que ela entra apenas através da determinagao do tempo
de colapso em funcao das condigbes iniciais. Em particular, a,; ¢ uma propriedade
do regime altamente nao-linear, quando as particulas se cruzam até formar um objeto
gravitacionalmente ligado. Nessa situacao a matéria escura deveria ser tratada como
um conjunto de particulas, jé que a descricao de fluido deixa de ser valida, ¢ nao é
mais possivel utilizar as aproximacoes locals. Seria interessante estudar o processo de
viralizagdo em simulactes de N-corpos e ver como ele se relaciona com o tempo de
colapso nas vérias geometrias possiveis.

Se tivéssemos uma prescricao para determinar o tempo de virializacdo em funcao dos
pardmetros inictais, € isso que utilizarfamos no lugar de a. para calcular a funcio de
massa, 0 resto do formalismo nao se modifica.

Por iltimo, & preciso dizer que o cédlculo da fungdo de massa nas simulagoes de N-
corpos também depende de virias quantidades, como a escolha do algoritmo identificador
dos halos e dos pardmetros associados e esse algoritmo. A tendéncia desses algoritmos é
escolher aglomeragoes esféricas e nao panquecas e filamentos. Isso também pode explicar

a discrepancia entre os resultados das aproximacotes locais e as simulagbes de N-corpos.

3.4 Teoria de Perturbacao Lagrangiana e Aproximacoes
Locais

Nesta secao desenvolveremos um estudo das aproximacgoes locais no regime quase linear.
Para isso faremos uma comparacao entre os resultados perturbativos das aproximacoes
locais e a teoria de perturbacdo lagrangiana (TPL), para um fundo de Einstein-de Sitter.

Escolhercmos os eixos de modo que ‘I’Eﬂj.) (¢) seja diagonal no ponto g. Assim, podemos
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escrever as condi¢des iniciais como \I!Efj} = - )J6,;. Dessa forma, a equacéo (2.45) fica

3
v = - [(AO + A3+ 297 - (()\?)2 + ()" + ()\3)2)] = (3.68)
3 3
= — (M0N0 4+ 2908 + A00)) = — 7.

Por outro lado, com o ‘I!£|23) calculado pelas aproximagdes locais DTA e CZA (eq. 3.1)

obtemos:

3 (2)
w; 3 ]
U =2 = [N+ (048 8+ (004 ) 2 = ~Zm

=1
que € o mesmo resultado que a equagio (3.68). No caso da MZA, temos

5.-D@) 3
(2) Z DT TIQZ 30—
qlth a2 - 77]1 __n2?

que também estd em acordo com TPL. Dessa forma, vemos que o trago de J;; até segunda
ordem, € 0 mesmo para as aproximagdes locais e a teoria de perturbacio lagrangiana.

A expressao (2.44) ndo depende se ‘Ilfl’;) é calculada pela teoria de perturbacao la-
grangiana, ou por algum outro método, como as aproximacées locais por exemplo. Vemos
portanto que, até segunda ordem, a TPL e as aproximagoes locais dao o mesmo resultado
para o contraste de densidade’ 6. No entanto cada elemento do tensor de deformacao
pode ser diferente nessa ordem (veja a préxima subsegéo).

Esse resultado era de se esperar pois, como foi mostrado na secédo 2.3.4, a solucao
de segunda ordem para é e 6 é realmente local e nio depende da aproximacao utilizada.
Temos aqui em exemplo em que as aproximagoes locais podem dar um resultado incorreto
para os elementos do tensor de deformacao (diferindo da TPL) e correto para é e 8, como
haviamos comentado na secio 3.1.2. Na proxima subsecido veremos um exemplo especifico

onde isso acontece.

“Como vimos na secio 2.3.4, a LTA e a NMA também déo o resultado exato para é até segunda
ordem.
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Em segunda ordem ¥;; continua simétrico {como vimos na secdo 2.2.2), mas nao
podemos dizer se permanece diagonal. A resposta serd dada pela integragao da equacéo
de Poisson e val depender do problema especifico em questao. Mesmo se houver termos
nao diagonais a expressao (3.68) mostra que eles ndo influenciam no cdlculo da densidade
nessa ordem.

Note que, se supusermos que \If )¢ diagonal e que pode ser escrito apenas em termos
de /\?, é possivel separar a equagido (3.68) em trés termos obedecendo os critérios de
simetria discutidos na se¢ao 2.3.2. Obtemos assim o mesmo resultado que a (3.1). Isso
& equivalente e separar a equagdo de Poisson em trés, como fizemos para obter a DTA
(secio 2.3.2).

Vimos que as aproximacoes locais e a TPL concordam até segunda ordem no cdlculo
de 6. Serd que esse resultado se mantém para ordens mais altas? Nés ainda nio obtivemos
a solugdo de terceira ordem da DTA e LTA, mas possuimos essa expressao para a CZA
e para a MZA. Vamos entao calcular o contraste de densidade até essa ordem, na CZA,
na MZA e na TPL. Em terceira ordem, o determinante de J;; fica {usando as egs. 2.42
e 2.43):

. i 2
J:1+a%y+f@$+§f[@%»~—mem}+ (3.69)

{w“+wm®2—-p“

i i il

o 6] o (1)} -

14+ aJW 4 a2J@ 4 g3 g,

Como vimos acima, resultado de segunda ordem J®) & o mesmo para as aproximagoes
locais e para a TPL (e JU s6 depende das condigdes iniciais). Entretanto nio é possivel

calcular .J até terceira ordem sem conhecer todos os componentes de ¥ de modo que

zIJ !
a solugdo para & nessa ordem jd ndo é mais local. No entanto podemos tentar fazer uma

estimativa dessas componentes usando a solugio de segunda ordem da DTA e CZA (3.1).
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Dessa forma, teremos

3,2
R o (3.70)

il7 =gl a3
=1

Com isso, podemos calcular ‘I’Sﬁ} pela TPL. Usando a equagédo (2.46) obtemos

B = gl = 5 [0+ ()7 ()" X+ 09" M+ () M+ 09" =
8 i)
= MR- D00 5+ ). (3.71)

Calculando esse termo pela CZA temos

18 107
\I’(S) _ “_/\0)\0/\0

=" ) ()\?)2 (20420 (3.72)

O fator do primeiro termo difere de apenas 3, 6% do resultado da teoria de perturbagao
lagrangiana de 3¢ ordem, o segundo difere de 1,9%. E interessante notar que as (3.71) e
(3.72) coincidem para a simetria esférica e plana e estao em acordo com a solugao exata
nesses casos. Ja para a simetria cilindrica a diferenca dos coeficientes € de 1,9%. A
expressao correta nesse caso € a (3.71), como pode ser observado na solugao de terceira
ordem para o caso cilindrico (eq. 2.80).

Agora podemos calcular o termo de terceira ordem do determinante do tensor de
deformacao, J®. Como a solu¢io de segunda ordem é a mesma na DTA e CZA, a unica
(3).

diferenca aparecera no termo ¥,

i

3
J® = (a + 1—76) MNANg + (b+ 14) Z (A%)7 (A2 +22)

onde a = —8/21 e b = —-18/44 para a TPL, com a solucgao de segunda ordem da CZA e
DTA; ea= ~5/42 ¢ b = —(078/882, para a solu¢do de terceira ordem da CZA. Assim, o
coeficiente do primeiro termo difere de apenas 2,5% e o do segundo difere de 0, 7%.

Note que, pelas (2.48) e (3.70), se ¥,;; é diagonal até segunda ordem, ele serd simétrico
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até a terceira.

Na discussdo anterior, utilizamos a solugido de segunda ordem da CZA e DTA para
fazer uma estimativa de tllfﬁ} na TPL e comparar com o termo de terceira ordem da CZA.
Podemos seguir o mesmo procedimento utilizando o termo de segunda ordem da MZA

no célculo de 1115[? Nesse caso teremos {(eq. 2.53)

3 40 (2)30
( AjaDV A 3n 9 9 2
THE = DS =2 (00 097+ 097
i=1

3 3
ppe _ (i) (S PON) 3,
iji T4i T 3 = ?—7?1-
a ™

Substituindo este resultado na (2.46), obtemos

3) 1101}2

"= Ty (AOAO +A0A 4+ A9A]) + 1,\0,\0)\0 (3.73)

3

Calculando essa quantidade a partir da solugdo de terceira ordemn da MZA (eq. 2.54),

obtemos

(S)AO 10 o
A — Sy = 3.74
" Z {7 (m) m| " (8.74)

1 10 1
— 2 2 (DA 4+ AN+ AAD) + AT,
37 m 3
Vemos portanto que o valor de ‘IJ ) caleulado pela TPL em tercera ordem, supondo
vilida a solugao de segunda ordem da MZA, é idéntico ao obtido diretamente da solugao
de terceira ordem da MZA. Esse resultado difere da solugdo obtida utilizando a expansao

de segunda ordem da DTA (eq. 3.71) e da solugdo de terceira ordem da CZA (eq. 3.72).
Isto era de se esperar, pois a MZA difere da DTA e CZA j4 em segunda ordem.

Nesta secdo mostramos que a expressao de & até segunda ordem na TPL é local.
. . . ~ . ) R
Vimos que esta expressao € a mesma em todas as aproximagoes locals, pois ‘I’eu coincide

em todos os casos. Supondo que a solugdo de segunda ordem de uma dada aproximacgao

191



local é valida, utilizamos a TPL para calcular lllfﬁ) O resultado pode ser c0mparad6
com a solucao de terceira ordem dessa aproximacdo, sendo uma espécie de teste de auto-
consisténcia. Na MZA obtivemos o mesmo resultado nos dois casos e na CZA houve uma
pequena diferenga. Acreditamos que a solucao de terceira ordem da DTA deva satisfazer
a equagao (3.71).

Na préxima segdo, aplicamos a TPL a um elipséide homogéneo, resolvendo explicita-
mente a equacao de Poisson e comparamos as solugoes de segunda e terceira ordens com

as aproximacoes locais.

3.4.1 Aplicagao da TPL a um Elips6éide Homogéneo

Ha vérios testes da teoria de perturbacao lagrangiana (TPL) na literatura, incluindo
andlises estatisticas e comparagao com simulagdes de N-corpos (veja a ref. [106], por
exemplo). No entanto ¢ interessante termos um modelo analitico para fazer a comparacio
com a solugao exata e com outras aproximacoes. Uma comparagao com aproximacoes
nao-lineares eulerianas numa heterogeneidade esférica é apresentada em [107]. A TPL
também foi aplicada a modelos de voids esféricos [108]. Como as aproximacoes locais
sao exatas para as simetrias plana, esférica e cilindrica, elas tém a mesma expansio
perturbativa que a TPL nesses casos. Precisamos portanto de uma situagio mais genérica
onde possamos testar as expansoes perturbativas e compars-las com os resultados da
TPL. Um bom candidato seria o modelo do elipséide homogéneo (MEH), que tem uma
solucao analitica aproximada. Esta andlise servird ao mesmo tempo para comparar a
TPL com a solucao do MEH, e para comparar a TPL com as aproximacoes locais numa
configuracao especifica.

Vamos entao aplicar a teoria de perturbacao lagrangiana a um elipséide homogéneo.
Conio sabemos resolver a equacgio de Poisson no elipséide, poderemos obter as expressdes
explicitas de 11’5”). Utilizando as condigoes iniciais de um elipséide homogéneo, teremos

Pl = - (608;/3) 6.; (eq. 3.30), substituindo este resultado na equacao (2.45), obtemos

#J
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v® = 3 50 8o\ 2 2 Ny

363 1, o 2 2
Como IIIEZJ é irrotacional no espaco lagrangiano (eq. 2.47), podemos escrevé-lo como o
gradiente de um potencial ¢¥. Assim a equacio (3.75) fica

352

vq¢(2) 14

P_lm“”%+%ﬂ:'

O lado direito dessa equacao é independente da posicao. Como vimos na seciao (3.3.1), a

solucao da equacao de Poisson dentro do elipséide é dada por

¢ = A" + Ayl + Asg? + const. (3.76)
com
1 oe ds
A= -F XXX f )
4Ry (X249 T ) (KB - 5) (X +9)

Note que utilizamos os valores iniciais dos eixos X; porque a integral ¢ feita no espaco
lagrangiano, o que é equivalente a integrar em z; no limite em que a vai a zero. Com as

definicdes de 3, e Rp (egs. 3.27 e 3.25) teremos®

6%

v = ¢ 5 |1 gﬁ+@+ﬁ)- (3.77)

Com essa solugao, podemos obter a solugao de terceira ordem. Da equagdo acimna. vemos

T 3 T L. . .
lIfi‘? é diagonal, de modo que ‘I’e('u) serd simétrico e W; é irrotacional em terceira ordem.

¥Sem soma em 1.
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Novamente poderemos escrever

v — v, ¢®.

ili
Utilizando a equacdo (2.46) e resolvendo a equacdo de Poisson, obtemos

@(3)_@63{;66[3 _3[1_1(ﬁ2+ﬁ2+ﬁ2)r} (3.78)
i g 0 97 1~2+3 14 9 1 2 3 ’ .

onde novamente nao hd soma em i nessa expressao.

Note que, para obter as expressoes (3.77) e (3.78), ndo é preciso supor que o elipséide
fica homogéneo ou que ele mantém a sua forma durante a evolugao, ja que a solucao da
equacgao de Poisson € obtida em a — 0. No entanto, com o ¥; calculado até terceira
ordem podemos ver (pela eq. 3.69) que a densidade é a mesma em todos os pontos, jd
que \Iiflnj) nao dependem da posi¢ao. Se ¥;); continua simétrico até ordem n, poderemos

sempre escrever uma equagio de Poisson para ¢™. Se \Pg;’;_” nao depende da posicao,

™

[ j) nao dependerd da posicao.

a solucao para ¢™ serd dada pela (3.76}, de modo que \IJE
Assim, se ¥y, € simétrico até ordem n o elips6ide continuara homogéneo até essa ordem.
Além disso, teremos sempre que lli,(n) o ¢;, de modo que a relagdo (3.23) é mantida.

Até terceira ordem a trajetoria sera dada por
T; = ¢+ \1}5% + \111(2)@2 + \111(3)a3. (3.79)

Quando fizermos a comparagao com o MEH, vamos escolher ¢; como sendo os valores
iniciais dos semi-eixos, de modo que z; = Y.

Vamos aplicar a (3.79) as trés simetrias para verificar as expressoes (3.77) e (3.78):

. . 2
e Para simetria plana temos 3; = 3, 3, = 33 = 0. de modo que lIIE ) = \Ii£3) =0,
como era de se esperar, pois a aproximacao de Zel’dovich é exata nesse caso e todos

os termos de ordemn mais alta se anulam.
o Na simetria esférica temos 3, = 8, = 3 = 1. Nesse caso, a (3.79) com as expressoes
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(3.77) e (3.78) dé

) Soa  6a® 23650
Ti=g | 1- o — == :
7 3~ 21 1701

que estd em acordo com a expressao (2.75) e com o resultado obtido em [107] para

a PPZA.

e Com simetria cilindrica temos 5; = F, = 3/2, 85 = 0, de modo que a (3.79) fica

T; = (1 — 6—0(} — 363@2 - 562&3) ;

2 o6 336

parat =1,2 e 13 = g3. Assim

b 3 5,5

que também estd em acordo com a expansao (2.80).

Comparagao com as aproximagdes locais

Vamos agora escrever a solucdo de segunda ordem das aproximacoes locals com as
condicdes iniciais do elipséide homogéneo (eq. 3.30). Nesse caso A) = 6,/,/3, e a solucio
de segunda ordem da DTA e CZA fica

461' 621

3
@ o A0 A0 g = g2
w; AN+ A a 2003

(Bj +ﬁk) a’ =

Vernos que essa expressao & diferente da que seria obtida da equagdo (3.77):

, 1
odafotonele o

Portanto podemos ver explicitamente que as aproximacoes locais dao um resultado equiv-

ocado, ja em segunda ordem. O quanto isso afeta a qualidade das aproximagoes locais,
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nao estd claro. Precisamos varrer todos os valores possiveis de 3; e ver como se compor-

tam as diferencas entre essas duas expressoes.

A solugao em segunda ordem da MZA (2.53) fica:

w® = T2 (5,0, + B8+ 5 a? = (381

B; 1
~Gs[1- @] @,
onde, na ultima igualdade utilizamos o fato de que 3, -+ 3, + 8 = 3, e que 1, = bp.
Vemos que as expressoes (3.80) e (3.81) sao idénticas, de modo que a MZA é correta em
segunda ordem para o elipsoide.

Vamos ver agora os resultados em terceira ordem. O termo de terceira ordem da CZA
fica

w(3) _ _58&3[3 1

D= - s [221(85 + 87) + 226,08, -+ 471 (8, + B,)]

que novamente difere da solucdo da TPL em terceira ordem (eq. 3.78):

. 1 2
‘1’1('3) = %5803 {2—76162183 - 1_54 [1 - % (521) +/3§ + ﬁ%)] } .

No caso da MZA, a solugdo de terceira ordem (2.54) fica:

B G
w® = _"é‘ 3 14 1-= (181 +62 +/33) - 2_7181/32/33
Que é idéntica ao resultado da TPL em terceira ordem. Dessa forma, a MZA é exata

para o elipsdide pelo menos até a terceira ordem. Talvez por isso a MZA forneca o melhor

resultado para a evolugao dos eixos (como vimos na secdo 3.3.1).
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Conclusao

Nesta secao comparamos a TPL com as aproximagoes locais no caso do elipsdide ho-
mogéneo. Com essa escolha, temos a solugdo exata da equagao de Poisson, o que permite
determinar completamente os ‘Ifgn). Temos também uma solugdo analftica aproximada
(veja a se¢do 3.3.1) que pode ser utilizada para comparar com as expansoes lagranglanas
e com as aproximacoes locais. Além disso, com a escolha do elipsdide evitamos dois
aspectos probleméaticos das aproximagoes locais: a manutengao da diagonalidade e a re-
composicio das posicdes (que estdo diretamente ligados). Com isso podemos testar essas
aproximacoes independentemente desses problemas.

Verificamos neste caso que a MZA é exata, pelo menos até terceira ordem. Como
qualquer elemento de volume com ,\? > 0 pode ser identificado localmente com o elipsdide,
esse resultado implicaria que a MZA é a melhor aproximacao local para esse tipo de
condicao inicial. De qualquer forma, para quantificar os desvios das outras aproximagoes
com relacio & solucao exata, deveriamos calcular as diferengas em todo o Intervalo de

variagao de j3;.

3.5 Perspectivas futuras

Nesta secdo, discutiremos algumas perspectivas de trabalho futuro para completar o es-
tudo das aproximacoes locals. Como vimos nas se¢des anteriores, essas aproximacoes tém
um comportamento muito semelhante. Por ser uma expressao analitica, os cdlculos com
a CZA sdo muito mais rdpidos. No entanto, essa aproximagao nao pode ser aplicada
a flutuagoes subdensas, porque a expansao em série de poténcias deixa de valer. Esses
resultados, levaram a idéia de buscar uma aproximacao local escrita como uma fungao
racional (eq. 2.83), que fosse valida para quaisquer condigoes iniciais. Alguns parametros
seriam escolhidos de modo a reproduzir o comportamento assintético genérico discutido
nas secoes (2.73) e (3.1.1). Os outros seriam determinados utilizando os resultados de
outras aproximagoes locais. Essa nova aproximagao permitiria incorporar as vantagens

de todas as aproximacdes locais, sendo exata nas trés simetrias, podendo ser aplicada a

197



quaisquer condigoes iniciais, reproduzindo o comportamento assintdtico correto e oferle—
cendo grande velocidade de calculo.

A seguir, apresentaremos uma proposta para fazer a comparacao entre as aproxi-
magoes locais e as simulagdes computacionais de N-corpos. Esse seria o teste definitivo
para determinar o limite de validade dessas aproximacoes. Depois discutiremos algumas

extensoes das aproximacoes locais.

3.5.1 Simulagoes de N-corpos

Para testar a acurdcia das aproximagoes locais, nés comparamos os seus resultados com
o modelo do elipséide homogéneo (se¢io 3.3.1) e com a teoria de perturbagao lagrangiana
(se¢do 3.4). No entanto, esses estudos se restringem ao regime quase linear ou a situacoes
ainda muito simétricas. Para testar as aproximacoes locais em situa¢oes genéricas, é
preciso recorrer a simulagoes de N-corpos.

Nas simulagoes de N-corpos a matéria escura é representada por particulas. Para
realizar essas simulagoes devemos fornecer as posicoes e velocidades iniciais das particulas
e, & claro, o modelo cosmoldgico de fundo. Cada particula segue uma trajetcria definida

pela equacédo (2.6), onde o campo gravitacional peculiar na particula A ¢ calculado por

¢ = —Ga® Z _.m—B_. (3.82)
BA | € ~ T4l

Na verdade é preciso colocar uma suavizacio no cdlculo do potencial, para representar a
forca entre dois corpos finitos, de modo a evitar a formacao nao fisica de bindrias com-
pactas. Para isso basta acrescentar uma constante no denominador na equagao (3.82).
Calcular as forgas pela soma direta entre todos os pares é proibitivo, mesmo com os
grandes supercomputadores de processamento paralelo. Um miimero tipico de particulas
nura simulacgio atual € N = 107. Nesse caso, um inico c4lculo das forcas por soma direta
levaria vdrias horas num computador de 100-GFlops (10° operagdes de ponto flutuante
por segundo). Existem varios algoritmos para calcular as forcas gravitacionais. O mais

popular atualmente para simulagoes cosmoldgicas ¢ o P3M (particle-particle/particle-

198



mesh) adaptativo, que combina métodos de transformada de Fourier para a contribuicéo
das particulas distantes, e soma direta para as particulas préximas. Nesse método o
nimero de operacoes varia como N log N, enquanto na soma direta terfamos N2 oper-
agoes. Existem até processadores desenvolvidos exclusivamente para o calculo direto das
forgas gravitacionais. Para um excelente artigo de revisdo sobre simulacoes cosmolég-
icas veja a referéncia [45]. Nés ndo discutiremos mais nenhum aspecto das simulacoes
de N-corpos aqui. Trataremos esses métodos como uma “caixa preta”’, onde entramos
com as posigoes e velocidades iniciais perturbadas e obtemos as posicoes, para um dado
valor posterior do fator de escala a. Um pacote que implementa o algoritmo de P3M e

¢ bastante popular para simulagbes cosmolégicas é o HYDRA [109, 110].

Comparacgao entre as simulagées de N-corpos e as aproximacgoes locais

Na secdo 3.1.2, nds mostramos que as aproximacdes locais ndo reproduzem corretamente
a dindmica do tensor de deformacio, impedindo o cdlculo das posicoes. Para isso, es-
colhemos um conjunto particular de condigGes iniciais (para as quais J;; ¢ diagonal em
todos os pontos) e mostramos que a evolugao é inconsistente com a preservacao da di-
agonalidade (implicada em todas as aproximagoes estudadas). Como fazer entao para
comparar as aproximagoes locals com as simulac¢Ges de N-corpos se as primeiras podem
fornecer apenas quantidades locais, enquanto as ultimas fornecem apenas as posicdes?
Uma possibilidade é calcular os parimetros cinemdticos a partir do resultado das
simulacoes de N-corpos. Por exemplo, se conhecemos as posicdes das particulas, podemos

calcular a densidade utilizando uma suavizaciao:

§(Z) = maW(F—Tah),
A

onde W é um nicleo {Kernel) de largura h que faz a interpolagdo. Assim, obtemos o
campo de contraste de densidade em funcdo da posicio. Entretanto, o que temos nas

aproximacoes locais & 6 (§) e nao 6 (). Mas nés podemos identificar cada particula e, se
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guardamos as posigdes iniciais, sabemos a coordenada lagrangiana correspondente a cada
uma delas. Assim, se calculamos a densidade na posi¢ao Zg da particula B, sabemos que

ela corresponde a coordenada lagrangiana ¢p. Temos entao

8(d) =Y _ maW (&5 —Za,h),
A

que pode ser comparado diretamente com o resultado das aproximacgoes locais. Inter-
polando a funcao & (§s) podemos ter o campo de densidades continuo 6(g).

Nos poderiamos aplicar um procedimento semelhante para obter os outros parametros
cinemdticos, como o cisalhamento o,;(¢), por exemplo. Para isso deverfamos obter a
derivada do campo de velocidades com relagio 4 posicio, o que pode introduzir erros que
dependem fortemente da resolugéo e que sao dificeis de controlar. Se a interpolacao é uma
tarefa relativamente segura, a derivacio ¢ muito sensivel a variacoes locais. Dessa forma,
o célculo de 6(g7) ¢ muito mais robusto que o dos outros parAmetros cinemadticos. Assim,
vale a pena nos concentrarmos primeiramente nessa quantidade. Além disso, como foi
discutido nas segoes 3.1.2 e 3.4, acreditamos que as aproximagdes locals possam fornecer
bons resultados para § mesmo se os outros parametros cinematicos nio sdo reproduzidos
adequadamente.

Propomos que a funcao 6 (¢) seja a base para a comparagdo entre as aproximacoes
locais e as simulagdes de N-corpos, chamaremos os grificos dessa fungido de mapas la-
grangianos. A partir desses mapas é possivel estudar vdrias propriedades da distribuicao
de massa. Por exemplo, podemos definir uma estrutura como uma regiao que tem um
contraste de densidade malor que um certo valor .. As superficies com é = . definem
a forma das estruturas no espago lagrangiano.

No entanto. ndo podemos fazer uma comparagio direta entre os valores de 6 {q) gera-
dos pelas aproximacoes locais e as simulagoes de N-corpos. Em primeiro lugar, porque ha
regioes em que 6 (§) pode divergir nas aproximacoes locais, correspondendo ao cruzamento

das trajetérias nas simulagoes. Em segundo lugar, porque a evolugao nas simulagoes de
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N-corpos é cadtica, e portanto s6 tem sentido fazer uma andlise estatfstica. Existem
varios métodos estatisticos para estudar as propriedades da distribuicao de matéria. Os

mais conhecidos sao o célculo da fungio de correlagio de dois pontos £ (r), definida por

E(r) = {6 (F+7)6(r)),

e 0 espectro de poténcia P (k), que é a transformada de Fourier de £ (r). Esses métodos
foram projetados para trabalhar no espaco real r, mas podem ser aplicados & distribuigio
estatistica no espago lagrangiano. No entanto, no nosso conhecimento, a funcio de cor-
relagao no espaco ¢ nao tem nenhuma interpretacao fisica e néo pode ser relacionada
com nenhuma quantidade observacional. Ela sé serviria para fazer a comparacio entre
as aproximacgoes locais e as simulacoes de N-corpos.

Hd uma nova familia de estatisticas baseada nas superficies bidimensionais de den-
sidade constante (para uma revisdo desses métodos, veja a referéncia [111]). A mais
conhecida delas & o género (genus) das superficies de isodensidade. O género G (§) de
uma superficie € um invariante topolégico que mede o nimero de buracos menos 0 nimero
de regides isoladas. Pacotes computacionais para calcular o género estao disponfveis em
[111] e [112]. A &rea das superficies de isodensidade também é uma medida estatistica
util. Uma forma completa de descrever a topologia das superficies de isodensidade é
dada pelos funcionais de Minkowski, que foram introduzidos na cosmologia recentemente
[113]. Em trés dimensoes hd quatro funcionais de Minkowski, dois deles sdo o género e a
estatfstica da drea e os outros dois sdo o volume ocupado (relacionada & fungéo de proba-
bilidade dos voids) e a curvatura média integral. Também existem algoritmos disponiveis
para calcular esses funcionais [114].

Uma propriedade importante dos funcionais de Minkowski é que eles sao medidas
globais e aditivas. A aditividade permite calcular essas quantidades somando as suas con-
tribuicoes locais. A grande vantagem dessas medidas é que elas sao invariantes topologi-
cos e portanto nao mudam quando passamos do espago lagrangiano para o euleriano

(supondo que a transformacéo de coordenadas é bem definida). Dessa forma poderfamos
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até calculd-las no espaco real nas simulagbes de N-corpos e no espago lagrangiano nas
aproximacoes locais. O mais importante é que podemos comparar os resultados com os
dados observacionais, sem nos preocuparmos com a transformacio ¢ — . Uma outra
vantagem desses métodos ¢ que podemos estudar essas quantidades num determinado
intervalo de 6 para o qual nao ocorre o ¢cruzamento das trajetérias nem a divergéncia
nas aproximagoes locais. Além disso, esses funcionais sdo numericamente robustos em
relagao a irregularidades espaciais em pequenas escalas. Eles fornecem resultados ro-
bustos mesmo para amostras com um numero relativamente pequeno de pontos. Vemos
portanto que muitas informacées interessantes acerca da distribuigdo de matéria podem
ser obtidas a partir dos mapas lagrangianos, sem a necessidade de calcular as posigoes.
Uma outra quantidade interessante é fungao de distribuicao de probabilidade do con-
traste de densidade f (), que pode ser calculada diretamente das aproximacio locais
com a distribuicio estatistica de condigées iniciais. Definindo uma estrutura como uma
regiao com § > 8., podemos determinar a massa contida nessa regiaqo. Com a fragao de
estruturas de massa M podemos calcular a fungao de massa. Note que esse método é
totalmente diferente do apresentado na secao 3.3.3. La utilizamos um critério puramente
local para determinar a distribuicao das massas. Aqul usamos a distribuicao de matéria
no espaco lagrangiano. Esse cdlculo forneceria a propria funcao de massa, e nio a funcao

de massa universal (veja a secio 3.3.3)

Condigoes iniciais
Na apresentacao acima, pressupomos que tinhamos uma distribuicao de condicoes iniciais
que eram evoluidas no tempo, seja pela aproximacgées locais, seja com simulacoes de V-
corpos. Discutimos como poderfamos comparar os resultados dos dois métodos utilizando
os mapas lagrangianocs. Mas como faremos para escolher as condicoes iniciais?

Nas simulacoes de N-corpos, as particulas, todas com a mesma massa, sao deslocadas

de uma rede cartesiana e uniforme inicial usando a solugao linear {eqs. 2.18, 2.22 e 2.23).
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de modo que as posigdes e velocidades iniciais sdo dadas por
(G =q+6,(93°q), T=5,9"=aHf6, T

(O campo de deslocamento lffg é calculado através da equacio de continuidade linearizada®

(eq. 1.47):

5
=&,

que pode ser resolvida usando métodos de transformada de Fourier, Numa simulagio
realista, o contraste de densidade ¢ calculado pela transformada de Fourier de'® §;. Este
pode ser obtido a partir flutuagbes iniciais gaussianas e alguma prescri¢io para o espectro
de poténcia da matéria (veja o apéndice B).

Utilizando as equagses (2.21) e (1.33) podemos obter a transformada de Fourier de'!
\Ifgj:

ik

\D?J(k) TR

59 (3.83)
Assim, para uma dada distribui¢io de &) poderfamos obter a transformada do desloca-
mento VY e do seu gradiente. Nas aproximacoes locais, as condicoes iniciais sdo dadas
pelos A2 que séo os autovalores de \Ilgj, de modo que precisamos diagonalizar essa matriz
em cada ponto . Se esse processo for feito numericamente, poderemos introduzir erros
mesmo antes de iniciar a integracdo temporal.

No momento, 0 que queremos testar € a capacidade das aproximacoes locais repre-
sentarem corretamente e evolugdo nao-linear. Nesse sentido, nao precisamos 108 pre-

ocupar com uma escolha realista das condigoes iniciais. Se escolhemos condigOes iniciais

realistas (que vem de um dado espectro de poténcia) acabaremos gerando erros numeéricos

¥Notando que no regime linear § = &4 (£)ég (¢), teremos § = 6,60 {§) = (64/6,)6.
WA quantidade &, é a transformada de Fourier da perturbagao ég = a — 0limé/6..

" Note que, como z; — g;, quando a — 0, temos W2 ; = ‘Ilglj.
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para obter X}, de modo que estarfamos comecando com condigdes inicias diferentes das
simulagdes de N-corpos. Podemos gerar as condigoes inicials por uma expressao analiftica,
de modo que \Il?!j saia automaticamente diagonalizado, evitando assim a introducgao de
erros numéricos. Dessa forma, testamos apenas a habilidade das aproximacgoes locais em
reproduzir os resultados das simulagdes. Podemos determinar, por exemplo, até que valor
de é ou de a essas aproximacoes sao boas. Um exemplo de condigbes iniciais analiticas

seria escolher
‘I’? = Ci Cos (kﬂh) .

Desse modo, temos automaticamente < ¢ >= 0, as condigdes iniciais sao periddicas e é

facil normalizd-las. Com essa escolha obtemos
60 (cj) = [Clkl sin (qul) + Cgkg sin (kg(]g) + Cgkg, sin (k3(]3)] R

Condigoes iniciais semelhantes foram utilizadas em [64] para estudar a invarifncia de
escala antes do colapso na formacio dos halos de matéria escura.

Depois podemos fazer a comparacgio com condigdes iniciais cosmoldgicas realistas e ver
qual a influéncia dos erros numeéricos no calculo de A?. Podemos partir de alguma forma
analitica de &, ou utilizar um pacote de condicoes iniciais como o COSMICS [252, 115].
Esse pacote calcula diretamente o campo de deslocamento U9 dada a cosmologia de fundo
e a normalizacao do espectro de poténcia. O contraste de denstdade &; é calculado a partir
do espectro de poténcia, que inclui varios processos fisicos das flutuagoes primordiais até

a recombinacao.

Reconstrugao das posigoes

Apesar de J;; nao ser um campo gradiente nas aproximacoes locais, podemos insistir
em calcular as posicoes a partir de w;, ignorando a inconsisténcia discutida na segao

3.1.2. Para condicdes Iiciais genéricas, cada elemento de volume terd uma matriz T3; (¢)
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que diagonaliza J;;. No final da integragio no tempo, devemos calcular J;; no mesmo
referencial para todas as particulas. S6 assim poderiamos integrar para obter £ (¢,4). O

algoritmo seria o seguinte: Dado J;; (¢), determinar T;; () tal que:
Jij (@, t0) = Zﬂz (@) (1 +w: (g, %0)) T (9)
i
calcular w; (¢, ¢) por alguma aproximacdo local

Jig (@, 1) = T (@) (1 + wi (4,) T (q) -

Note que, como os autovetores do tensor de deformacao ndo mudam, a matriz 73; (J)
permanece a mesma. Com o tensor de deformagao calculado em todos os pontos, integra-

S€ a equacao

para obter z;. Esse algoritmo de reconstrucao das posicoes serviria para qualquer aproxi-
magao local sempre que J;; tenha os seus eixos principais mantidos ac longo da evolucao.

Esse método tem uma grande vantagem com relacéo 4 integracao direta pelos paramet-
ros cinematicos sugerida pelo Bertschinger [72]. Com eles calculamos (lembrando que

w' = 0)

Para cada intervalo de tempo deveriamos integrar no espago obtendo v;. A partir da
velocidade seriam evoluidas as posicoes: x*(t -+ dt, q) = 2*(t,¢) +v'(¢, ¢)dt. Esse processo
envolveria uma integracao espacial para cada passo di. J4 se partimos do tensor de
deformacio, diagonalizamos J;; uma tnica vez e fazemos apenas uma integracao espacial
no final.

No caso das condigbes iniciais diagonais em todos os pontos, seria fdcil obter as
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posicoes integrando

A

q‘l
o= [ 1+ uilto)ldg.

7

Poderfamos comparar o resultado alcancado com esse cilculo com simulagoes de N-corpos
e ver até que ponto a inconsisténcia discutida na se¢ao 3.1.2 impede a recomposicao das
posigoes, ou seja, qual & o erro cometido ao supor que o tensor de deformacao é dado

realmente por 1 4+ w;,.

3.5.2 Extensoes das Aproximacgoes Locais

E facil mostrar que a as aproximacdes locais podem ser aplicadas a flutuacdes num
universo com ) # 1, ou que contém uma componente de energia adicional, distribuida
uniformermente (como por exemplo um termo cosmolégico). A razdo disso é que a forma
das equactes de movimento nao se altera, pois elas nao envolvem explicitamente essa
componente adicional. Ela aparece apenas nas quantidades homogéneas, como a taxa de

expanséo a (f) e a densidade p.

Aproximagoes locais com vorticidade

Uma extensao interessante seria incorporar a vorticidade nas aproximagoes locais. No
regime linear, os termos rotacionais nao se acoplam as flutuagbes, mas apenas ao flu-
ido homogéneo em expansdo. Dessa forma, a vorticidade acaba diminuindo, devido a
conserva¢ao do momento angular. Como vimos na se¢ao 1.3.4 a vorticidade decai como
w, x a~2. Por outro lado, fora do regime linear, w se acopla com as outras perturbagoes
e, nas regioes que colapsam, esperarfamos que a vorticidade seja amplificada. Qual seria
o efeito mais importante, o decaimento inicial de w, ou a amplificagiao nas regides nao-
lineares” Poderia uma pequena vorticidade inicial, dentro dos limites observacionais. ser
responsdvel pelo momento angular das galdxias, como é sustentado em [116]? Qual seria
a ordem de grandeza desse efeito comparado com os mecanismos usuais para a geracao de

momento angular? Essas questoes merecem um estudo mais aprofundado. Desenvolver
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aproximagoes locais com rota¢ao pode ser um caminho nessa investigacio.
Podemos utilizar a conservacao do momento angular para termos uma estimativa do
efeito nas regides néo-lineares. Considerando uma regifo de massa m, a conservacio do

2

momento angular leva a mréw = const. Se a massa da flutuagao de mantém constante,

teremos o (14 6)"' 1. Como p x a3 teremos

(1+ 63

a?

(3.84)

Wr

Esse resultado é igual ao obtido para pequenas flutuagdes da vorticidade sobre a aprox-
imagao de Zel’dovich [60]. A equacdo (3.84) implica que a rotacio local deve ser maior
nas regioes mais densas, como era de se esperar. No regime linear, obtemos o resultado
da secdo 1.3.4: w, o« a”2.

As aproximacoes baseadas nos parametros cinematicos sao mais ficeis de generalizar
do que as baseadas no tensor de deformagio. No caso rotacional F;; € o;; nao podem
mails ser diagonalizados simultaneamente ao longo da evolugao. Entretanto, ainda pode-
mos utilizar as equagdes (2.99) e (2.100), incluindo a vorticidade, para definir a NMA
e LTA. Neste caso, além das equagdes de continuidade, Raychaudhuri e propagagao do
cisalhamento, devemos utilizar a equac¢ao de propagacao da vorticidade (2.88).

Nas aproximacoes que partem do tensor de deformacao J;;, geralmente utiliza-se a
hipdtese de que os autovetores de J;; nao mudam com o tempo, de modo que podemos
escrever: J;; = (14 w;)é;;. Entretanto, como vimos na secao 2.2, a manutengao da
diagonalidade nao é possivel com vorticidade.

A aproximacao de Zel’dovich foi estendida para o caso rotacional por Buchert {59].
Nessa solugao aparece claramente o efeito da amplificacao da vorticidade nas regioes
colapsantes. Barrow e Saich [60] mostraram que a vorticidade s6 acopla com o fundo de
Zel'dovich, ndo com as outras perturbacdes sobre essa solugao. A teoria de perturbacao
lagrangiana (secido 2.2.2} usa a condigao de irrotacionalidade apenas para obter equacoes
para \Ilfi’;) — \Iig.ﬁ.), mas até onde sabemos, ndo foi proposta nenhuma extensio para o caso

rotacional.
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Nos aplicaremos a LTA com vorticidade e procuraremos estender as outras aproxi-

magoes locals para o caso rotacional.

Para investigar as aproximagoes com rotacio, podemos fazer testes semelhantes aos
que aplicamos no caso irrotacional. Podemos, por exemplo, estender os resultados da
se¢do 3.3.1 para tratar um elipséide em rotagao. Também podemos estudar o comporta-
mento para condigbes iniciais genéricas incluindo a vorticidade.

Um estudo interessante seria investigar os efeitos das propriedades estatisticas da
vorticidade inicial. Dada uma distribuicio de w® podemos calcular a abundancia de
objetos colapsados e a distribuicdo final da vorticidade. Poderfamos inclusive calcular a

fun¢io de massa com w* # 0. Dois tipos de distribui¢io sao fisicamente interessantes:

» W' = const, representando um universo com pequena rotacao homogénea inicial;

e distribuicao aleatoria de diregoes, com uma distribui¢io para o médulo w {gaus-
siana, por exemplo), representando a evolucio de flutuacdes primordiais de vorti-

cidade

Podemos estender a solucdo do elipséide {se¢do 3.3.1) para o caso rotacional. Para
um esferdide no vacuo, a solucdo foi obtida por Lynden-Bell [117], que verificou que a
rotagao se mantém homogénea, assim como o esferéide. Esperamos que 0 mesmo ocorra
UM Universo em expansio.

Como as simulagoes de N-corpos nio pressupoem w' = 0, bastaria dar condi¢des
inicials apropriadas com vorticidade. Poderiamos utilizar os métodos sugeridos na secao

3.5.1 para fazer a comparac¢ao com as aproximacoes locais.

Aproximacgoes locais relativisticas

Como vimos na secao (2.3.4), uma motivacio para introduzir as aproximagoes locais veio
de relatividade geral. De fato, a primeira aproximagao local depois da de Zel'dovich foi

proposta no contexto relativistico (veja a secio A.2.3) e corresponde & NMA no caso
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newtoniano. Seria interessante investigar os anslogos relativisticos de outras aproxi-
magoes locais. No caso das aproximagées baseadas na evolucao do campo de maré e dos
parametros cinemdticos, como a LTA, essa extensio é direta. J4 para as aproximacdes
baseadas no tensor de deformagédo a generalizagio relativistica pode ser mais complicada.
A aproximacao de Zel'dovich na relatividade geral é discutida nas referéncias [118, 119].

A NMA nao fornece bons resultados no contexto newtoniano. Apesar disso, em
escalas maiores do que o raio de Hubble o seu andlogo relativistico poderia ser acurado.
No entanto mostrou-se que ele também nao é uma boa aproximacgao (veja discussio na
secao A.2.3). Jd que a LTA é bem melhor do que a NMA no caso newtoniano, seria

interessante investigar o seu comportamento no contexto da relatividade geral.

3.6 Discussao e Conclusoes

Neste capitulo analisamos varios aspectos das aproximagoes locais. Esse estudo incluiu
todas as aproximagcoes conhecidas dessa categoria que sido exatas para as simetrias plana,
esférica e cilindrica: a Aproximacio de Zel'dovich Modificada (MZA), a Aproximagio
do Tensor de Deformacao (DTA}, a Aproximacao Completa de Zel'dovich (CZA) e a
Aproximagao de Maré Local (LTA). As principais motivagdes dessa pesquisa foram: a
possibilidade de estudar propriedades da evolugio nao-linear da dindmica gravitacional,
a obtencao de quantidades estatisticas e a grande velocidade de cdlculo proporcionada
pOr essas aproximacoes.

Como a evolugao dos parametros cinemdticos nao depende das particulas vizinhas,
é possivel investigar o seu comportamento a partir das condicdes iniciais em cada ele-
mento de volume. Dessa forma, podemos estudar apenas a dindmica gravitacional, sem
a necessidade de fornecer condicoes iniciais em todo o espago, que dependem do espectro
das flutuacoes primordiais. Com isso, pode-se procurar propriedades gerais e simetrias
subjacentes do regime nao-linear.

A partir da distribuicéo de probabilidades das condigoes inicials € com a evolugao tem-

poral fornecida pelas aproximacoes locals, é possivel calcular uma série de propriedades
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estatisticas, como por exemplo a fungdo de massa.

Devido a localidade, nao é preciso calcular o campo gravitacional gerado pela dis-
tribuicao de todas as particulas em cada ponto, dessa forma, as aproximacoes locais
ocupam muito menos tempo de cdlculo do que as simulacdes de N-corpos.

Apesar dessas vantagens e da diversidade de aplicagfes discutidas na secao 3.3 nao
hd estimativas tedricas sobre a validade dessas aproximacdes. Elas resolvem formalmente
as equagoes de Euler e de continuidade, mas utilizam uma equacao aproximada para
o campo gravitacional. Como essas aproximagdes nao envolvern nenhuma expansao no
contraste de densidade é, seriam vdlidas, em principio, até o regime altamente nio-linear.
Entretanto, a sua motivacéo fisica nao é transparente, o que dificulta a determinaciao do
seu limite de validade.

Uma limitagao intrinseca a descri¢do da matéria escura como um fluido com p = 0, é
que qualquer aproximacgao lagrangiana deixa de valer apds o cruzamento das trajetérias,
que corresponde a 6 — oo nessas aproximagOes. Na descricido de particulas, apds esse
momento ocorreria a virializacao. Dessa forma, essas aproximagoes s6 podem ser apli-
cadas & distribuicao de matéria em grande escala, onde ainda nao ocorreu a formacao
de objetos gravitacionalmente ligados. Mesmo assim, ha vérios fendmenos interessantes
que ocorrem no regime nao-linear pré-virializagdo. S6 para citar um exemplo, a partir
de simulagdes numéricas mostrou-se que um perfil de densidade do tipo p o ¥ é obtido
na formagao dos halos de matéria escura antes do colapso [64]. Essa é uma propriedade
genérica, com o expoente 7y dependendo das condigdes inicias. Com as aproximacoes
locais temos a esperanca de investigar comportamentos genéricos desse tipo.

Fizemos uma série de testes e aplicacoes das aproximagoes locais para procurar qual
delas poderia reproduzir melhor a dindmica ndo-linear e tentar estabelecer algum limite
no seu dorinio de validade. Nas secdes 3.1 e 3.3.2 estudamnos as suas caracteristicas gerais
e o tempo de colapso com condigdes iniciais genéricas. Descobrimos que o comportamento
de todas as aproximacdes estudadas (MZA, DTA, CZA e LTA) é muito semelhante. Esse
resultado é surpreendente, jd que a origem dessas aproximagdes ¢ bastante diferente. J4

a NMA, que tem uma origem bastante semelhante 8 LTA, mas nao é exata para simetria

210



cilindrica, tem um comportamento muito diferente das outras aproximacoes locais.
Para testar as aproximacoes locais, nés comparamos os seus resultados com o modelo
do elipséide homogéneo (secdo 3.3.1) e com a teoria de perturbagdo lagrangiana (se¢io
3.4). Todas as aproximagoes locails forneceram 6timos resultados nesses casos. Com esses
testes ainda nao é possivel discriminar as diferentes aproximacoes, ja que eles se limitam
ao regime quase linear {expansdo perturbativa), ou 2 situacdo ainda muito simétrica
do elipséide homogéneo. Tanto pela aplicacao da teoria de perturbacao lagrangiana
ao elipsdéide homogéneo, quanto pela comparagao com a solugao numérica desse modelo,
vimos que MZA é a melhor aproximacao nesse caso. Entretanto ela se comporta de forma
bastante diferente das outras aproximacgbes para grandes cisalhamentos. Além disso, a
MZA nao pode ser aplicada a vdrias condigbes iniciais, o que impede, por exemplo o
cdlculo da fungdo de massa nessa aproximacao. O mesmo ocorre com a CZA.
Descobrimos uma relacao geral envolvendo o tempo de colapso em funcao das condigoes
iniciais'?, que ¢ aproximadamente satisfeita pelas as aproximacoes locais (eqs. 3.39 e

3.43):
ac (80, €0, 0) = 65" | H [(e0/ 60]) g (@0)] - (3.85)

Desse modo, épa. depende apenas de uma fungdo do produto de g¢/ [dp| por uma fungio de
ag. Além disso, temos que a, o< &5 [ ()] ™', quando &/ |5p| > 1. A forma funcional
dessas quantidades é semelhante, mas os parametros dependem de cada aproximacgao
{veja a secho 3.3.2 e as figs. 3-2 e 3-5). Talvez essa seja uma propriedade universal
da fase de pré-virializagao, ou pelo menos uma caracteristica genérica das aproximagoes
locais. Também verificamos que o tempo de colapso néo é muito sensivel & componente
intermedisria do cisalhamento® 9. Essa poderia igualmente ser uma propriedade geral
da fase nao-linear do colapso.

Uma das aplicacdes das aproximacoes locais é o cdlculo da funcdo de massa, que

12 As condigdes iniciais podem ser parametrizadas por &g, €0 € o (eq. 3.36). Veja também as segOes
2.2e234.
I Bscolhemos, por convengio, a ordenacio of < o < of.
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determina a fragido de objetos cosmoldgicos em fungao de sua massa. A partir de uma
estimativa do tempo de colapso e da distribuigéo de probabilidade das condigoes iniciais,
a abordagem de Press-Schechter (PS) fornece uma receita para obter a fungio de massa.
Na se¢ao 3.3.3 calculamos a fungdo de massa para a LTA, a DTA e a ZA. Comparamos
o resultado com o célculo original de PS, que utiliza o modelo do colapso esférico e com
dados obtidos a partir de simulagdes de N-corpos. As aproximacoes locais fornecem uma
func¢ao de massa que reproduz melhor que a ZA, e em certa medida que a expressao de
PS, os resultados de simulagdes de N-corpos. Por outro lado, vimos que a fungio de
massa nao é um teste claro para a dinimica, pois ha outras suposi¢oes envolvidas, como
por exemplo, o critério para definir a formagao de um objeto (tanto nas simulagdes, como
no célculo a partir da abordagem de PS). Além disso, estamos levando as aproximacoes
lagrangianas ao limite de sua validade, indo até o colapso do elemento de volume. Ainda
por cima, como a fun¢io de massa é uma média sobre todas as aproximacoes locais,
esse € apenas um teste do comportamento médio e nao da dinamica local. Tanto que a
abordagem baseada no colapso esférico fornece bons resultados, enquanto localmente a
ele difere completamente da dinamica real.

Na secao 3.1.2, mostramos que as aproximag0es locais nao fornecem a evolugao do ten-
sor de deformacéo de forma consistente, de modo que ndo é possivel recuperar as posigdes
z* a partir das coordenadas lagrangianas q*. Mesmo se nio reproduzem corretamente as
componentes w; do tensor de deformacao, as aproximacdes locais podem fornecer bons
resultados para o contraste de densidade e os outros parametros cineméaticos. Um exem-
plo explicito foi dado na segho 3.4, onde vimos que o contraste de densidade & exato até
segunda ordem, enquanto os w; sao diferentes nessa mesma ordem.

Apesar de nao ser possivel determinar o mapeamento ¢* — z*, vdrias propriedades in-
teressantes podermn ser obtidas no préprio espaco lagrangiano, como foi discutido na segao
3.5.1. Um exemplo é dado pela topologia das superficies de mesma densidade. Se o ma-
peamento ¢* — z' é continuo, o que ocorre por hipétese nas aproximacdes lagrangianas,
entao a topologia deve ser a mesma nesses dois espa¢os. Medidas estatisticas da topolo-

gia, como os funcionais de Minkowski, podem ser utilizadas para fazer a comparagio com
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08 resultados de simulagoes de N-corpos. Esses métodos estatisticos também poderiam
servir para fazer a comparacgio com dados observacionais.

A comparagio com as simulagdes de N-corpos serd uma prova definitiva para as aprox-
imagoes locais, permitindo testéd-las em situagdes sem nenhuma simetria, até grandes val-
ores de 6. Além disso, ela permitird estabelecer o limite de validade dessas aproximacdes,

tanto em z quanto em 6.

Destacamos a seguir alguns aspectos inovadores deste trabalho. As quatro aproxi-
magoes locais estudadas - MZA, DTA, CZA e LTA - ja haviam sido propostas na lit-
eratura e algumas propriedades j4 tinham sido investigadas. No entanto, cada uma foi
introduzida num contexto diferente e nunca houve nenhuma comparacio entre elas. N6s
apresentamos essas aproximacoes de uma forma unificada, a partir dos autovalores do
tensor de deformagao (secao 2.3) e realizamos uma série de testes e aplicagbes dessas
aproximagoes. A comparac¢ao com o modelo do elipséide homogéneo (se¢io 3.3.1) ndo
havia sido feita para a MZA. A andlise para condi¢des iniciais genéricas (se¢do 3.3.2)
também foi feita pela primeira vez no caso da MZA e CZA. O cilculo da funcio de
massa (se¢ao 3.3.3) s6 tinha sido feito para a DTA. Além disso, nds introduzimos uma
nova forma de calcular a fungido de massa nas aproximagoes locais. As abordagens an-
teriores na literatura nao utilizaram a propriedade (3.39). Como vimos na segao 3.3.3,
essa propriedade nao apenas facilita o cdlculo da funcao de massa, como também o torna
mais robusto, ja que evitamos fazer uma integracao numérica para depois ter que derivar
novamente, o que acaba introduzindo erros. Com a (3.43) podemos simplificar ainda
mais o cdlculo da fungdo de massa, realizando as integrais em v e o separadamente. Isso
sO € possivel gracas a parametrizacao das condi¢des inicials por &g, £g € &g, para as quals
a distribuicdo de probabilidade conjunta é naturalmente separdvel em trés distribuigoes
individuais.

Nés investigamos propriedades gerais da evolugao local que nao dependem da aprox-
imacao em consideragdo (se¢ao 3.1). Em particular, mostramos que nao é possivel recu-

perar as posicoes dos elementos de volume, pois elas nio sao integrdaveis na hipdtese de
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localidade (secdo 3.1.2). Nés estudamos o comportamento assintético no colapso para
a DTA e LTA (secoes 2.3.2 e 2.3.4) e também no caso genérico (se¢ao 3.1.1). Também
estudamos o comportamento genérico para expansao infinita (sec¢do 2.3.3). Introduzimos
uma melhora na CZA para configuracoes quase esféricas e discutimos a possibilidade de
estender essa aproximagao para as regioes subdensas (segdo 2.3.3).

A aplicagdo da teoria de perturbagao lagrangiana ao elipséide homogéneo e a com-
paracdo com as aproximacoes locais (se¢ao 3.4) também sio inéditas. A proposta dos
métodos para a comparagio com as simulagoes computacionais de N-corpos (secao 3.5.1)
é igualmente apresentada pela primeira vez.

Econtramos também alguns erros no artigo [70]. Os autores dizem que a CZA é exata
até segunda ordem e que a MZA é errada j4 nessa ordem. Além disso, eles afirmam que a
CZA seria exata sempre que os autovalores w; tensor de deformacgao nao dependessem da
posicao. Na secao 3.4.1 nés aplicamos a teoria de perturbacao lagrangiana ao elipséide
homogéneo. Nesse caso w, € independente de ¢* e mesmo assim a CZA nao fornece os
valores exatos dessas quantidades em segunda ordem, embora é seja exato até essa ordem.
Jd a MZA fornece os valores corretos de w; até a terceira ordem, pelo menos.

Os resultados das segdes 3.1.2 e 3.3 foram publicados na referéncia [1]. Os resultados

das segoes 3.1.1 e 3.4 ainda néo foram publicados.
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Capitulo 4

Formalismo Variacional para a

Hidrodinamica Relativistica

4.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos o formalismo variacional para a dindmica relativistica de
fluidos e discutiremos algumas aplicagoes e extensoes.

As equacdes da hidrodinidmica relativistica formam um conjunto de equagoes diferenci-
ais parciais acopladas, cuja resolugio é extremamente dificil. Sé é possivel obter solugoes
analiticas em alguns casos muito particulares; e mesmo assim, apenas nas geometrias
mais simples (como simetria esférica ou problemas unidimensionais). Na maioria dos
casos é preciso recorrer a solugoes numeéricas, que com uma equacdo de estado realista,
se tornam proibitivas.

O formalismo variacional é geralmente utilizado para obter as equacoes de movimento
de um determinado sistema, a partir de uma densidade lagrangiana L, escrita em termos
de campos fundamentais. A vantagem da formulagio lagrangiana, nesse caso, & a possi-
bilidade de obter a forma funcional de £ a partir desses campos, utilizando argumentos
simples, como por exemplo a existéncia de certas simetrias.

No entanto, a abordagem variacional possui vantagens praticas, além do seu lado

formal. Uma vez estabelecida a a¢do, podemos miniinizé-la para determinar paramet-
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ros 6timos de uma dada familia de solugdes tentativa {Ansatz), obtendo assim solugoes
aproximadas do problema. Apesar dessas solugoes nao serem corretas localmente, po-
dem fornecer resultados globais acurados. Por isso, essa abordagem é particularmente
util quando estamos interessados nos aspectos globais da dindmica.

No caso da dindmica de fluidos é possivel obter uma lagrangiana efetiva. Ela nao é
escrita em termos dos campos fundamentais das particulas que compdem o fludo, mas
fornece uma descri¢ido em termos das varidveis macroscépicas desse fluido, como densi-
dade e velocidade. Utilizando essa lagrangiana podemos dar uma formulagao variacional
a mecanica de fluidos. Através da acgio efetiva, podemos obter solugoes aproximadas para
um dado Ansatz

Talvez a aplicagio mais interessante da formulacao lagrangiana, seja a possibilidade
de obter as equagoes hidrodinamicas no método de SPH (Smoothed Particle Hydrodynam-
tcs). Esse método tem sido amplamente utilizado em simula¢ées numéricas em astrofisica
e cosmologia, e mais recentemente, até em colisoes hadrénicas. A obtencao das equagoes
do SPH a partir da acéo, no caso relativistico, serd brevemente discutida na segao 4.6.

O principio variacional na hidrodindmica newtoniana foi apresentado por Herivel
[120]. Uma das primeiras aplicagbes da acio efetiva foi no estudo do Hélio superfluido,
no contexto dos modelos de dois fluidos de Landau e London-Tisza [121]. Ele também
foi aplicado ao estudo da vorticidade em fenémenos atmosféricos [122] e a misturas de
bolhas de gds em liquidos [123], entre outros.

Na relatividade geral, a ac¢io efetiva para um fluido perfeito foi apresentada primeira-
mente por [124]. Virias aplicacdes também foram desenvolvidas, principalmente em
estudos de estabilidade e para configuragoes estacionarias (veja as refs. [125] a [131]).

Como as equagoes da hidrodinamica relativistica nada mais sao do que lei de conser-
vacio do tensor energia-momentum, T#,, = 0, a descrigao hidrodindmica também pode
ser aplicada a sistemas mais genéricos do que fluidos propriamente ditos. Um exemplo é
dado em modelos de colisdes hadronicas de altas energias [132, 133]. Em algumas situ-
acOes um tratamento hidrodindmico pode ser utilizado em vez da descri¢ao em termos

de campos fundamentais [134].
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Exploraremos a utilizagao do principio variacional para a dinimica de fluidos como um
método pratico para resolver problemas. Seja para a obtencao de solugoes aproximadas
a partir da minimizagao da agao para um dado Ansatz; ou pelo desenvolvimento de um
algoritmo de SPH relativistico. Aqui, nos concentramos sobre o desenvolvimento desses
métodos e nao sobre a sua aplicagao propriamente dita.

H4 também muitas aplicactes mais tedricas do principio variacional que nao serao
discutidas aqui. A acao efetiva leva naturalmente ao tratamento de fluidos em teorias
alternativas da gravitagao (veja as refs. [135] a [137]). Ela também pode ser um ponto
de partida para a quantizacao da gravidade em certos sistemas [138, 139]. Para uma
discussdo de outros aspectos tedricos, veja a referéncia [140)].

Como a formulagao variacional para a hidrodindmica nao é muito conhecida, comeg¢amos
apresentando acao para um fluido perfeito na relatividade restrita (se¢do 4.2). Depois
discutimos a agdo na relatividade geral (secdo 4.3). Calculamos a lagrangiana efetiva
no caso esférico, em coordenadas co-méveis ¢ obtemos as equacgoes de Misner e Sharp
(secoes 4.3.1 e 4.3.2). Discutimos a relagio entre o referencial co-mdvel e as coordenadas
inerciais no espago de Minkowski (se¢do 4.3.3). Na se¢do 4.4 discutimos o formalismo
variacional com campo fraco, e mostramos como fica a ag¢ao do fluido quando a gravidade
é incorporada através da solugdo das equagbes de Einstein. Para completar a discussao
sobre o formalismo variacional, examinamos algumas extensoes da lagrangiana efetiva na
secao 4.5. A aplicacdo ao SPH e perspectivas futuras sdo discutidas na se¢ao 4.6. Na
secdo 4.7 apresentamos as conclusoes e destacamos os principais resultados. Finalmente
na secao 4.8 apresentamos um breve comentédrio sobre solugdes homdlogas na relatividade
geral.

Os resultados das segoes 4.3.1 a 4.3.3 foram publicados na referéncia [2]. Os resultados

da se¢io 4.4 sdo originais e ainda nao foram publicados.
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4.2 A Acao para um Fluido Relativistico

Nesta se¢ao, apresentaremos a acao efetiva para um fluido relativistico, e mostraremos
como as equacoes hidrodinimicas sdo obtidas a partir do principio variacional. Vamos
considerar primeiro o caso da relatividade restrita. Na secdo 4.3 discutiremos a acio
efetiva na relatividade geral.

Seja 7 = #(7,t) o campo de velocidades do fluido. A quadrivelocidade do escoamento

serd dada por, u*(z) com
u =, U =yv e u,ut = —1. (4.1)
Se o numero de particulas é conservado, teremos a equagao de continuidade!

(nu¥) , =0, (4.2)

I

onde n é a densidade do nimero de particulas. O principio variacional pode ser utilizado
mesmo se o numero de partfculas nao é conservado, desde que haja outra quantidade
conservada (veja discussao na segdo 4.6). Supondo o equilibrio termodinamico local,

teremos (eq. A.56)

o) _ptP
on/, n
onde p é a densidade de energia, e P & a pressao, e s € a entropia especifica.

Para obter a acao do fluido, vamos partir da agdo de uma particula na relatividade

restrita. Nesse caso, temos
Iy = —/dtvl — v3myg

onde my é a massa de repouso da particula. Se essa particula tern um volume infinitesimal

"Uma virgula precedendo um indice denota a derivada parcial em relagio a esse indice.
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AV no seu referencial de repouso podemos escrever
Mg =p AV}

onde p é a densidade de energia da particula medida no referencial de repouso. No

referencial do laboratério, onde a particula se move com velocidade » teremos
my = p AV/V1 —v?

onde AV é o volume medido no referencial do laboratério. Dessa forma, a acao desse

elemento de volume infinitesimal serd dada por
Ilp:—/dtvl—vzmo = —/dt AV p.

Considerando o fluido como uma soma de volumes infinitesimais, somos levados 4 seguinte

IM—>—/dt /dez—/d%p.

As equagoes de movimento devem ser obtidas minimizando a acgao, para variacoes arbi-

forma para a agao

trarias dos parametros do fluido n e u®. Entretanto, devemos considerar os vinculos da
normalizagdo da quadrivelocidade e a equagao de continuidade (eq. 4.2). Para incluir
esses vinculos na acao, utilizamos multiplicadores de Lagrange. Dessa forma, a a¢ao para

um fluido perfeito na relatividade restrita serd dada por

Ly = / d‘*x{—p(n) T E(@) (i), 1 %C(:I:) (s, — 1)}. (4.3)

Para obter as equagbes de movimento, precisamos fazer

oly =0,
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para variagoes arbitrdrias de u#,n,&, e (. Como veremos na préxima se¢ao, para a.pIi-
cacgdes praticas do formalismo variacional é conveniente escolher uma parametrizagao
para u* e n de modo que os vinculos sejam automaticamente satisfeitos. Assim, os
multiplicadores de Lagrange £ e ( nio aparecerao na agao.

As variagoes com relagao a £ e ( levam imediatamente aos vinculos ufu, = —1 e
(nu*) , = 0. Fazendo uma integral por partes no segundo termo da equagao (4.3), a agéo

pode ser escrita como
4 1
Ty = f d m{—p(n)—w‘é(m).u + 5C(e) (wtu, + 1)}- (4.4)

Num sistema de coordenadas genérico, basta substituir a derivada parcial pela derivada
covariante nas equagoes que resultam da expressio (4.4). Além disso, o elemento de
volume d'z deve ser substituido pelo invariante \/—gd*z.

A variagao com relacdo a n leva a

dp
—El' — u‘uf!‘u = O, (4'5)
€ a variacao em u* leva a
1
é,y, = Eguﬂ (46)

Substituindo esse resultado na equagdo (4.5), obtemos:

dp
= e 4.7
onde utilizamos que u*u, = —1. Logo a equacdo (4.6) fica
dp
E,,u = Eu#. (48)
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Contraindo os dois lados com a quadrivelocidade temos

dp
I __F
3 dn’
de modo que
d  dp
dr  dn’ (4.9)

onde d/dT =, v* é a derivada total com relagao ao tempo préprio.
Se nao hd viscosidade nem fluxo de calor, a evolugdo é adiabatica, de modo que a

mudancga na energia causada por uma variagiao de n é dada por

dp _p+ P

= 410
o — (4.10)
Dessa forma, teremos
dp 1
d| — | = —dP. 4.11
(dn) n (4.11)

Assim, a equacao (4.9) fica

dé . dp 1
(), = (&), =20 o

Para processos nao adiabaticos, veja a secdo 4.5.3.

Por outro lado,

dg v v v
(Ei— = ('LL é,u),,u —u g,p,u +tu .#g,u
T ﬁ#
y PP
= uué,,u.,l/ — U Jt - Uy,

_d (1N 4
odrot n 27" "u—d‘]" Ll

de modo que as duas derivadas , e d/d7 comutam guando aplicadas a £. Assim, das
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equagoes (4.8) e (4.9), podemos eliminar £ para obter

P
[p—'_PuH} u’ = -k (4.13)

n n

onde utilizamos a equagio (4.11). O lado esquerdo dessa expressao pode ser escrito como

+P 1
[p T u“} w= n [(P + P, uuu + (p+ P) (v pu, + U t)|

?

onde utilizamos a equacio de continuidade (4.2). A equagdo (4.13) pode entao ser escrita

commo
3, T'; =0, (4.14)
onde
Ty = (p+ P)uyu, + P, .

Dessa forma chegamos a equacio de movimento da hidrodinamica relativistica, com o
tensor energia-momentum de um fuido perfeito. A partir dessa equagao obtemos a

equacio de Euler relativistica [31],

_oP

Na deducio acima, utilizamos coordenadas de Minkowski, para as quais gu, = M-
Mas, como foi dito antes, todos os c¢dlculos podem ser estendidos para um sistema de
coordenadas genérico. Por exemplo, o resultado final da equagdo (4.14) em coordenadas

genéricas ficaria
T ., =0, (4.16)

onde ; é a derivada covariante. Na secdo 4.3 vamos considerar a acdo para um fluido
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relativistico no espago curvo e incluiremos também a acdo da gravitagao.

A partir da equagao (4.6), podemos ver que a acdo (4.3) leva apenas a escoamentos
irrotacionais, ja que a velocidade é proporcional ao gradiente de uma fun¢éo escalar (veja
a secdo 4.5.1). Para incluir movimentos rotacionais é preciso adicionar um outro termo
de vinculo na agfo original (veja discusso nas se¢bes 4.5.1 e 4.5.4). Entretanto, para
situagdes unidimensionais, como o caso esfericamente simétrico considerado a seguir, o

escoamento é irrotacional, e ndo precisamos nos preocupar com isso.

4.2.1 Simetria Esférica

A abordagem variacional discutida acima é particularmente util quando podemos resolver
explicitamente os vinculos, como nos casos das simetrias plana e esférica. Vamos consid-
erar agora 0 caso esfericamente simétrico. Seja 7i a densidade do mimero de particulas

no referencial do laboratério
A= ny. (4.17)

A velocidade pode ser determinada a partir da equacéo de continuidade

1 ™
v=——— [ fridr. (4.18)
0

Se utilizamos essa expressdo para o campo de velocidades, entdo podemos omitir os

termos de vinculo na a¢ao. Dessa forma, temos uma lagrangiana para 7
L= —47r/ ridr p(n), (4.19)
0

onde a densidade n no referencial préprio é dada pela equacio (4.17). Pode-se mostrar
explicitamente [2] que a lagrangiana (4.19), com n calculado pela expressao acima leva a

equacao de Euler (4.15).

Para uma aplica¢ao prdtica, fornecemos um Ansatz para a funcio f, em termos de
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alguns pardmetros livres dependentes do tempo a; = a,(t), que determinam a forma de 7
Altr) = f(rai(t)), (4.20)

Por construgao, a fungdo f & normalizada para quaisquer valores dos parametros a;. De

modo que o mimero de particulas é conservado

47r/ r’fdr =N
0

O perfil de velocidades (eq. 4.18) fica entdo

v(r,t) = _ar2—1f (Bf) dr= A a, (4.21)
onde
A=Afra) = _% [ (gi) (4.22)

Se temos mais de um parametro as equagdes (4.21) e (4.22) ficam

of
Ajat, A= ———
-3 o= [ () ar
Note que o campo de velocidades é sempre linear em 4. Vamos considerar a situacao

mais simples em que temos apenas um pardmetro livre a (¢). Nesse caso, a lagrangiana

fica

L{a,a) = —4m /Doo'rzdr p(n), (4.23)

onde n = f(r.a)/yevy=1/y/1— (A a)°. A equacio de movimento para a varidvel a é
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obtida a partir da equagéo de Euler-Lagrange

4 (oL _oL
dt \ Oa da

e leva a

o d [ ép ) 5p On
4 Qd iy Bhdd 22 i B
ﬂfo T r[dt{énmAa}—Féné\aJ 0,

Para. processos adiabaticos teremos

d
dt J,

ridr{(p+ P)v*vA} = —f ridr (p+ P) (lﬂ — ’yQy?E) .
o a Oa

Esse resultado foi aplicado a um modelo simples de uma bolha homogénea ¢ esferi-

camente simétrica imersa num fluido homogéneo [2]. Nesse caso, a fungdo f é dada

por
B pOG=%%§, O<r< R
f— 3 N B (4.24)
pOL_ERS_RS: <r<oo

onde o rajo da bolha R = R(t) é a tinica varidvel dinamica. Os subscritos G e L especi-
ficam as quantidades no gds e no fluido, respectivamente. Assim Ng e Ny ddo o namero
(constante) de particulas no gas e no fluido. Esse modelo corresponde 4 generalizagio
relativistica da equagao de Rayleigh-Plesset que descreve a dinAmica de uma bolha de
gés homogénea num fluido.

Com a expressio (4.24) para f, e com uma equagao de estado do tipo p o< p!', todas as
integrais espaciais que aparecem nas equacoes de Fuler-Lagrange podem ser escritas em
termos de fungdes hipergeométricas. O resultado numérico para a evolugao da bolha com
diferentes razdes iniciais pg/pe € mostrado em [2]. Observa-se que efeitos relativisticos

aparecem mesmo para baixas velocidades?, quando pg/pg = 1.

?Veja no apéndice 1 uma generalizacio da. teoria newtoniana, para lidar com sistemas em que v < ¢,
mas p ~ p.
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4.3 Relatividade Geral

Na relatividade geral as componentes da métrica também sao varidveis dinamicas. A

acao sera dada por
I =Iyp+ g, (4.25)

onde

Ig = 2—15 / diz/—gR, (4.26)

€ a agao gravitacional, kK = 87G e R € o escalar de curvatura. A acio da matéria é obtida

da expressao (4.4) utilizando o acoplamento mfnimo

= [ ey {-pm + @) ), + J@ wu -} @

onde £ e (/2 sdo multiplicadores de Lagrange. Essa expressio para a acio de um fluido
perfeito na relatividade geral foi obtida primeiramente por Taub [124]. Devemos variar a
agao com relacao a g,,,n,u",£, ¢ ¢, independentemente. O resultado das variacdes com
relagdo a n,u”,§, e ( é 0 mesmo que no caso sem gravitacao (eqs. 4.5 a 4.8, e eq. 4.16).
bastando substituir as derivadas parciais por derivadas covariantes. Logo essas variagoes
fornecem as equagdes hidrodinamicas em uma dada métrica g#.

A derivada funcional com relagdo a g,. é

6l _ 0V 34 Loy
69ue 09 {p(n) + néle) s’} + 50V=gutu,

onde ja utilizamos o vinculo (4.1). Utilizando a relacao®

Ov=9 _ 1 —
2 4.2
99, —2v 99" (4.28)

YNote que o sinal dessa igualdade depende da assinatura da meétrica.
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e substituindo os valores de 8,¢ e ¢, obtemos

61z
0G v

+ P

= —%\/—_99’”’ {p(n) +n (p

1
= 5V-g{lp+ P)uru" + Pg"}.

1
u#) u’“‘} + 5\/“_g(p+ P)uPu”

Comparando esse resultado com a defini¢ao do tensor energia-momentum

O ay
OG

1
= 5\/“_971“”’
Vemos que
™" = (p+ P)ufu” + Pg™,

que é exatamente o tensor energia-momentum de um fluido perfeito. Assim, o tensor
energia-momentum do fluido é obtido a partir da densidade lagrangiana (4.3), como
ocorre no caso das lagrangianas das teorias de campos. Note que o papel dos vinculos é
fundamental nessa deducao.

A variacao da agao gravitacional /; com relagio a g, d4 o tensor de Einstein G*¥,

LN e Ted
S G 2
de modo que obtemos
GH = gTH, (4.29)

que ¢ a equacdo de Einstein, como era de se esperar. As equagdes hidrodinamicas®

() simbolo " representa a derivada covariante.
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podem ser obtidas a partir da equacao (4.29) gragas a identidade de Bianchi,

G*,. =0 (4.30)

4.3.1 Simetria Esférica

A dedugdo da equagdo de movimento apresentada acima é formal e nao tem muita util-
idade na aplicagao direta a problemas préticos. Para utilizar a abordagem variacional,
€ necessdrio escrever a acgdo efetiva em termos de funcdes tentativa apropriadas. Isso
é possivel quando o sistema possui alguma simetria, como no caso de uma distribuicio
esférica de matéria. Muitos objetos astrofisicos satisfazem esse requerimento com uma
boa precisao. Virios problemas importantes da astrofisica, como o colapso gravitacional
e explosdes de estelares, podem ser tratados em primeira aproximacio, como sendo es-
fericamente simétricos. Vamos agora escrever a lagrangiana efetiva para um sistema
esfericamente simétrico.

O elemento de linha para um sisterna com simetria esférica pode ser escrito como
ds® = —e2dT? + e de? + r2dQ?, (4.31)

onde T é a coordenada temporal, £ denota a coordenada radial e ¢ = ¢(€,T), A = A€, T)
er = r({,T) sao funcdes dessas duas varidveis a serem determinadas. Na verdade,
a métrica na simetria esférica pode sempre ser escrita com apenas duas fungoes livres
[31]. Nesse case, a velocidade deve ser escolhida como uma variavel independente. Aqui,
ao utilizar a métrica (4.31), podemos aproveitar essa liberdade adicional e escolher um
referencial co-mdével u® o éj, correspondendo & quadrivelocidade do fluido {142}, de modo

que

u = (e7%,0,0,0). (4.32)
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Nesse referencial a equacao de continuidade fica

1 1

(nuf),, = V=g (v=gnu*) b pZored (TQeAn),T =0,
de modo que a densidade n & dada por
d

onde d = d(£) é determinado pelas condigdes iniciais. A densidade lagrangiana da matéria

serd dada por
Lar = —v/=gp(n) = —*er?p(n), (4.34)

onde n é dado pela equagio {4.33). Note que ndo aparecem 0s termos com os multipli-
cadores de Lagrange, porque os vinculos sdo automaticamente satisfeitos pelas expressoes
(4.32) e (4.33).

A parte pravitacional pode ser escrita como
1 :
Lo = _2—8’\6‘jﬁ [’r' (2r¢’ + 1) e — 7 (27"/\ + 7") e~ 4 1} : (4.35)
K

onde f:=Qf/0T e f :— 8f/0¢. Na expressio acima eliminamos os termos do escalar
de Ricci que podem ser escritos como derivadas totais, ja que eles nao alteram a equacao

de movimento. A lagrangiana total do sistema serd entdo dada por

Lp, A r] = cer? {—p('n,) + {T’ (2r¢) +r)e P — 7 (27";\ + 7'") e %+ 1} } .

2Kr?
(4.36)

Quando variamos independentemente as funcdes ¢, A e r, essa lagrangiana é equivalente

as equacoes de Einstein. Para verificar, escrevemos as equagoes de movimento de Euler-
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Lagrange para ¢, A e r a partir dessa lagrangiana. Variando em relacio a ¢, obtemos

p= % [T—l;» + 2e (%)\ - % - ;’—Tz) + 2e % (2% + ;A)} : (4.37)
Fazendo a variagdo em relagio a A e r obtemos, respectivamente
P —i- L—l?_ —2e7 (gqb + ;LTZ) +2e7% (; + 2% - gab)} , (4.38)
e
P = _-"1; {_3_2’\ (q‘)” + % — N + % (r" + ¢'r’ — )\'T’)) (4.39)

+e2¢ ()L+/'\2—¢s>}+l(i~‘+f~}}—ésv‘))],
r

onde utilizamos a relagdo (4.10). Podemos ver que essas trés equagbes correspondem

exatamente a parte diagonal das equagoes de Einstein para um fluido perfeito:

1

p=-GY, (4.40)
K
1 1
P= —EGI, (4.41)
e
1 2
P= ﬁgag, (4.42)

onde G% GY e G% sdo dados respectivamente pelas quantidades entre colchetes das
equacgoes.(4.37), (4.38) e (4.39). Elas sdo exatamente as componentes diagonais do tensor
de Einstein calculados com a métrica (4.31).

A tnica diferenca entre o resultado do formalismo variacional e as equacoes de Ein-

stein, é que no primeiro nao aparece a equacao correspondendo ao termo nao diagonal
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GY. Na métrica (4.31) esse termo & diferente de zero. Como o tensor energia-momentum

¢ diagonal no referencial co-mével, teremos, pelas equagdes de Einstein

2 —2A .
Go = %8 (1'"’ — i — /\r’) ~ 0. (4.43)

T

Pareceria que essa condigéo estd faltando no resultado do formalismo variacional. Para
mostrar que o nosso resultado € idéntico ao da relatividade geral, vamos obter a equacgio

(4.43) a partir das equacgdes (4.40) a (4.42). A equacio de Bianchi pode ser escrita como
= (V6L 5V [Gang™a] =0 (144
A componente v = 0 leva a
(V) o (V5 + 17T S| <0 4
Utilizando as equagoes (4.40) a (4.42) obtemos
P S

= rlefe” {G“U,T + 2; (G% - GY) + (G4 +GY) (2% + ,\)}
= e (2 4)] <o s

onde utilizamos a equagdo de conservagdo da energia
= 2 (%) p = —(p+ P) = = = (p+ P) (2 + A
dn T n T )
Comparando as equagdes (4.45) e (4.46), obtemos

(V=5GY) =0, (4.47)
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de modo que
ree* G = C(T), (4.48)

onde C é uma fungao de T apenas. Para uma métrica nao singuilar, devemos ter r(§ =

0,7) =0, logo pela equacao (4.48) teremos C(T) = 0. Assim obtemos
G% =0. (4.49)

Isso completa a prova de que o resultado obtido a partir da densidade lagrangiana (4.36)
descreve corretamente a dinimica de um fluido perfeito auto-gravitante com simetria
esférica.

Note que a relagdo (4.43) pode ser obtida sem fazer nenhuma referéncia ao tensor de
Einstein G¥, e suas propriedades. Bastaria definir as quantidades G%, G|, G% e GY pelas
expressoes.(4.37), (4.38), (4.39) e (4.43), e verificar que elas satisfazem automaticamente
a equacdo (4.44). De fato, esse foi 0 caminho utilizado primeiramente para provar a
relacao (4.43).

Em principio, poderiamos fornecer trés fungoes tentativa para ¢, A e r com alguns
pardmetros livres, e obter equacOes para esses parimetros minimizando a acao obtida
a partir da lagrangiana (4.36). Entretanto, falta uma motivacao fisica para a forma
genérica dessas fungoes. Além disso seria desejavel diminuir o mimero de funcoes livres,
procurando relacoes entre elas. A seguir, vamos reescrever as equacdes obtidas nesta

se¢ao para colocd-las numa forma em que o seu significado fisico seja mais aparente.

4.3.2 A Equacao de Misner-Sharp

Utilizando o resultado (4.43) na componente v = 1 da identidade de Bianchi (4.44)

obtemos

!

Ghe+ QT; (G} —=G%) =~ (GH+Gh) ¢ (4.50)
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Substituindo as equagdes (4.40) a (4.42) nessa expressao, obtemos
Pl=—(p+P)¢, (4.51)

que é a equacgao de Euler no referencial co-mével (veja ap. 1, eq. A.53). Introduziremos

uma quantidade U, definida por

s et = L 4.52
U Te P ( )

onde d/dr é a derivada total com relagao a0 tempo proprio no referencial co-mdével (eq.

A.25). A equacao (4.49), junto com a expressao (4.43) implica na seguinte relagao

¥ — ¢ — A’ =0, (4.53)
que em termos de U fica
e %\ = E:
r
A equacdo (4.37) fica
87Gpr? =1—rr' (e2) — e (P R+ 1) + U + 20UV Y™, (4.54)

que pode ser integrada em r para obter

g%:%@+m—%@) (455)
r! r
onde
£ T
M{ET) = 47r/ priv'df = 47r/ pridr. (4.56)
0 0
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Utilizando a equagao (4.55) na (4.41), juntamente com a equacao de Euler (4.51), e

fazendo algumas manipulagdes, obtemos

d%r . 1 2MG oP M + 473 P
Y et = _ 2 _ Y TR o )
-5 = Ue (p+P) (1 +U - = ) (ar )T G———  (457)

Essa equagao de movimento foi obtida primeiramente por Misner e Sharp [143]. As
equacoes (4.51), (4.52), (4.56) e (4.57) junto com uma equacio de estado determinam

completamente a dindmica do colapso ou da expansao com simetria esférica.

No caso de poeira (P = 0) é possivel obter uma solugao exata dessas equagdes. Da
equacao (4.51), vemos que ¢ = ¢ (T), de modo que a fungiio ¢ pode ser absorvida por
uma redefini¢io do tempo d7" = e*T)dT. Pela equagdo (4.53) temos que ' = ¢ (£) e’
Dessa forma, a (4.55) fica

(&) =1 (dr/dT")’ MG
2 n 2 I

k() = c? (4.58)

Para poeira, a equagio de estado é p = mgn = myd (€) /e*r?, de modo que

3 3
M, T) =47r/0 pr2r'd§=47r/0 mod (£) c(€) dE,

depende apenas de £. Dadas as condigdes iniciais, a equacdo (4.58) pode ser facilmente
integrada para obter r (£, T"), para cada £. Note que essa equacdo é idéntica & equacdo
newtoniana para uma casca esférica, com energia total por unidade de massa dada por
k(€). No caso geral, as equagdes relativisticas para poeira sdo muito semelhantes as
newtonianas (veja o apéndice A). A solugio (4.58) foi obtida primeiramente por Lemaitre
[144]. Ela é conhecida como solugio de Lemaitre-Tolman-Bondi e representa a solugao
geral para a dindmica de poeira com simetria esférica. Se k nao depende de €. obtem-se

a solucao de Oppenheimer-Snyder [145].
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4.3.3 Sistema Co-moével no Limite_ G=0

Para ver a relacao entre a expressao (4.57) e a equagio de Euler da relatividade especial

(eq. 4.15), faremos G = 0, de modo que a equacao de Misner-Sharp (4.57) fica

d*r 1 or
= —Ja+U){=]) .
dr? (P"‘P)( +U)<8T)T
Sejam (t,7) as coordenadas temporal e espacial num referencial inercial no espaco de

Minkowski, de modo que o elemento de linha é dado por
ds® = —dt* + dr® + r*dQ”.

Jd em coordenadas co-moveis, 0s elementos da métrica nao sao mais constantes. Para

obté-los, vamos introduzir a mudanca de coordenadas

ro= r(T.%),
t = t(T,§&), (4.59)

onde podemos identificar a coordenada £ com a coordenada lagrangiana co-mével. Logo,

por definigao

or

= 4.60
ot ¢ ( )

U

=comnst.

Sempre é possivel escolher a varidvel T' de modo que os termos cruzados na métrica

transformada se anulem, de modo que o elemento de linha & escrito na forma (4.31)
ds® = —e®dT? + M dE? + r2(£,1)d2?,
Aqui,

dr = e*dT |a—o.
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é 0 tempo proprio medido por um observador co-mével. Note que os intervalos infinites-
imais dt e dr, devem estar relacionados ao tempo préprio dr e & distancia radial prépria

e*d¢ por uma transformagao de Lorentz

dt _[ 7o dr _ (4.61)
dr vy ¥ erd§
Por outro lado, como
dr? = —ds®|ye—0 = [dtz— drz] Jdgzo = dt2|d€=0 (1 - ”2) :
Vemos que
7 dt|ge—o = d7 = €”dT. (4.62)

Dessa forma, teremos
d*r 00 8 [ _4or 8 [ or
dr? oT T oL\ ot/

(3)
(8],

Pela transformagao (4.61) temos

dt|ar—0 = wvye'dg,

drlgr=o = 7e'dé,

de modo que

236



na equacao (4.55), obtemos

‘-E‘-

et = —. (4.63)

-2 |

Supondo condi¢des iniciais isentrépicas e processos adiabaticos, podemos integrar a equagao

(4.51) com relagao a ¢ para obter

et - P (4.64)

mn

onde h é a entalpia especifica da matéria e m é a massa de repouso das particulas
constituintes. A constante de integracdo foi escolhida de modo que e® — 1, quando
n— 0.

A acao serd dada por

I=— / dT f deeterr2p(n) = — / dT / dgT:Q p?rzﬂpp(n),

onde, pelas equacdes (4.33) e (4.63)

74(¢) (4.65)

Pl ’

n =

e d = d(£) é determinado pelas condigdes iniciais.

Se a dependéncia em T de r é especificada na forma

r(¢,t) = f(§ a(T)), (4.66)

entao o fator de Lorentz v fica

v VimeR = (L) o
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(), = (&), (5).(5),
« (ar), (%),

Temos também

at). \at) ~\or) \ot). \ot), or ),

Assim a equagdo (4.57) fica

v o 8’:1) 1 1 ar 4 apr

b P i . S Y (il S

at /], or/, p+Pvy? |\ Or /, at /.,
que é exatamente e equagdo de Euler da relatividade restrita (4.15).

A discussao acima sugere a possibilidade de utilizar coordenadas co-méveis (lagrangianas},
mesmo no caso ¢ = 0. A lagrangiana efetiva apresentada na secao 4.2.1 é baseada num
Ansatz para a solucdo da equacio de continuidade em coordenadas de Minkowski. Uti-
lizando o sistema de coordenadas co-mdvel, talvez seja possivel escolher a funcdo tentativa
com uma maior motivacao fisica. Evidentemente os dois sistemas de coordenadas dev-
eriam ser equivalentes, se 0 Ansatz tiver uma flexibilidade suficiente para modelar um
escoamento arbitrario da matéria. Entretanto, para aplicacoes prdticas, uma escolha
apropriada do sistema de coordenadas é essencial para obter melhores resultados.

No lmmite G — 0, recuperamos o espaco de Minkowski, de modo que a parte grav-
itacional da densidade lagrangiana (4.36) se anula. Entretanto, no referencial co-mével,
a métrica tem a forma (4.31) e as funcoes e? e ¢* ainda devem ser determinadas. Nesse
limite as equacgdes (4.51) e {4.55) devem ser utilizadas como vinculos sobre as funcoes

r.@ e A. Fazendo G = 0 na equacio (4.55), e usando a relagdo

V14 U2 =1/1+ (Fe ?)* = /1 + 202 = v
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de modo que a densidade numérica n = n(a, a; &) deve ser determinada pela relagio

2
f'fin = d(g)\/l + h2(n) (%) a2, (4.67)
A lagrangiana efetiva para a = a(T) é dada por
La.d) = = [ d)p(n) de, (4.68)

e a equacdo de Euler-Lagrange para a fica

& [aew+ Pt (5) a= [aow+ P (5)

Em contraste com o caso discutido na secao 4.2.1, aqui precisamos da equacao de
estado para determinar a densidade da matéria como funcao da varidvel dindmica (eq.
4.66). Note a diferenca entre os perfis de densidade n(r,t) da se¢io 4.2.1 e n(&, T') definido
pela equagao (4.67). O primeiro € definido para um dado ¢ no sistema de coordenadas
fixo em relagao ao fluido, e o ultimo é definido com 7' fixo no referencial co-mével.

Embora o sistema co-mdével pareca ser fisicamente mais vantajoso do que as coor-
denadas de Minkowski para a escolha do Ansatz, ele pode gerar uma dificuldade para
resolver a equagao (4.67) com uma equagio de estado qualquer. Para wm fluido ideal

com equacao de estado

Pocnl,

com ' = 5/3 ou 4/3, uma solugio analitica da equacio (4.67) para n pode ser obtida

explicitamente.
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4.4 Campo Fraco

Na secao 4.3.1 obtivemos a a¢io para um fluido perfeito com simetria esférica em coor-
denadas co-modveis. Nesse caso, a acao pode ser escrita em termos dos trés elementos da
métrica. Fazendo as variagdes com relagao a essas trés fungoes, obtivemos as equacoes
de Misner e Sharp.

Se desejamos utilizar o principio variacional para obter uma solucao aproximada do
problema, deveriamos fornecer trés funcoes tentativa independentes: ¢ = ¢(€,T), A =
A€, T) er = r(€,T). Por um lado ¢ dificil encontrar uma motivagao fisica para a
forma funcional de cada um desses elementos. Por outro lado, relagtes nao triviais
devem ser satisfeitas entre eles (egs. 4.53 e 4.55), de modo que nao & possivel escrever
explicitamente duas dessas fungdes em termos da terceira. Além disso, os Ansdize para
essas trés fungoes deveriam ter um nimero razodvel de parametros livres, de modo a dar
flexibilidade para que elas satisfagam as relagoes (4.53) e (4.55). Isso dificulta muito a
aplicacao do formalismo variacional nessa situacao.

Nesta se¢ao veremos que, no limite de campo gravitacional fraco e com uma escolha
apropriada do sistema de coordenadas, é possivel escrever as componentes da métrica e
as variaveis do fluido em termos de uma tnica funcéo. Isso simplifica muito a solugio e
elimina problemas de auto-consisténcia.

Para qualquer sistema com simetria esférica, é possivel escrever o elemento de linha

na forma®
ds? = —F (r,t) dt* + G (r,t) dr? + r*dSQ.

Esse sistema de coordenadas é conhecido como sistema de Schwarzchild ou coordenadas
de curvatura. Ele é o mais utilizado para o estudo de configuracoes estaticas, ou para
pequenas flutuacoes em torno do equilibrio. J4 para situagdes dinidmicas utilizam-se

geralmente as coordenadas co-moveis discutidas na se¢ao 4.3.1. Entretanto, veremos que

*Ver a referéncia [146], box 23.3.

240



no limite de campo fraco € mais conveniente trabalhar em coordenadas de curvatura®,

Devido a possibilidade de escolher arbitrariamente o sistema de coordenadas, & geral-
mente dificil encontrar o significado fisico das coordenadas na relatividade geral (se ¢ que
elas sempre tém um). No entanto, as vezes elas tém uma interpretacao simples, como é
o caso das coordenadas de Schwarzchild.

Numa superficie bidimensional com r e ¢ constantes, a distancia entre dois pontos é
dada por ds* = r?dQ%. Aqui, a coordenada 7 tem o mesmo papel que a funcio r (£, T) no
sistema co-moével, e por isso utilizamos a mesma notagao para designd-ta. A drea dessa

esfera bidimensional é
A= f (Rdf) (Rsenfdg) = dnr?,

Assim, dado um ponto P, podemos determinar a coordenada r medindo a drea prépria
A da superficie composta por todos os pontos rotacionalmente equivalentes a P: r =
(A/ 47r)1/ %, Como veremos mais & diante, a coordenada ¢ estd relacionada com o tempo
medido por um observador em repouso nas coordenas 7, @ ¢ ¢, de forma que uma config-
uragao que nao depende de ¢ é uma configuracao estdtica.

Jé no sistema co-mével, £ é associado a uma coordenada lagrangiana, de modo que
a componente espacial da quadrivelocidade se anula nesse referencial. O tempo T estd
relacionado ao tempo préprio medido por um observador co-mével com o fluido, de modo
que d/dr = e ?d/dT.

Por conveniéncia, escolheremos F = Af?, G = A™!, de modo que o elemento de linha

serd dado por
ds® = —Af*dt* + A7 dr® + 2dQ, (4.69)

onde A= A(r,t) e f = f(r,t). Agora ndo temos mais a liberdade de escolher um refer-

encial co-maével, pois a métrica ja tem o menor miimero possivel de fungoes independentes.

“Um exemplo da utilizagio de coordenadas de cruvatura em problemas dinfmicos com simetria es-
férica é encontrado na ref. [147}.
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Como o sistema tem simetria esférica, a quadrivelocidade s6 pode ter as componentes 0

el:
u® = (u% 2}, 0,0).

A condicao de normalizagio leva a:

wt =/ (u0)? f2A2 — A (4.70)

Aqui estaremos interessado no caso de um fluido perfeito, de forma que o tensor energia-

momentum serd dado por
T = (P + p) uptiy — PGus.

Para obter as fungdes A e f em termos de u°, p e p precisaremos apenas das componentes

11 e 00 das equagtes de Einstein. Estas sao:

Aprd A
GY = ——'1;;2?—21 = 8nG [(P-HJ) (u)* - Aifz} =77, (4.71)
G = Flf (4, + A=) +2raf,] =
= 87G{(p+7) [(HO)QAQF—A} +pA}=T", (4.72)

onde utilizamos a expressao de «' em termos de u° (eq. 4.70). Da equacao (4.71} obtemos
A=1- gl—;g, com i = 47r/0T [(p+p) (u)* f2A -p] ridr, (4.73)

Substituindo a (4.71) na (4.72) teremos
f=e% com ¢ =4n [0” {(p+p) (2 (u0)2 f2— A_l> rdr. (4.74)

Vamos chamar de “referencial parado” num dado sistema de coordenadas aquele cuja
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4-velocidade é dada por

’UQ = 60(1/\/‘900.

Na métrica (4.69) esse referencial corresponde exatamente a um observador estdtico, ja
que a equacio de Euler com u® = v® leva a solugao de Oppenheimer-Volkoff [148], para
um objeto esférico estdtico.

O fator de Lorentz v, entre o referencial v* parado no sistema de coordenadas (4.69)

e o referencial do fluido u® é definido pela relagao
v o= v’ (4.75)

Assim, a componente temporal u serd dada por

—1/2

u’ =y (Af?)
Escrevendo as expressoes para p (4.73) e ® (4.74) em fungdo de ~ obtemos:

o= dr /0 [0+ D) 8] e, (4.76)

o = 47 /OT (p+p) (27 —1) A" 'rdr. (4.77)

Dessa forma, se conhecemos 7 e n (lembrando que p = p(n) e p = p(n)) podemos
calcular ;e A (eq. 4.73), e com isso obter ® e f (eq. 4.74). No formalismo variacional,
poderiamos fornecer v e n como Ansditze independentes e calcular a acdo. Nesse caso,

deverfamos manter o termo de vinculo {(z) (nu*),, sobre a conservagao do mimero de

1

particulas. na acgao.

Uma alternativa é resolver explicitamente a equacio de continuidade. Como /—g =
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fr?, essa equacao é dada por:
(nua);a = (V —gnu"‘)‘a = (nfrzuo),t + (nfrzul),'r = 0‘

cuja solhicao é:

B .= ?—L—-l -1 / (fnuo)'t r2dr. (4.78)

w®  r2fnud

Fornecendo um Ansatz para a quantidade
A= fnu® = ny4A"V2, (4.79)
podemos calcular B. Em termos de B a quadrivelocidade e o fator ~y ficam

w® = (A7) (1,7B,0,0), (4.80)

. ((_f)) sy

onde utilizamos a condigao de normalizacdo (eq. 4.70)

Com a solugao da equagdo da continuidade, temos agora apenas trés fungbes que
determinam completamente o problema: 7, A e f. Aqui nos deparamos com uma di-
ficuldade semelhante ao que ocorria em coordenadas co-méveis: ndo é possivel fornecer
um Ansatz para uma quantidade, e obter as outras duas, pois elas estao relacionadas de
uma forma altamente nao-linear. Como A e f representam o campo gravitacional, as ex-
pressoes (4.81), (4.76) e (4.77) mostram que o préprio campo entra no cdlculo do campo
gravitacional. Essa é provavelmente uma propriedade geral, que vem da nao-linearidade
das equacoes de Einstein. Nao deve ser possivel encontrar um sistema de coordenadas
em que apenas uma quantidade permita calcular todos os campos.

No entanto, para campos gravitacionais fracos, nao temos esse problema. Note que,
pelas equacdes (4.73) e (4.74), se desejamos obter A e f em primeira ordem em G.

podemos calcular ¢ e ® em ordem zero em <. Desse modo, em todos os elementos que
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entram no cdlculo de ¢ e ® podemos fazer G = 0, o que equivale a fazer A = f = 1.

Assim, teremos

20, G
A = 1- 20 + Og2, com py == 47r/ [(po +p0) 73 - pg} r2dr (4.82)
f = 14 (I)[)G + ng, com (I)(] =47 (pU + pg) (2"}’3 - 1) 'f'd’f‘, (483)
onde’
_ 1
v 0 =(1=-B)"" com Bi=-—— [a.rldn, (4.84)
P =p () =p(@Rfm) e P =p(R/1). (4.85)

Apgora sim, podemos dar um Ansatz para 7i ¢ minimizar a acao com relacao a essa fungao.

Antes de desenvolver mais o principio variacional para campo fraco, podemos nos
perguntar qual & o sentido de se fazer esse limite. E possivel termos campo gravitacional
fraco com pressbes e velocidades relativisticas? Em geral argumenta-se que quando os
campos sao fracos devemos ter baixas velocidades e pressoes, e que se as velocidades e
pressdes ficam relativisticas, ndo podemos considerar o campo linear [146]. Entretanto
essa afirmacao depende do contexto. Para sisternas em que a gravitagao exerce urn papel

fundamental nos movimentos, como no caso das érbitas no sisterna solar, ternos

MG

R 2
de modo que a intensidade da gravitagio e o valor da velocidade estio ligados. Por

exemplo, v ~ ¢, teremos R ~ Rgchwarzchia € © campo é forte. Para um corpo em

equilibrio, como uma estrela por exemplo, temos

Vp~—pV¢

TAqui colocamos um superescrito na densidade p? calculada com G = 0. Nao confundir com a
densidade de massa de repouso pgy.
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de forma que a presséo e a intensidade do campo também estdo relacionados. No entanto
se a gravitacdo ndo é dominante na dinidmica, podemos ter grandes velocidades e pressoes
corn campos gravitacionais fracos®. Isso ocorre em fendmenos altamente energéticos como
jatos relativisticos e explosdes de supernovas. Nesse caso, a velocidade é determinada
fundamentalmente pela inércia e pelo gradiente de pressao, e temos v > MG/r. E claro
que a gravidade desempenha um papel importante, mas enquanto ndo houver colapso,
o campo pode ser considerado fraco. Assim, fenémenos explosivos sdo a arena ideal de
aplicacao desse limite, pois & medida que o escoamento se desenvolve, a intensidade do
campo diminui. Entretanto outros fendmenos altamente energéticos talvez possam ser

tratados neste limite, como por exemplo colisoes de estrelas de néutrons.

4.4.1 A Nova Acgao

Como vimos acima, no limite de campo fraco & possivel escrever as componentes da
métrica e as quantidades do fluido em termos de uma tnica fungao 7. Para isso, resolve-
mos as equacoes de Einstein para G® e G! e a equagio da continuidade. Agora bastaria

minimizar a agio (egs. 4.25, 4.26 e 4.27)
. R
I= [ dz/—g 5 p(n) |, (4.86)
K

onde nao colocamos os termos de vinculo porque eles sio automaticamente satisfeitos
pela nossa escolha de varidveis (egs. 4.70 e 4.78). Nessa expressao, tanto n como as
componentes da métrica, seriam escritas em termos de 7i: n. = n [}, A = A[f]e f = f[7],
e fariamos as variacGes com relagdo a 7 ou aos pardmetros de um Ansatz para essa funcao.

No entanto, a a¢do nao serd mais dada pela expressio (4.86), pois jd estamos utilizando
algumas solucoes que vemn da variacao dessa agdo. Agora as componentes da métrica nao
sao mais independentes ¢ devemos determinar a nova forma da lagrangiana para esse

€aso.

*Em alguns casos, podemos inclusive ter velocidades nao relativisticas, mesmo com altas pressoes
(veja por exemplio o apéndice 1, secdes A.J e A4).
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Podemos dar um exemplo simples de um problema semelhante que ocorre na mecénica

newtoniana. Considere a lagrangiana de uma particula num potencial central

™m (7‘"2 + TZQQ)

L= 5

+Vi(r).

Fazendo a variagao em relagio a 6 obtemnos
mr0 = const. = 1. (4.87)

Se substituimos esse resultado na lagrangiana £ para eliminar 0, obtemos

22 2
mr l
= — Vir).
= 2 + 2mr? V)
Variando em relacio a r teriamos
L2 v
Fem — = ——
T or’

que é a equacdo de movimento errada! Uma vez que usamos a equagdo (4.87) para
eliminar um grau de liberdade do problema, ndao podemos mais utilizar a lagrangiana
original. Essa lagrangiana é vilida apenas para variagdes arbitrdrias de ¢ e 7. E preciso
obter uma nova lagrangiana quando utilizamos uma das equagdes de movimento. Neste
caso simples, a lagrangiana correta é

mr 12
2 2mr?

Vir).

Infelizmente nio conhecemos nenhum método geral que permita obter a expressao
da lagrangiana quando eliminamos alguns graus de liberdade através das equagoes de
movimento. A procura da expressio para a agio do fluido perfeito na relatividade geral,

com os campos A e f sendo dados pelas as equagoes (4.73) e (4.74), levou a um esforgo
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considerdavel. Obtivemos uma expressao muito simples para essa acao:

I= —47rfdt]dr [p(n}r® + £ oV —g (nu®)], (4.88)

onde /=g = fr?. Aqui mantivemos o vinculo para simplificar alguns célculos, de modo
que as variagoes de u® e n sdo independentes. Quando u° e n sio dados em termos
de 7, podemos eliminar o vinculo correspondente a equagdo de continuidade. A seguir
apresentaremos virias motivagoes para essa expressao, depois discutirmos a sua aplicagao
a um problema pratico, a partir de um Ansatz para in. Na segao (4.6} discutiremos como
poderfamos utilizar essa a¢io para desenvolver um método de SPH relativistico incluindo
a gravitacao.

Caso Estdtico: A Solugiao de Oppenheimer-Volkoff

No caso estdtico a componente espacial da velocidade se anula, assim teremos:

’U,O= (AfQ)_]/Q, ’U,1=0
Substituindo essa expressio na (4.73), obtemos:

Azl_ZGM(T)

, com M = 4 / pridr.
0
A lagrangiana da (4.88) fica

I= —47?/ [p(n)+ fgtnA']/Q] ridr.

Se nao tivéssemos utilizado diretamente a normalizacao da quadrivelocidade. poderiamos

mostrar facilmente que £ , o v, (como na eq. 4.6). Assim, como u; = 0, £ & apenas uma
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funcao do tempo. Dessa forma, como n nao depende de ¢, teremos

o o0 2GM (r)\ ~?
—L/4m = / pridr + /\/ rin (1 — G—(T)—) dr, (4.89)
0 0

T

onde A := £,. Como essa lagrangiana nao depende do tempo %, e seu extremo equivale
ao extremo da aghdo. Minimizando a (4.89) com relagdo a n obtemos a equagdo de
Oppenheimer-Volkoff? [148]:

___ptp 1 3
Pr = [ 2MCrr2 (M+47rr p)G.

Verificamos, portanto, que a a¢ao (4.88) leva & solugdo correta para uma distribuigao

estdtica, para qualquer valor do campo gravitacional.

Limite newtoniano

Consideraremos agora o limite newtoniano da agao (4.88). Nesta subsecdo colocare-
mos explicitamente a constante ¢, para que o limite newtoniano fique mais claro. A

lagrangiana associada a acdo (4.88) é dada por

L= —471'/ p (n) ridr,
0

onde jd utilizamos a solu¢io da equacao de continuidade (eq. 4.78), de modo que n =
nAY2 /. No limite de baixas velocidades teremos v/c := B < 1. Portanto, vamos
reter apenas termos de primeira ordem em B e G. Nesse caso, o fator de Lorentz fica

N yg o~ 1 —-1/2(v/c)® (cf. egs. 4.81 e 4.84), e o parametro p, serd dado por

o (1) = 47r/ [(po +p0) ¥a — po] ridr ~ 47r/ p (Rfvy) Tdr.
0 0

"Veja por exemplo Weinberg [31], segio 11.2, teorema 2 (p. 306).
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E importante lembrar que a densidade de energia contém tanto densidade de massa de

repouso quanto a energia interna, de modo que
p(n) = monc® + e(n).
Assim, teremos
to (7) = 4= /T p(7)vy,) ridr = dx _/T monc gy ridr ~ 4z /T menciridr =: M (r) &
0 0 0
Dessa forma n sera dado por”

~ 41/2
ne A :n#ﬂzﬁ(L—"——_m). (4.90)
g

Assim, em primeira ordem em G e (v/c)?, a densidade de energia p (n) sera dada por

p(n) = mgnc® + e(n) ~ mof (02 _ g - M;g) +e(n). (4.91)

Finalmente, a lagrangiana, no limite newtoniano, sera dada por
L= —471'-/ p(n)ridr =T — U — Ey, (4.92)
0

onde T é a energia cinética, U é energia potencial total (energia interna mais energia

potencial gravitacional) e Ky é a energia de repouso:

00 2
T;:m/’fﬂw (4.93)
0
u . = 47r/ e (pg) rdr — 47r/ MTQdT (4.94)
0 0 r
EO = M0€2, MO = 471'/ porzdr =M ('T' = OO) s (495)
0

19 Colocando os fatores com c. teremos A = 1 — 2uaG/(rc?).
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onde

é a densidade de massa de repousc. Dessa forma, mostramos que a acao {4.88) leva &
lagrangiana correta para a hidrodindmica newtoniana (veja, por exemplo, a referéncia
[1211).

Podemos reescrever o segundo termo de U para que fique mais aparente de que se
trata da energia potencial gravitacional. Se temos uma distribui¢ao finita de raio R, a

densidade se anula para r > R e as integrais vao até R, assim esse termo pode ser escrito

COmo
R R
—G/ 47rer(7°)p0(r)dr=—% %d(Mz(r))d'rz
2 g g (R)MO(R) 1/
. GM* G 1, 9 _
=->55 2/0 ;gM (r)d’r——z———§ i M(ryde(r) =
1 /R
-3 | e

onde ¢ é o potencial newtoniano no interior da matéria

M B M (¢
(}5(?"):—%—(;/ ?’52 )d?"!.

4.4.2 A Hamiltoniana

Como vimos nas secoes anteriores, tanto no caso estatico, como no limite newtoniano,
a acdo (4.88) fornece o resultado correto para a dinamica, se o campo gravitacional é
calculado pelas equacoes (4.73) e (4.74). Talvez a melhor motivacio para essa forma da
acao, seja a possibilidade de obté-la a partir da Hamiltoniana do sistema.

Para situagOes em que a parte espacial da métrica tende assintoticamente para a

solugao de Schwarzchild a grandes distancias, a energia total do sistema estd bem definida
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[149]:

M= lim {r [1 - a\gf; \/;T} } (4.97)

Essa definigao é valida para qualquer coordenada radial r, desde que métrica tenda para
alguma forma da solucao de Schwarzchild para r — oc.
Com a nossa escolha de coordenadas, teremos goy = 1’ e g, = A™! = (1 — 2uG/r) 7,

com p definido por (egs. 4.69 e 4.73):
= 47?/; [(0+p) 7" —p] rdr
Substituindo estas expressdes na equagio (4.97), a massa serd dada por:
M=p_=4r /000 [(p+p)¥* ~ p] rPdr. (4.98)

Pela defini¢ao (4.97) a massa deve ser constante no tempo. Assim, escolheremos M
como a hamiltoniana do sistema. Veremos a seguir alguns limites em que M é realmente
a energia total. Mostraremos que é possivel obter a lagrangiana do sistema a partir dessa
hamiltoniana.

Associada a4 hamiltoniana (4.98), temos uma densidade hamiltoniana

H={lp+p) 7y -p].

Ela é justamente a densidade de energia p’ medida por um observador com velocidade

v®. Por definigao, temos (a segio A.2.1 eq. A.36)
=T, = [(p+ P)u'v’ + Pg* |, = (p+p)¥ —p

onde a tltima igualdade segue da definicio de v (eq. 4.75).
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Caso estdtico

No caso estdtico, para obter a solugdo do problema basta minimizarmos a energia. total
(4.98). Ao fazer as variagGes, devernos manter constante o niimero de barions N. Ou seja,

a quantidade
F:= M+ AN {4.99)

deve ser estaciondria para variagoes de n. O nimero de bérions é dado por

2GM (r) ) —1/2

T

N = fnuo\/ﬁgdSm = 47r/ r*n (1 — {4.100)
0

onde utilizamos que u® = (Af2) Y2 e /=g = fr?. Pela propria definicio do fator de

Lorentz (eq. 4.75), teremos v = 1. Dessa forma, M serd dado por
M =dr f pridr.
0

Comparando com os resultados da secao 4.4.1 (eq. 4.89), vemos que minimizar a {4.99)
é exatamente igual a minimizar a a¢ao {4.88). Como era de se esperar, no caso estdtico

mmnimizar a agao é equivalente a minimizar a energia total.

Limite Newtoniano

Para pressoes nao relativisticas e baixas velocidades, teremos

w2
(prp)7V —p=p(l+=5 ).
C
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No limite de G pequeno e baixas velocidades a densidade de energia p(n} é dada peia

equacao (4.91). Dessa forma, a massa M (4.98) fica!!

o0 2
M~ 47r/ [moﬁ. <c2 + % — —M;g) + € (ﬁ)} r2dr = Ey+ T + U, (4.101)
0 -

que corresponde exatamente & energia total newtonana incluindo a energia de repouso.
Novamente vemos que os resultados deduzidos a partir da agao (4.88) estao em acordo

com a hamiltoniana (4.98).

Transformacgao da hamiltoniana para a lagrangiana

Para utilizar o formalismo variacional, é preciso saber a lagrangiana do sistema. No
entanto, como foi discutido na se¢ao 4.4.1, quando eliminamos alguns graus de liberdade
através das equagoes de movimento, precisamos determinar uma nova expressio para a
lagrangiana. Depois de diversas tentativas nés obtivemnos a expressio (4.88) para a nova
agao, sem no entanto ter uma boa motivagao fisica para ela. J4 no caso da hamiltoniana,
ha um boa motivacgao fisica: podernos defini-la como sendo a massa total relativistica do
sisterna (pelo menos no caso esférico).

Tendo a hamiltoniana, podemos calcular a lagrangiana, bastando saber quais sao as
varidveis canonicamente conjugadas. No caso newtoniano podemos fazer 7 = pyve ¢ = v,

de modo que

7 7
= -[m(2-5-29) re()].

Assim, a partir da densidade hamiltoniana (4.101) obtemos a densidade lagrangiana

(4.92).

2
A e [ GRR PC]

" As quantidades Ey, T e U sio definidas pelas equagdes (4.93) a (4.95).
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Na relatividade restrita a (4.88) fica

L=-p(n)r?—¢&, (mu)r?, com u*=(y,7,0,0) ey=(1- 1)2)—1/2.

Se ¢, := v teremos

oL 0
T = 00— = .
Y bd
Na densidade lagrangiana £ aparece também a quantidade £. Fazendo ¢ = 5 obtemos

_ oL
Oy

Ty © —n.

Dessa forma, a densidade hamiltoniana fica
H=qim + gomy — L = —ny§, + p(n) +{ o (nu®) = p(n) +§ nu”.

Da expressao (4.8) temos £ , = u,dp/dn, de modo que £, = yu (p + p) /n. Dessa forma,

a densidade hamiltoniana sera dada por
H=p+(p+p)v"v*=(p+p)7 —p.

Novamente, a partir da lagrangiana (4.88) obtemos a hamiltoniana (4.98).

Agora vamos ver como fica a hamiltoniana associada a lagrangiana (4.88) no caso
geral. Primeiramente, vamos escrever a densidade lagrangiana (4.88) sem impor a nor-

malizacao da velocidade a priori
1
L= —p(n) = €q () f + 5C (Wuq +1). (4.102)

Fazendo a variacdo em relagao a n com obtemos

Op af_
—%*S‘a’u f = {).
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Variando em relaciao a u® temos

é,anf = gu&f‘

Combinando essas duas equacoes teremos

£o= (p_nt_zg) ua f71. (4.103)

Como na agao (4.88) sé aparecem derivadas no campo £, somente podemos definir o

momento conjugado a esse campo, de modo que

oL

T=— = —nuof.
o€ 4

A densidade hamiltoniana serd da por

H=—nu’fE;+ p(n) + £ nuf = p(n) + £, nu f.

Pela (4.103) temos £ ,nu” f = (p + p) w,u". Utilizando as expressdes (4.80), (4.69) e (4.81)

obtemos u,u” = v?B2/(Af)? = 4% — 1. Assim, obtemos finalmente

H=p+(p+p)(¥-1)=(p+p) ¥ —-p

Temos agora uma boa justificativa fisica para a agfio (4.88). A lagrangiana associada a
essa a¢ao leva a hamiltoniana do sistema (4.98). Essa ndo é ainda uma prova rigorosa
da expressao (4.88). Mesmo supondo que a hamiltoniana é realmente dada pela massa
total, ainda é preciso mostrar que a coordenada generalizada £ e o momento generalizado
—nulf sdo varidveis canonicamente conjugadas. Entretanto todos os resultados desta
secao 4.4, motivam a expressao (4.88) como a agio do sistema. Além disso, pelo menos
no caso newtonlano, sabe-se que £ é realmente a varidvel conjugada da densidade [150].

Em principio, poderiamos mostrar diretamente que a agdo (4.88) com as expressoes

(4.73) e (4.74) levam as equac¢des de movimento corretas. Bastaria fazer variagdes ar-
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bitrdrias de u¥ e n. No entanto essas equacdes envolvem relacdes integrais néo-lineares,
o que dificulta muito a obtencio direta das equacgbes de movimento. Mesmo no limite
linear em G quando temos as equagoes (4.82) e (4.83), essa dedugao ainda é muito com-
plicada. Se desejamos ter apenas 7 como varidvel independente, a obtencéo direta das
equagoes fica ainda mais dificil. Essas dificuldades ndo atrapalham a aplicagao pratica
do principio variacional, j4 nao é preciso deduzir as equagdes de movimento genéricas, e
sim para uma dada funcao tentativa.

A seguir, discutiremos como calcular a agao (4.88) a partir de um Ansatz para #,
e maostraremos um exemplo simples de sua aplicagio. A utilizagdo da agio (4.88) para
obter as equagoes de movimento do SPH, incluindo a gravitagdo com campo fraco, serd

discutida na segao (4.6).

4.4.3 Uma Aplicacao Simples

Agora podemos utilizar a a¢io (4.88) para obter uma solu¢do aproximada para a dindmica
de um fluido relativistico, de modo semelhante ao que foi descrito na secao 4.2.1 para o
caso sem gravitagdo. Como vimos no inicio desta secdo 4.4, se consideramos situagoes
em que 0 campo gravitacional é linear, podemos obter todas as quantidades em termos
de um unico Ansatz para a fungdo 7. Em termos de 7 a velocidade é dada por (egs. 4.78

e 4.79)

1
B=——-— [ fi,rdr. (4.104)
ren

Como essa relagao obedece, por construcgio, 4 equacao de continuidade, a lagrangiana da

(4.88) serd dada simplesmente por

L= —471'/(1‘7‘,0(71.)7"2. (4.103)
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onde n deve ser calculado em primeira ordem em G. Nessa ordem, o fator -y fica (egs.

4.81 a 4.85)
Y= Yo — VoB? (R0 — 240/7) G,
onde
1
Yo T TF
1 — B2
e

by = 4m / {10 /%) + 2 (/90)] & ~ p (7 7o)} w2,

¢y = 47r/[p (7/v0) + 2 (R/v)] (275 — 1) rdr.

Assim, a densidade n serd dada por (eq. 4.79)

aAY? @
v Yo

n =

[1+"/ BQ%G——( «,33%1)@}.

(4.106)

(4.107)

Agora podemos fazer um procedimento andlogo ao da se¢ao 4.2.1: fornecer um Ansatz

para a fungao 7, com algum pardmetro livre a (t), calcular a lagrangiana (4.105) e obter

uma equacao de movimento para a através da equagdo de Euler-Lagrange.

Ansatz 7= f (r,a(t)), a velocidade B fica (eq. 4.104)

Blr,t)=A4, com A(ra) Tgf/ ( )

A funcdo f deve estar normalizada para qualquer a (1)

47r/ rifdr =N
0

Com um

Essas expressOes sao idénticas as da segao 4.2.1 (egs. 4.21 e 4.22). Aqui entretanto,
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a densidade é dada por fAY?/«, e nao simplesmente por f/v. Além disso, & preciso
calcular p, e ®¢ para obter n. Vemos que, incluir a gravitagdo, mesmo com campo fraco,
ja dificulta bastante o problema.

A titulo de exemplo, escolhemos uma distribuigio uniforme em # com raio R(t):

IrR3(D)°

= - 4,108
f { 0, r>R ( )

onde novamente R = R(t) é a tnica varidvel dindmica. Essa distribui¢ao pode representar
uma estrela de raio R expandindo-se violentamente numa explosdo, ou as primeiras fases
do colapso, quando o campo ainda pode ser considerado fraco.

A equacdo de movimento para R (t) é obtida a partir da equacao de Euler-Lagrange

d {OL oL

7 (5) -7~
A aplicacdo numérica desse problema foi realizada por Lazia Cadé [151], como parte de
sua disserta¢ao de mestrado.

A escolha da distribuicdo (4.108) simplifica muto o cdlculo numérico e serve como
ilustragao do método variacional. Para verificar a acurécia do método e comparar com os
resultados numéricos obtidos a partir das equagoes locais da hidrodinamica relativistica,
deveriamos utilizar um perfil de densidade mais realista. Do mesmo modo, para uma
aplicagiio pratica a um modelo astroffsico também seria necessario considerar um Ansatz
com maior motivacao fisica. Ainda assim, com esse modelo simples é possivel tirar al-
gumas conclusoes interessantes sobre o efeito da gravitacdo na dindmica. Em particular
pode-se investigar quando sao importantes os efeitos de altas pressoes e densidades, e
quando a aproximacio de campo fraco deixa de valer (veja a ref. [151]). Como o for-
malismo variacional permite obter informacio global sobre o sistema, é provavel que o
resultado qualitativo nio se modifique muito com a escolha de um perfil de densidade

mals realista.
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Uma aplicagao semelhante poderia utilizada para jatos relativisticos, supondo que eles
possam ser tratados como um problema unidimensional. Nesse caso também é possfvel
resolver a equagao de continuidade em termos de um Ansatz para #i. Além disso a massa
total estd bem definida, de modo que temos a hamiltoniana do problema e podemos obter

a lagrangiana.

4.5 Extensoes

Nas segoes precedentes, nos restringimos a sistemas formados por uma tinica componente,
tratada como um fluido perfeito isentrépico num escoamento irrotacional. A seguir,
apresentaremos algumas extensdes da agao (4.3) de modo a eliminar cada uma dessas
restricoes.

Esta secao foi incluida para completar a discussao sobre o formalismo variacional. Até
agora, apenas os resultados da subsegao 4.5.3 foram aplicados na solugao de problemas

praticos [2, 141].

4.5.1 Escoamento Rotacional

A vorticidade do fluido é dada por!?
o 1 afuv
W = 5?7 UGy (4.109)

Se calculamos essa expressdo utilizando a equagdo (4.6) u, = £ ,n/(, obtemos

W = %Waﬁ'w gﬁ‘g [5# (%) + (g) (€ — FZ,,E,,):I =0. (4.110)

Portanto, o principio variacional com a agao (4.3) descreve somente escoamentos irrota-

cionais. Esse problema ocorre mesmo no caso newtoniano' {121}, Uma maneira de

B2Veja o apéndice 1, eqs. A.32 e A.23.
I5Essa restrigdo ndo atrapalha no modelo de Landau para superfluidos, pois, por construgao, a vorti-
cidade macroscépica é nula.
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superar essa restrigao foi apresentada por Ray [152], seguindo o mesmo método utilizado
na dindmica newtoniana. Atribuimos a cada particula um rétulo X, e exigimos que esse

rétulo seja conservado ao longo da evolugao

E;—};::X(:):) u’ = 0.

Essa. equacao implica na conservacao da identidade das particulas. Adicionando essa

condi¢do como mais um vinculo, a densidade lagrangiana (4.3), fica

L= ~g |-p(n) —nu¢(z), + %C(m) (uhu, + 1) + 7 (x) X 0" . (4.111)

A variacio com relagao a n leva a equacdo (4.5). Jd a variagao com relagio a u* fica

u, = (n€, —nX,) /¢ (4.112)

Contraindo essa expressio com u*, utilizando o vinculo X ,u#* = 0, e a equagio (4.5)

obtemos novamente a equagao (4.7). A variacao em X dd simplesmente

6L oL ( ac

- = —_ H =
5X _ X aX,“),# () = 0,

e nao altera as equacoes do fluido. Nenhuma outra equagio é modificada pela presenca
do novo termo de vinculo. Obtemos assim as mesmas equacgdes de movimento para o
fluido, mas agora a quadrivelocidade é dada pela equacgao (4.112), cujo rotacional nao &
necessariamente nulo. Assim, tanto escoamentos rotacionais como os irrotacionais estao
incluidos nos extremos do principio variacional. Dessa forma, a densidade lagrangiana
(4.111) descreve qualquer escoamento de um fluido perfeito isentrépico. Uma outra forma

de evitar a restricio para escoamentos irrotacionais serd discutida na secdo (4.5.4).
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4.5.2 Fluido Perfeito Genérico

Um fluido perfeito possui, em geral, dois graus de liberdade termodinamicos, que podem
ser escolhidos como sendo a densidade numeérica n e a entropia especifica s. Num es-
coamento genérico, s nao tem o mesmo valor em todo o fluido, mas deve ser constante
para cada particula!!. Isso significa que nao ha troca de calor entre diferentes partes do
fluido, ou seja, o escoamento é adiabético. Dessa forma, devemos ter s ,u* = 0. Podemos
escrever essa expressio em termos do fluxo de entropia
Yy H B
(nsut),, = s (nu), +ns u* = 0.

Nas se¢bes anteriores nos restringimos a fluidos isentrépicos, para os quais a Unica quan-
tidade termodindmica era n. Se queremos tratar s como uma varidvel dindmica, devernos

adicionar o vfnculo acima na agdo. A densidade lagrangiana serd dada por
1
£ = v/=g | =p(n,s) = nu€(z) u - nswix(@)+ 36() @+ 1), (4113

onde j4 utilizamos a integragdo por partes para simplificar a obtencdo das equagdes de

movimento. A variagdo com relagio a s leva a

Qg + X’#nu-“ =nT + X"unu'” =1, (4.114)

Jds

onde utilizamos a relacéo termodindmica 8p/ds = nT {eq. A.56}. A variacdo com relacdo

a n fica

pP+p
i

4]
24 £, U8+ x ut's =

> +&,uf —Ts =0, (4.115)

"Veja o apéndice 1, eq. A.37.
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onde usamos a (4.114). Variando em relacdo a w*, multiplicando o resultado por u¥,

utilizando as equagdes (4.114) e (4.115) e a normaliza¢fio da quadrivelocidade, obtemos
(=mn (p:p Ts) +Tns=p+p.

Variando a agao em relacao a g, obtemos o tensor energia-momentum

6L [
Ly 2./ —

E + u“u } V- Y _Ipuw
onde utilizamos a (4.28). Assim, temos

T = (p+p)ufu” + ¢ L/V~g = (p+ p) v’ + pg",

onde utilizamos as relagdes (4.114) e (4.115). Dessa forma, obtivernos o tensor energia-
momentum de um fluido perfeito, incluindo a entropia por particula s como varidvel
dindmica. Se adicionamos o vinculo da conservagao da identidade das partfculas, tere-
mos a descricdo completa da dinamica de um fluido perfeito. A extensdo do formalismo
variacional para um escoamento adiabdtico genérico também foi apresentada primeira-

mente por Ray [152].

4.5.3 Processos nao Adiabdticos

Até agora, consideramos processos adiabéticos, para os quais nao ha geragao de entropia.
Entretanto, em muitos casos, hd uma transferéncia irreversivel do movimento colettvo
para a energia térmica interna. Por exemplo, no limite de grandes nimeros de Reynolds, a
mudanca do volume pode levar a escoamentos altamente turbulentos em pequenas regioes
do fluido, e esse movimento complexo acaba por termalizar no elemento de volume. Nesse
caso, ha geracio de calor dentro desse elemento. Se a escala temporal da termalizacao
¢ desprezivel, a geracio de entropia pode se manifestar em termos de um tensor de
viscosidade. Quando nao ha fluxo de calor entre os elementos de volume, podemos

representar esse processo por um escalar: a viscosidade volumar. Nesse caso o tensor
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energia-momentum é dado por:
™ =(p+P+Q)uv +(P+Q)g",

onde P é a pressio termodinamica'® e ) ¢ a viscosidade volumar. Note que essa expressao
é idéntica 4 do tensor energia-momentum de um fluido perfeito, substituindo a pressao
P, pela pressio dinamica P + . O fluxo de entropia ¢ dado por'®

(nsu®)., = s (nu®),, +nsqu” = —%u“;m (4.116)

onde, na dltima igualdade, utilizamos a conserva¢ao do mimero de particulas.

A tnica alteracio no formalismo variacional é que devemos utilizar a relagio’”

d
dp _ p+P+nT£lEx p+P+Q
dn n. dn n

em vez da (4.10), e a relagao

no lugar da (4.11).

A funcao () deve ser especificada de acordo com 0s processos nao adiabdticos em
consideracdo, e depende das quantidades termodinidmicas e da taxa de expansao local. A
viscosidade volumar também utilizada na hidrodindmica nao-relativistica por Neumann-
Richtmyer [153] para simular o mecanismo de producio de entropia numa onda de choque.
Esse método, conhecido como pseudo-viscosidade é fundamental em simulagoes numén-
cas hidrodinamicas. A generalizacao das equagdes da hidrodinidmica relativistica com a

inclusdo da pseudo-viscosidade foi apresentada nas referéncias [2] e [141].

15 A pressao termodinamica é definida atraves da relacdo de Gibbs (eq. A.56}.
10Veja o apéndice 1. equacao (A.19}.
Y"Na iltima igualdade utilizamos a eq. {A.19). notando que § = — (dn/dT) /n.
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4.5.4 A Acao para Varios Fluidos

Até agora, consideramos a acao de um fluido composto por uma unica espécie. No
entanto ha muitos processos que envolvem duas ou mais componentes. Elas podem
descrever fluidos distintos ou um modelo de dois fluidos de um tnico composto, como no
caso de um superfluido. Sistemas compostos por vérios fluidos tém diversas aplicagoes
em cosmologia e astrofisica. Por exemplo, numa estrela de néutrons as particulas com
carga podem ser tratadas com um tinico fluido, e a componente superfluida de néutrons é
tratada como um outro fluido independente [154, 155]. Outro exemplo envolvendo estrelas
de néutrons ocorreria numa transicio de fase de hadrons para matéria estranha. Também
existem modelos cosmolégicos de dois fluidos {156, 157]. Particularmente interessantes
s80 0s processos envolvendo reacdes entre fluidos e a geragao de entropia [158, 159, 160].

Se néo hd interacao entre as diferentes espécies que compoem o fluido, a agao do
sistema & simplesmente a soma das agdes dos fluidos individuais. Sejam n,, e u! as
quantidades do fluido 7, e £, os vinculos associados & conservacao do nimero de particulas
de cada componente. As variagbes da agao Lo = »_, I; em relacao a essas quantidades

levam a uma equacio de Euler para cada espécie.

Poderfamos considerar também situagbes em que os fluidos interagem, como por ex-
emplo numa reacao quimica. Nesse caso, 0 numero de particulas de cada espécie varia,
mas o nimero atémico total é conservado. O mesmo ocorre em reagdes nucleares, onde
o nimero baridénico é conservado.

Por simplicidade, vamos considerar o caso de dois fluidos. O argumento pode ser
estendido a N componentes de forma direta. Sejam n; e ny a densidade numérica para
cada componente da quantidade fundamental que é conservada, como por exemplo o
niimero baridnico. Assim, se a espécie é 1 composta por A barions termos n; = Any,
onde 7, ¢ a densidade numérica das “particulas” que identificam a espécie 1 (como
moléculas, ou nicleos). O nimero baridnico total é conservado, de modo que

NCﬂ

tobje (nluii + T?-QUE‘);P = 0.
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Podemos encontrar a agio do sistema de modo direto, bastando alterar o termo de vinculo
da conservagiao do nimero de particulas. Em vez de requerer que cada componente se
conserve separadamente, vamos impor a condi¢io acima. Por simplicidade, suporemos

que a eniropia de cada particula é conservada, de modo que
51=51,u'=0 e 3=s,u"=0 (4.117)

Dessa forma, a entropia so sers gerada pela conversao de uma espécie na outra. Colocando

essas condigbes como vinculos, a agao do sistema serd dada por

I = fd4m\/“_9{“ﬂl(n1)“P2(n2)+§1($)(u§‘”1n+1)/2+§2($)(u§u2#+1)/2

— (muf + naub) €(z) 4 + x, (2)51,50" + Xo(2)52,0" } (4.118)

Fazendo as variagdes com relagdo a na, v’y e s4, onde A = 1,2 obtemos respectivamente

Pa+ Pa

y = 0 4.119
N4 + uAg,# ! ( )
Caiap —nal, +xasay = 0, (4.120)
nATA + (XAU’#);,U = 0‘ (4'121)
Dessas expressdes, temos que
nal s = (= (ps+ Pa). (4.122)

O tensor energia-momentum serd dado por

uv
K 9 H, v B v
Tt = L+ Quiul + Cupuy =

V=9

= (PA+P) g™+ (p+ P)wu) + (py + P)ubuy = {4.123)

= Ty + T,
Vemos portanto que a agao (4.118) leva a um T, que representa dois fluidos perfeitos.
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Apesar disso, podemos ter uma geracdo de entropia pelas reacoes, devido & nio con-

servacao do ntimero de particulas de cada espécie. Como o nimero baridnico total é
H [

conservado, temos (myuy),, = — (nqus),, =T, de modo que

H

5% = (mys1uf + nosauh),, = s1 (muf),, + sz (noud) . = (51— s2) .
Como devemos ter 5%, > 0, as particulas da espécie que estd sendo criada nas reacgoes
devem possuir uma entropia maior do que a espécie que estd se transformando, como era
de se esperar.

A acdo (4.118) leva ao tensor energia-momentum (4.123), que é conservado. No
entanto, a condicao T, = 0 nao é suficiente para determinar a dindmica do sistema.
Precisamos de uma equacéo para cada componente. As equagoes (4.119) a (4.121) nao
sao suficientes para determinar completamente o problema. Como hd a conversao de
elementos de um fluido no outro, o tensor energia-momentum de cada componente nio

& conservado separadamente. Dessa forma, temos!®

pY _ p
IT7 0 =ty

e T8, = -t

mnt”
E ficil mostrar que, quando §; = §; = 0, t*, e " estao relacionados por [158]

_ Ty u Tig u

Uy, by = ————tg,l: ..
P1+P1 1etint ,02+P2 21 %int

Mesmo assim, a parte t! h,, ainda fica indeterminada. No entanto, alguns resultados

int
interessantes sobre a geracao de entropia podem ser obtidos, mesmo sem informacao
[158].

Como vimos, apesar de levar & expressao correta do tensor energia-momentumn do

sobre t

nt.

sistema, a agio (4.118) néo é suficiente para resolver o problema. Seria possivel incluir

alguma informagao sobre as reactes de uma forma efetiva, como foi feito na se¢ao 4.5.3

12 Além disso. o préprio T, deve incluir um termo de viscosidade volumar associado a producao de
particulas [161, 162].
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para a viscosidade volumar? Talvez seja melhor determinar primeiramente a agao de
um fluido perfeito com criagao de particulas, colocando a fonte e a viscosidade volumar
associada a criagdo [161] de uma forma efetiva. No futuro, faremos investigacbes nessa

dire¢io.

Representagao de dois fluidos para escoamentos rotacionais

Como vimos na secdo 4.5.1, a acho (4.3) s6 se aplica a escoamentos irrotacionais. Se
desejamos incluir a vorticidade, é preciso acrescentar mais um vinculo na densidade la-
grangiana. Ha uma outra forma de lidar com escoamentos rotacionais, que consiste em
representar o fluido por uma superposi¢io de duas componentes. Esse método foi desen-
volvido para a a¢do na hidrodinamica newtoniana na referéncia [163]. Ele possui algumas
vantagens em relacdo ao método da secao 4.5.1: ele leva a um formalismo hamiltoniano
simples, e pode ter implicagoes fisicas no estudo da superfluidez e na teoria quantica dos
fluidos [163].

Aqui, mostraremos apenas que esse método pode ser estendido diretamente a hidrod-
indmica relativistica. O fluido serd descrito pelas quantidades n4 e v’ (A = 1,2) associ-
adas as duas componentes. Como temos efetivamente um unico fluido, teremos uma dnica
equacao de estado p(n), onde n representa a densidade total do ntimero de particulas.
No caso newtoniano temos simplesmente n = n; 4+ ny. No entanto, no caso relativistico,
a densidade depende do referencial e portanto devemos determinar n de outro modo.

O fluxo total de particulas é dado por

N# = N + N{ = njuf + naub.

Pela defini¢do de Eckart!’, u# representa a fluxo de particulas, de modo que

nu* = N¥ = muf + noup. (4.124)

YVeja o apéndice 1, secio A.2.1.
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Dessa. forma, a equagao de continuidade (nu”),, = 0 ¢ automaticamente satisfeita. A

densidade n serd dada por
n? = —N,N* = n? + n2 — 2nynauy,ub. (4.125)

; B ' no_ ' b

Note que, no caso newtoniano 1§ = (1,v}/c) e uh) = (1,v5/c), de modo que uj,uf ~ 1 e
=Ny + No.

Como nao hi interagao entre as duas componentes, elas sao conservadas separada-

mente
(muy), = (nauh),, = 0. (4.126)

Como estamos representando um tnico fluido, é razodvel supor que uf = uf. Nesse caso,
teremos n = ny + na (eq. 4.125), e pela (4.124) v* = uf. Dessa forma, colocando as

condigbes (4.126) como vinculos, a a¢éo serd dada por

b = [ @tay=g | =ptn) — @)t + et + S (e, 5 )| gz

A variacao com relagao a ny leva a:

_9p on

Bl Eap=0. (4.128)

Variando em relacao a uw* obtemos:
Cuy = &y 1 + & N0 (4.129)
Contraindo essa expressao com u* e utilizando a equagio (4.128), obtemos

(=(p+P). (4.130)
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Dessa forma, a quadrivelocidade serd dada por

wa = (p+ P)7 (€r,m + &a,m2) - (4.131)
Agora podemos resolver o sistemna (4.128), (4.129) e (4.130) para as incognitas 71, N2,
£, € §;, com u, dado pela (4.131). Vemos, da expressao (4.131), que a velocidade é, em
geral, rotacional (veja a expressdo 4.110). Podemos reproduzir os passos da segao 4.2 e
obter a equacao de Euler relativistica para u* e p. Alternativamente, podemos calcular

o0 tensor energia-momenturn a. partir da agao (4.127):

T = %ﬁ + Cuty = Pg" + (p + P)utu”,
que ¢ dado por um fluido perfeito. As equagdes de conservagao 7+, = 0 levam entao a
equacao de Euler relativistica.

Obtivemos assim a a¢ao para um fluido perfeito para um escoamento genérico a partir
da representacéio de dois fluidos. Aqui lidamos apenas com escoamentos isentrépicos, mas
podemos incluir s como varidvel dinamica, do mesmo modo que na se¢éo 4.5.2. Também
poderiamos incluir uma viscosidade volumar, como na segao 4.5.3. A representacao
de dois fluidos foi apenas um artificio matematico para obter solugdes rotacionais da
equacao de Euler. No entanto, a discussao apresentada aqui poderia ter implicagoes

numa descricao relativistica de superfluidos.

4.6 Perspectivas

Neste trabatho. o principio variacional foi discutido visando aplicagoes préticas na solucao
de problemas. Na secao 4.2.1 mostramos como € possivel utilizar a formulacéo variacional
para obter as equacoes de movimento dos pardmetros de um dado Ansatz para o perfil de
densidade. Na secdo 4.4.3 esse mesmo método foi estendido para o caso da relatividade
geral com campo fraco. No entanto, esse método se aplica somente a situacoes simétricas,

nas quais é possivel resolver explicitamente a equacéo de continuidade. Além disso ele

270



da particula A.
As equacdes de conservagdo da energia e do momentum sio satisfeitas eratamente

pelas equacgoes de movimento do SPH:

d [ & . d (& v?q
d_t gmUVAVA =0, e E ;moli‘q |:7+u(nA)])=0

Uma implementacao do SPH para problemas astrofisicos acrescenta 4 equagéo (4.134)
as forcas gravitacionais e um termo de viscosidade artificial para modelar a produgio de
entropia em ondas de choque:

AV igrav) , i(SPH) (SPH) 1 (Py Pp

—-d—t—:.-:a.A -|-aA , CoOmm &y :_ga ;Z+-%+HAB VBWAB,:'-

(4.135)

O termo ajggm”) representa a aceleragdo gravitacional do campo produzido pelo préprio
fluido, e é determinado por algum algoritmo como os utilizados nas simulagoes de N-
corpos (veja a secio 3.5.1). J4 o termo Il 45 representa a viscosidade artificial, como na
secao 4.5.3.

Aqui supusemos que o parametro k que determina a dimensao do kernel & constante
no tempo e o mesmo para todas as particulas. Na prética é comum utilizar pardmetros
individuais e variaveis no tempo. Para situagbes em que ha diregdes privilegiadas, como
num jato por exemplo, utiliza-se um kernel anisotrépico. J& em problemas isotrépicos
utiliza-se um kernel que é fungdo apenas de |r7].

H4 vérias extensdes do método de SPH, como por exemplo na magneto-hidrodinamica
{165], e no limite pés-newtoniano da relatividade geral [166]. A seguir mostraremos

brevemente como esse método é utilizado na hidrodinamica relativistica.
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cada particula A, como funcao de vg e da posigdo r dos elementos vizinhos. No SPH,

a densidade n é dada é dada pela média local

n(r) = E vpW (r' — iy k), (4.133)
B

onde W (r®, h) é um kernel de dimensao ~ h. O kernel W (r*, h) tem que ser normalizado,
de modo que a integral da (4.133) em todo o espago forneca o nimero bariénico total.
Além disso, ele deve aproximar-se da funcio delta de Dirac 6 (r*), para h - 0. Fisi-
camente falando, estamos substituindo o fluido por uma série de “particulas” de massa
movg, com trajetdria % (). A velocidade do fluido na posicdo ry, é dada pela velocidade
da partfcula de SPH nesse ponto: vl = dry/dt. E interessante notar que essas “particu-
las” tém propriedades macroscdpicas, como a energia interna, que obedece as relagoes
termodindmicas. A densidade na vizinhanga da particula A sera dada por ny = n ().
Agora podemos obter as equagdes de movimento a partir da lagrangiana (4.132). Fazendo

as variagoes com relagio a ry, obtemos:

6Lspy _ OLspy OLspu\
orty ary dt FIGAN AR

PC 6nc dvh
= —Z'Uc z — UVAMyp at =

dv,
dt

= - Z“Cﬂ_ZCVBWCB,i (6pa+6ca) —vamg =10,

C.B C

onde, na terceira ignaldade supusemos que W & escolhido de forma que Wep := W (75, — 155 h) =

Wge. Assim, a equagao de movimento serd dada por

dqu 1 PA PB
B VR . 4.1
dt Z mg (’ni + nB) mDL’BWAB ( 34)

Na prética, escolhemos um kernel que nio seja nulo apenas para |[ry - ry| < h, de modo
que um numero finito de “particulas” préximas de % contribui para o lado direito da

(4.134). Esse termo representa a aproximacao discreta para a aceleracao [-— (mgn) ™" p‘i] A
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O método de SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) representa o escoamento em
termos das coordenadas lagrangianas (denotadas por “partfculas”) associadas a uma
quantidade conservada, como o mimero bariénico. Portanto esse método possui uma
grande vantagem em relagio a algoritmos que utilizam mathas fixas no espago. Ele
fornece um algoritmo robusto que é particularmente apropriado a situagdes em que a
densidade tem uma grande variagio dinamica. Muitos fendmenos astrofisicos, como a
formagao de estruturas em grande escala, explosdes de supernovas € jatos relativisticos,
envolvem variagdes muito grandes de tamanho e densidade no decorrer da evolugao.
Também em colisbes relativisticas de fons pesados, a matéria se expande numa regiao
espacial grande, a partir de um estado inicial extremamente denso. Portanto o SPH é
ttil tanto em simulacdes de processos astrofisicos, quanto para colises hadrénicas.

A melhor forma de obter as equagoes de movimento no SPH é utilizar a representagao

discreta da lagrangiana do fluido [164). No caso newtoniano temos (eq. 4.92)

N 2
Lspp =Y va [m""’* - u(nA)} , (4.132)
A=1 2
onde a soma é efetuada para um mimero grande, porém finito, de elementos de volume.
Aqui v é o niimero de particulas do elemento de volume, n é a densidade do mimero
de partfculas, v (n) = €(n) /n é a energia interna por partfcula, e my ¢ a massa das
particulas. A quantidade n pode ser associada & densidade do mimero baridnico, por
exemplo, de modo que my é a massa dos barions. A partir de agora, chamaremos essas
particulas fundamentais apenas de “barions”, para evitar a confusao com um outro con-
ceito de “particulas’, que representam um elemento de volume, introduzido pelo SPH.
Poderiamos escrever o problema em termos da densidade de massa de repouso pg = mon
(eq. 4.96), como é feito geralmente. Entretanto, vamos manter a nota¢ao em termos de n,
pois permitira generalizar diretamente as expressoes que se seguein, para a hidrodinamica
relativistica.

Para que a expressao {4.132) seja a lagrangiana do problema, com um nimero finito

de graus de liberdade, precisamos de uma prescrigao para calcular n 4 e v 4, na posigao de
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fornece apenas uma idéia qualitativa do comportamento do sistema, jé que ele s6 é
utilizdvel quando ha poucos pardmetros que definem a forma do Ansatz.

No entanto, o aprendizado dos capitulos 4.2.1 e 4.4.3 serd muito wtil, para a aplicacao
mais promissora do formalismo variacional, que é a obtengao de um algoritmo de SPH
(Smoothed Particle Hydrodynamics). O método de SPH foi introduzido primeiramente
para aplicacoes em astrofisica e foi utilizado para cdlculos de formacgao de estruturas
em grande escala, formacao de galdxias, colisdes de estrelas de néutrons, explosoes de
supernovas, fragmentacio de asterdides e muitos outros (veja a ref. {44] e referéncias nela
citadas). Recentemente ele foi aplicado também a colisoes hadronicas de altas energias
[141]. O SPH possui vdrias vantagens sobre os métodos tradicionais da hidrodinamica,
que serdo discutidas na proxima subsegao.

A abordagem do SPH se encaixa perfeitamente no formalismo variacional. Como
veremos a seguir, as equacoes do SPH sido deduzidas naturalmente a partir da acéo
do sistema. Consequentemente esse método conserva varias propriedades do principio
variacional, como a simplicidade e estabilidade com relacio a mudancas na geometria, e
também pela possibilidade de suavizar graus de liberdade locais.

A seguir, faremos uma breve revisao do método de SPH, mostrando como as equacoes
de movimento sao obtidas a partir da agdo na dindmica newtoniana e como fica o for-
malismo na relatividade especial. Depois faremos uma discussio sobre a utilizacao desse
método na hidrodinidmica relativistica, incluindo a gravita¢ao na aproximacao de campo

fraco.

4.6.1 O método de SPH

Nas simulagdes hidrodinamicas usuais, que utilizam malhas fixas no espacgo, a simetria
do problema & um fator crucial para efetuar cdlculos razodveis. Além disso esses métodos
nao sao bons quando hd uma variacdo muito grande na densidade. tanto no espaco,
como no tempo. Nesse caso, ou a malha é muito fina, aumentando o tempo de calculo,
ou perde-se completamente a resolugdo em certas regides. Além do mais, muito tempo

de cdlculo é perdido em regides quase desprovidas de matéria.
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istem duas possibilidades para definir a quadrivelocidade do fluido (veja a segao A.Q.i).
Na escolha de Eckart u* ¢ definido com rela¢ao ao fluxo do nuumnero de particulas N, J4
o referencial de Landau é escolhido com relacido ao fluxo de energia, e no € necessario
nenhuma corrente conservada para definir 0 escoamento. A quadrivelocidade u* é a
que diagonaliza o tensor energia-momentum. Essa iltima escolha é mais 1til no lim-
ite ultra-relativistico, onde a maior parte da energia pode estar sob a forma de um gds
nao-baridnico.

Utilizar o fluxo de entropia para definir o escoamento é equivalente a escolher o
referencial de Landau. Com essa escolha, discretiza-se a densidade de entropia o, em vez

den
aAfyAzﬁA=ZVBW(r;—r§(t);h).
B

Podemos incluir a producao de entropia por um termo de viscosidade de uma forma
similar ao que foi discutido na secao 4.5.3. No SPH, a geracdo de entropia correspondendo

a equagao (4.116) é satisfeita pelo requerimento:

dVA Q
— = — — | 64
= (7),
Isso completa o desenvolvimento do SPH para colisdes hadronicas de altas energias [141].

Para aplicar 0 método de SPH a fendmenos astrofisicos, é fundamental incluir a gravi-

tacdo. Discutiremos a seguir como isso poderia ser feito.

4.6.2 Lagrangiana para Campo Fraco com Geometria Arbitraria

Na relatividade geral, podemos seguir a mesma discretizagdo que no espago chato em
coordenadas genéricas. A equagao de continuidade (/—gnu®), = 0, & satisfeita se

parametrizamos a quantidade n := /—gnu®:
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Relatividade especial

A dedugao das equagdes do SPH a partir da acio (4.3) foi apresentada recentemente por

Aguiar, Kodama, Osada e Hama [141]. A discretizacio ¢ feita para®® 7 = ny:

i (r') = ZI/BW (r* —rg(t);h).
B

Com essa expressao, e pelas propriedades do kernel W, o nimero bariénico total & auto-

maticamente conservado

N = /n’ydg'r =/ﬁd3r= ZI/A.
A
A velocidade & dada por v%, = dr¥/dt, de modo que o fator de Lorentz da particula 4 é
dado por v, = (1 — vi)ll/z. Com essa escolha, se 0s v 4 880 constantes, n = 7/~ obedece

automaticamente a equagio de continuidade (nu®) = 0. As equagdes de movimento sao

o

facilmente obtidas a partir da discretizagao da agio (4.3):

N _
Lop [ry driyfdt] = =Y “Au (”—’f‘-)

a1 YA \7a
Nao colocamos os vinculos nessa acao, porque a representagdo de n na discretizagao
do SPH j4 satisfaz automaticamente a equacio de continuidade. Aqui, como no caso
newtoniano, escrevemos a a¢ao em termos da energia (total) por barion u (n) := p(n) /n,
de modo que vau (na/v) /v é a energia do elemento de volume A. A dedugio completa
das equagles relativisticas de SPH a partir da agfio acima é discutida na referéncia {141].
Em processos altamente energéticos, como colistes de fons pesados ou fenémenos
astrofisicos, o nimero de particulas ndo é conservado. Para aplicar o método de SPH
11esses casos € preciso utilizar outra quantidade, que nao n, para definir a discretizagdo.

Na hidrodinémica relativistica, a prépria definicao do escoamento ndo é tnica. Ex-

#'Na verdade. a deducio do SPH em [141] aplica-se 4 densidade de qualquer quantidade termodinamica
extensiva, como o Imimero de bdrions ou a entropia, por exemplo.
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n(r') = Z veW (r' —ri (1) h) .
B

Note que & preciso escrever todas as quantidades em termos de rYy e vy, inclusive o
campo gravitacional. De nada adianta escrever a acao I = Iy + I, pois nesse caso,
as componentes da métrica seriam independentes das quantidades do fluido. Assim,
teriamos um sistema acoplado para o campo e para a dindmica do fluido. Nés gostarfamos
de incluir o campo numa tinica equagio para r’y, como foi feito para o caso newtonjano
na equagio (4.135).

Aqui estamos na mesma situacdo que na segdo 4.4: desejamos escrever a agao do
fluido, conhecendo a solugao para o campo gravitacional em termos das quantidades
desse fluido. A forma da acao foi encontrada nessa segdo para o caso esférico. Mostramos
que o problema fica bem definido se trabalhamos no limite linear em G (campo fraco)
e calculamos todas as quantidades em funcgio de 7. Assim, os resultados da segiao 4.4
podem ser aplicados diretamente para obter as equagdes de movimento no SPH, bastando
deduzi-las a partir da agéo (4.88). No entanto, esse resultado s6 se aplicaria a problemas
com simetria esférica. Justamente a grande vantagem do SPH sobre os outros métodos
é a sua aplicabilidade em qualquer geometria. I fundamental estender os resultados da
secao 4.4, em particular a acao (4.88), para configuragoes arbitrarias.

Resolver as equagdes de Einstein com campo fraco no caso genérico, é mutto simples.
A questdo ¢ mesmo determinar a forma da agao. Uma generalizacao direta da agio (4.88),

com ag aproximacoes da secao 4.4 é

I=—fp(n)d4:c,

0 ¢ calculado através

onde n = 7/(/—guP), g & dado pela solugdo de campo fraco e u
da velocidade v, que vem da solucao da equacio de continuidade para 7. Seria esta a

expressio correta para a acdo do sistema. Qual seria a sua motivacéo fisica?
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No caso esférico, a lagrangiana pode ser obtida a partir da hamiltoniana, que é as-
sociada & massa total M do sistema. Essa quantidade é bem definida e é invariante
em relacao 4 escolha do sistema de coordenadas. No entanto, a expressio (4.97) para a
massa total sé se aplica a situagoes em que a solugdo exterior tende assintoticamente &
solugao de Schwarzchild.

A hamiltoniana estaria bem definida numa geometria genérica? Provavelmente nao, ji
que pode haver geragao de ondas gravitacionais. Dessa forma, M nao é mais constante e
nao pode ser associada 4 hamiltoniana. Por outro lado, estamos interessados em situagoes
em que o campo gravitacional é fraco, de modo que, possivelmente, a perda de matéria
por emissao de radiacao possa ser desprezivel. No futuro préximo realizaremos investi-
gagoes para abordar essas questdes. Procuraremos determinar a agao do sistema para
geometrias genéricas, com o campo gravitacional incluido no limite de campo fraco. Com
isso, poderfamos deduzir de forma direta as equagdes relativisticas de SPH com campo
gravitacional fraco, o que nao foi feito por nenhum outro método. Assim, poderiamos li-
dar com processos altamente energéticos, envolvendo velocidades e pressdes relativisticas,
mas campos gravitacionais pouco intensos. Como foi discutido na secao 4.4, esse limite
teria intmeras aplicagdes em astrofisica, como em explosdes de supernovas, modelos de
geracao de pulsos de raios gama, jatos relativisticos, coalescéncia de estrelas de néutrons.

etc.

4.7 Conclusao

O formalismo variacional para a dinidmica relativistica de fluidos foi estudado visando
principalmente suas possiveis utilizagbes em problemas préticos. As duas aplicagoes
basicas sao: o desenvolvimento de um algoritmo de SPH relativistico (secdo 4.6}, e a
obtencido de parametros 6timos de solugoes tentativa em geometrias simples, como a
simetria esférica (segées 4.2.1 e 4.4.3).

A partir da agdo para um fluido relativistico podemos construir um método de SPH.

As equacoes de movimento deduzidas a partir da ag¢ao, garantem que o método forneca
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a maior eficiéncia para um dado mimero de graus de liberdade, mantendo a conservacio
da energia e do momento linear,

A grande vantagem do principio variacional na busca de solucdes aproximadas é a
possibilidade de integrar a parte espacial da agdo para um Ansatz, obtendo uma la-
grangiana efetiva com fungdes dependentes do tempo. Assim, o problema se reduz a
resolver equacoes diferenciais ordinarias no tempo, obtidas a partir das equagdes de Euler-
Lagrange. Esse método pode ser utilizado no espago chato (segio 4.2.1), ou incluindo a
gravitagdo com campo fraco (se¢ao 4.4.3). Ele foi aplicado em [2] para obter a dinamica
de uma bolha relativistica sem gravitagdo. Ele também foi utilizado na referéncia [151]
para a explosao de uma estrela, incluindo a gravitacao com campo fraco, a partir da
agao obtida na secao 4.4. Pelo que sabemos, essa fol a primeira aplica¢do pratica do
formalismo variacional a uma situagao nio estaciondria em relatividade geral.

Na relatividade restrita essas duas aplicagdes do formalismo variacional sao razoavel-
mente diretas, pois as unicas varidveis sao as quantidades do fluido n e u®. Elas estdo
relacionadas pela equagao de continuidade, que aparece como vinculo na acao. Uma vez
resolvida essa equagao, seja por um Ansatz 7, seja por uma parametrizacao de SPH, o
resto do formalismo segue de forma relativamente ficil.

Jé na relatividade geral, além das varidveis n e u®, temos o campo gravitacional gerado
pelo préprio fluido. Quando a métrica e as quantidades do fluido sfo independentes, a
acao do sistema é a soma das acoes da matéria e da gravitagao. Noés determinamos
uma lagrangiana efetiva simples para sistemas esfericamente simétricos e deduzimos as
equacdes de movimento para o colapso gravitacional (segoes 4.3.1 e 4.3.2). Nesse caso,
seria necessario fornecer trés Ansdtze imdependentes, o que acaba dificultando a aplicacao
pratica do formalismo variacional (segdo 4.4).

Seguindo a inspiracao da relatividade geral, vimos como fica a agao do fluido sem
gravitagdo (G = 0) num referencial co-mével (4.3.3). Nesse referencial os elementos da
métrica sao obtidos a partir das quantidades do fluido. Trabalhando no sistema co-mdével
poderiamos encontrar um Ansatz para n com maior motivagao fisica do que no referencial

usual de Minkowski.
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Para aplicacoes a problemas astrofisicos, ¢ fundamental incluir os efeitos da grav-
itagao. Em vez de considerar os elementos da métrica como varidveis independentes,
gostarfamos que a solugao do campo gravitacional ja estivesse inclufda na a¢ao, como no
caso newtoniano. Assim poderfamos fazer as variagoes apenas com relacao as quantidades
do fluido. Isso ¢ importante se queremos minimizar a agio para um dado Ansatz, pois
diminuimos o nimero de fungoes independentes e ¢ fundamental se queremos desenvolver
um SPH relativistico incluindo a gravitagao. No limite de campo fraco podemos resolver
formalmente as equagdes de Einstein, escrevendo os elementos da métrica como funcionais
das quantidades do fiuido. Nesse caso a acao deve ser modificada, pois as variagdes na
métrica nao sio mais independentes. Na secao 4.4, nés obtivemos uma solucgéao explicita
para esse problema no caso esfericamente simétrico, determinando o campo gravitacional

e a nova forma da acdo, que é dada simplesmente por (eq. 4.88)

I=—4r / dt / p(n)ridr. (4.136)

) campo gravitacional s6 aparece na equacao de continuidade. Quando resolvemos ex-
plicitamente essa equagdo em termos de 7i, o efeito da gravitacao se manifesta no calculo
de n, do mesmo modo que os efeitos da relatividade especial: n = #AY?/y (egs. 4.79,
4.82 e 4.107). Apesar de extremamente simples, a expressao (4.136) nio é nada intu-
itiva. Nao aparece explicitamente a contribuicao do campo gravitacional. Além disso,
essa integral nao é invariante sob mudancas no sistema de coordenadas (note a auséncia
do termo /—g). Na secio 4.4.2 mostramos que essa € a agdo correta do sistema, pelo
menos quando trabalhamos em coordenadas de curvatura. Ela foi obtida a partir da
hamiltoniana do problenia, que é a massa total do sistema. Além disso, mostramos que
ela fornece os resuitados corretos no caso estdtico (solugao de Oppenheimer-Volkoff), no
limite newtoniano e na relatividade restrita (segio 4.4.1).

A expressao (4.136) é vilida qualquer que seja a intensidade do campo gravitacional.
No entanto, se desejamos ter apenas fi como varidvel dinamica, eliminando o termo de

vinculo na lagrangiana, e se quisermos calcular A e + explicitamente em termos de 7.
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precisamos nos restringir a campos fracos (secéo 4.4). Considerar o campo gravitacional
“fraco” é equivalente a dizer que a gravitagao pode ser tratada como uma teoria linear.
Isso se aplica a objetos de dimensdes bem maiores do que o seu raio de Schwarzchild.

Conjecturamos que a expressao (4.136) possa ser estendida diretamente para ge-
ometrias arbitrdrias, pelo menos em algum sistema de coordenadas apropriado, se de-
sprezamos a emissao de ondas gravitacionais. Investigaremos esse assunto no futuro,
procurando desenvolver um algoritmo de SPH para a o limite de campo fraco da rela-
tividade geral.

Essa aplicacao teria importantes implicacoes no estudo varios processos astrofisicos
envolvendo pressoes e velocidades relativisticas, mas campos gravitacionais fracos. Al-
guns exemplos sao: jatos relativisticos e ejecao de matéria e nicleos ativos de galdxias,
modelos explosivos para a geracao de pulsos de raios gama, colisao de objetos compactos,
como anas brancas, primeiras fases da coalescéncia de estrelas de néutrons e explosao de

supernovas primordialis, entre outros.

4.8 Um comentario sobre a solugao homsdéloga

Como vimos na secio 4.4, é diffcil aplicar o formalismo variacional a partir da lagrangiana
(4.36). Nesse caso temos as trés componentes da métrica (4.31) como varidveis indepen-
dentes. Uma solucao foi utilizar um outro sistema de coordenadas, e trabalhar com a
gravitacio linear. Essa solucgdo é fisicamente mteressante, pois ndo acrescenta nenhuma
restricdo adicional, desde que 0s campos sejam fracos. Além disso, esse limite tem in-
umeras aplicacOes em astrofisica.

Uma outra forma de colocar o problema da secao 4.3.1 de forma mais tratdvel é impor
algumas restricoes sobre a métrica. Isso levou ao estudo de uma classe de solugbes, que
chamaremos de homdlogas. Acabamos ndo utilizando esses resultados no formalismo
variacional. No entanto, esse estudo pode ajudar na obtencdo de novas solucoes exatas
das equacoes de Einstein. Apesar da maioria das solugoes exatas nao se aplicarem a casos

muito realistas, elas sao um importante teste para algoritmos numéricos. Aqui faremos
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um breve comentério sobre a métrica homologa, mostrando uma solucgio exata muito
simples que tem propriedades interessantes.

Utilizaremos o mesmo sistema de coordenadas co-mével, e as mesmas convencoes que
na segao 4.3.1. Definiremos como homologa, uma solugao para a qual a densidade n (£,T)

pode ser escrita na forma:

g(§)
a® (T}

n(&,T) =

A 2

Comparando com a equacao (4.33), temos que e*r? = a3d/g, de modo que o produto e*r

deve ser separavel no produto de uma funcéo sé £ por outra funcio dependente apenas
de T. Se impomos que um dos elementos da parte espacial de métrica é separdvel essa

relacao obriga que o outro também seja. Aqui nos restringiremos a essa situagao, ou seja:

A=Y (TYh{&) e r=R(T)f(£). (4.137)
Nesse caso, a equagao de campo G% = 0 (eq. 4.43) leva a

(304
O termo entre parénteses s6 pode depender de T, de modo que ¢ serd dado por
e =s(T)[f ()7,
onde
a(T):==—. (4.138)

Através de uma redefinicao da varidvel temporal, podemos eliminar a funcao s (7). Tam-

bém podemos eliminar a funcao £ (£) por uma redefinigao da varidvel radial. Dessa forma,
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o elemento de linha serd dado por
ds? = — [F ()]~ a12 1 v (T) dg® + B2 (T) J* () d2?, (4.139)

onde a barra denota as novas varidveis e as fungdes transformadas. Para simplificar a
notagao, omitiremos esse simbolo daqui para a frente. Temos portanto, apenas duas
funcoes de 7' e uma de £ a serem determinadas.

Note que, se a métrica nao é singular na origem, devemos ter f(£) — £, quando
§ — 0. Entretanto, para o # 1, a parte temporal da métrica se anula (a < 1), ou diverge
(@ > 1) para £ — (. Portanto, para que a solugio seja regular em £ = ), é preciso
fazer alguma jungdo com outra solugéo a partir de um dado £. Um problema semelhante
foi encontrado por Cahill e Thub [167], que estudaram explicitamente algumas juncoes
possfveis.

A partir de agora, consideraremos o caso o = const. de modo que, Y = ¢®. No-
vamente, a constante ¢ pode ser absorvida por uma redefinicio da varidvel espacial, de

modo que o elemento de linha fica.
ds* — — [f (PPN dT? + R™ (1) dg? + R*(T) f2 () 422, (4.140)

As equagoes de Einstein nesse caso ficam:

2

1 H R
0 _ 2 p2(e—-1)Y _ f2a-1) L
% = wmp (27" f + £2 = B¥=D) — f2eD) (1 4 2q) —=p (414
1 , o o B R
G = Rt (3~ 2a) f? — RAeV] — fAa (QE + @) =—p, (4.142)
1 " 2 pf
G = G = g (=21 f+1—0)f?
B
—fHed ((1 +a) 5+ ag—ﬁ,—z) = —p (4.143)

O modelo de Friedmann ¢ um caso particular dessas equagoes. Se fazemos o = 1, e
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mmpomos a homogeneidade (p = p (T')}, devemos ter

2 f+f2 -1
f?

= const. ;= 3K.

A solucdo dessa equacio, com a condigio f (£} — £ quando £ — 0, é dada por:

(~K) V?senh (v=K¢), se K <0,
f&)= ¢, se K=0,
K~12%gen (\/ff), se K <0,

que é exatamente o elemento de linha de Robertson-Walker nas coordenadas (4.140).
Nesse caso, a equagdo (4.141) & a equagao de Iriedmann, e a (4.142) fornece a outra
equacao para integrar R (T') com uma dada equagao de estado.

Vamos analisar agora o caso @ = 0. Das equacdes (4.141) a (4.143) podemos ver que
p=GH—2G% =G%—6f"/f = p—6f"/f. Dessa forma, se f* = 0, o fluido obedecers &
equacao de estado de “matéria dura” p = p. Nesse caso f = Af + B, e como f§ — 0—¢,
teremos B = 0e A= 1. Com essa equagao de estado, obtemos uma equagio para R (T),

a partir da relacio p— p = G% + G, = 0:
RR+R*—2R*+1=0. (4.144)

Duas solugdes particulares dessa equagio sdo dadas por Ry = (1 + e"—”T)l/2 /2. Intro-

duzindo uma nova varidvel temporal 1" pela relacio dT = d17 /1", teremos

1 1
=4[ 4 TE2 4.145
R, 5 + 2T ( )

Essa solugao foi encontrada primeiramente por Wesson [168]. No entanto, podemos obter

a solucéo geral da equacgho (4.144). Introduzindo a funcéo g (T') := R?. essa equacao fica:
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cuja solugao é

1 .
g=3+ ae®T + be T, (4.146)

Essa solugao, em temos da varidvel temporal ¢ := 2T, foi encontrada por Gutman [169,
142]. A solugdo geral no sistema de coordenadas utilizado por Wesson é dada por:
R=(1/2+ AT? + BT-)"/%,

As solugoes (4.145) e (4.146) aparecem no livro de solugdes exatas das equacgoes de
Einstein de Kramer et al. [142] como sendo as dnicas solugdes contendo todos os paramet-
ros cinematicos. Vemos que elas sao na verdade uma dnice solugao, que corresponde ao
caso p = p. Essas solugdes aparecem como um caso particular da métrica homdéloga. Um
exemplo de sisterma com essa equagao de estado é dado por um campo escalar sem massa.

Seria possivel obtermos solugoes para equagoes de estado mais genéricas utilizando
outros valores de a? Se desejarmos manter a condi¢do f = £, a resposta é nao. Utilizando
as expressoes (4.142) e (4.143) podemos obter uma equagao para R, que nao depende da

equacio de estado:

-6%; [(2 - o?) — R¥e-V] — g ((1 —a) 5+ (1-a) —) = (4.147)
No caso a = 0, essa equacao também leva a (4.144). J4 para « = 1 a equagao (4.147)
é identicamente satisfeita. Entretanto, no caso genérico essa equagdo € inconsistente ja
que & seria dado por uma fungao do tempo.

Poderiamos fazer restrigoes diferentes sobre a solugao homdloga para procurar novas
solucdes exatas das equacdes de Einstein. Uma possibilidade é deixar f (£) livre e procurar
uma solucio com uma dada equacdo de estado. Também podem-se impor condigoes sobre

f e R partindo dos parametros cinemdticos. O gradiente da aceleracao, por exemplo. &
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dado por

=
I?

e =(a—1)—F—
Se impomos que 4%, = 0, teremos f = AeP¢. Essa solucio nio pode ser utilizada para
§ — 0, pois ela nao tende a € na origem. Se a taxa de varia¢io da expansdo se anula,

teremos uma restricio semethante, mas desta vez sobre R:

a+2 RR— R?

_ _ ALBT
=) 72 =0 — HRH= Ae"".

6= 6 ut =

Com esse tipo de procedimento, podemos ir simplificando problema, diminuindo os graus
de liberdade e procurando uma solugio exata.

A definicdo de homdlogo utilizada nesta segao, é equivalente impor a separabilidade
na parte espacial da métrica (o0 que leva a expressio 4.139), e depende do sistema de
coordenadas. Ha trés fungdes a serem determinadas através de equacoes acopladas. O
termo homologo foi utilizado em outro contexto na relatividade geral [167, 170]. Nessas
referéncias utiliza-se uma definigio invariante de coordenadas, em que a homologia é
semethante a uma isometria. A motivacio de [167] estava associada a invaridncia de
escala em algumas configuragoes, como numa onda de choque, ou num sistema apos sofrer
uma grande expansao ou contraciao. Essa definicdo ¢ uma extensao direta das solucdes
auto-similares muito utilizadas na hidrodindmica newtoniana. Nesse caso o problema é
reduzido a uma equagdo diferencial ordinaria, em termos de uma combinacio da varidvel
temporal e espacial, como por exemplo z = (r/rg) (£/tg) .

Nesta secao, investigamos superficialmente algumas solugoes homélogas para um flu-
ido com simetria esférica. Nesse tipo de solugao os elementos da métrica sio separdveis
em £ e T e hd poucas fungdes independentes, o que facilita a obtengao de solucoes exatas.
Por outro lado o escoamento possui todos os parametros cinemdticos (aceleracao, expan-
sao e cisalhamento). Um caso particular desse tipo de solugdo € o modelo cosmologico de
Friedmann, outra solugao analitica ocorre no caso de matéria. dura (p = p). Mostramos

que as Unicas solugbes conhecidas [142] das equacdes de Einstein com todos os parametros
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cinematicos sdo um caso especial da métrica homéloga (4.140). Esperamos obter solucdes

para cascs mais genéricos de escoamento homélogo.
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Conclusoes

Fizemos um estudo detalhado de uma classe de aproximagfes para a evolugio nao-linear
de um fluido sem colisbes. Elas tém a propriedade de que a dinamica é dada localmente
em termos do tensor de deformagao. A andlise incluiu todas as quatro aproximagoes desse
tipo que ja foram propostas na literatura e que sfo exatas nas simetrias plana, esférica
e cilindrica: a Aproximacéo de Zel’dovich Modificada (MZA), a Aproximagao do Tensor
de Deformacgao (DTA), a Aproximacio Completa de Zel’dovich (CZA) e a Aproximacio
de Maré Local (ITA). Para simplificar, nos referiremos a essas quatro aproximacoes
apenas por aprozimacdes locais. A titulo de comparagio, incluimos a aproximacéo de
Zel'dovich (ZA), que também & local, mas sé é exata no caso plano. Verificamos que
o comportamento dessas aproximagies € muito semelhante entre si. Mostramos que as
aproximacoes locais reproduzem com grande precisio o modelo do elipséide homogéneo,
fornecem o resultado linear correto e prevéem o valor exato para o contraste de densidade
até segunda ordem. J4 a aproximacgao de Zel'dovich superestima o tempo de colapso de
elipséide e s6 € correta em primeira ordem.

A principal motivacio deste estudo foi a possibilidade de aplicar as aproximacoes
locais para investigar a evolugao nédo-linear das estruturas.  No entanto nao hd nen-
huma estimativa tedrica do seu dominio de validade. Por isso realizamos alguns testes,
como a comparacao com o modelo do elipséide homogéneo e com a teoria de pertur-
bacao lagrangiana. As aproximacOes locais se mostraram acuradas nessas duas situacoes.
Contudo, o elipsdide é uma configuragdo muito simétrica e a andlise perturbativa so é
valida no regime quase linear. Para testar essas aproximacoes em situagoes genéricas, é

preciso fazer a comparagao com simulagoes computacionais. Propusemos um algoritmo
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para confrontar as aproximagdes locais com as simulagdes de N-corpos, mas ainda nao
implementamos essa comparagdo. Entretanto, mostramos que as aproximacoes locais
reproduzem qualitativamente alguns resultados obtidos nas simulagdes, como o colapso
de regides subdensas e a importancia do cisalhamento no colapso.

Mostramos que nlo é possivel calcular as posicoes dos elementos de volume nas aprox-
imagcoes locais, ja que o tensor de deformacao nao é integravel nesse caso. Elas fornecem
apenas a evolugao temporal dos parametros do fluido (como a densidade e a expansio)
em fungao das coordenadas lagrangianas, ou seja, das posicoes iniciais. Mesmo assim,
uma série de propriedades podem ser obtidas com essas informages. Com as condigoes
niciais em todo o espago, pode-se estudar a topologia das estruturas. A partir da dis-
tribui¢do de probabilidades das condigoes iniciais é possivel calcular varias quantidades
médias, como por exemplo a fun¢do de massa. Estudando o comportamento em funcéio
das condigdes iniciais podemos determinar propriedades gerais do colapso.

Verificamos que, em todas as aproximacdes locais, o tempo de colapso é pouco sensivel
a componente intermediéria o3 do cisalhamento inicial. Qutro comportamento genérico é
verificado no tempo de colapso em funcio das condicdes iniciais (expressdo 3.85). Pode-
mos nos perguntar se todas as caracteristicas gerais descobertas nas aproximagoes locais
sao propriedades subjacentes da dinAmica gravitacional ndo-linear, ou se so apenas uma
conseqiiéncia da localidade. Neste momento ndo é possivel dar uma resposta a essa
questdao. Seria necessdrio realizar a comparacdo com as simulagdes numéricas e fazer um
estudo mais tedrico da dindmica gravitacional e das préprias aproximacoes, para tentar
responder a essa pergunta. I importante destacar que, mesmo impondo a localidade, a
manutencao da diagonalidade do tensor de deformacéo e a reproducio do resultado lin-
ear, as aproximacoes ainda podem se comportar de forma muito diferente. Um exemplo
é dado pela Aproximacao Nao Magnética (NMA), que possui todas essas propriedades
mas, geralmente, tem um comportamento distinto das outras aproximacoes.

Uma das aplicagoes das aproximacoes locais é o cdlculo da fungdo de massa dos
objetos cosmologicos. Nos determinamos a fungo de massa para a DTA, LTA e ZA, que

sa0 as unicas aproximacoes defimidas para guaisquer condicoes iniciais. Os resultados
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foram comparados com o célculo de Press—Schecht_er (PS) e com resultados de simulagoes
numéricas. Para grandes massas a DTA e a LTA reproduzem melhor os resultados das
simulagdes do que a férmula de PS. No entanto, o célculo da funcio de massa envolve
varias suposigoes que nao dependem apenas da dindmica, de modo que nio é um teste
claro das aproximagses.

Além da possibilidade de estudar algumas propriedades da evoluciio nio-linear, uma
vantagem das aproximacoes locais é a sua grande velocidade de calculo em comparagio
com as simulacoes de N-corpos. Elas seriam aplicdveis para investigar a formacio das

estruturas maiores que os aglomerados de galdxias, onde ainda nfo ocorreu a virializagio.

Também investigamos o formalismo variacional, visando a sua utilizacao em situacoes
priticas. Mostramos a sua aplicabilidade para obter solugdes aproximadas a partir de
um dado Ansatz. Determinamos a agio do fluido com campo fraco, quando a métrica j4 é
determinada em fungéo dos parémetros do fluido (através das equactes de Einstein). Com
isso foi feita a primeira aplicagdo do principio variacional a situacdes nio estaciondrias

na relatividade geral [151].

Com base nos resultados e discusstes desta tese, surgiram motivacdes para varios es-
tudos que serao desenvolvidos no futuro, tais como: comparacio das aproximacoes locais
com as sitnulagoes de N-corpos, desenvolvimento de uma aproximagcéo local com uma ex-
pressao analitica em termos de fungdes racionais, estudo da funcio de massa em modelos
nao gaussianos, desenvolvimento de um método de SPH para a hidrodinamica relativisit-
ica com campo fraco, estudo de um modelo fenomenolégico para a matéria escura e a
repulsao césmica, inclusdo de efeitos relativisticos nas simulactes cosmolégicas, estudo

das aproximagoes locais com rotagao e dos anslogos relativisticos dessas aproximacoes.
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Apéndice A

Dindmica de Fluidos Relativistica e

Newtoniana

Neste apéndice, discutiremos védrios aspectos da relagio entre a dinimica de fluidos na
relatividade geral e na teoria newtoniana. Essa discussao proporciona uma motivagio
para a introducdo de aproximacoes locais, ajuda a esclarecer o limite newtoniano da
relatividade geral e permite buscar extensdes da teoria newtoniana para incluir alguns
efeitos relativisticos.

Comecaremos por escrever as equagoes newtonianas na abordagem lagrangiana (se¢io
A.1). Depois introduziremos o formalismo de projecio da relatividade geral (secao A.2).
Essa abordagem possul imimeras aplicagdes, entre elas estd a possibilidade de fazer uma
analogia entre as equagOes newtonianas e relativisticas. Dessa comparagao surgiu a mo-
tivacao para a introdugao da primeira aproximagcao local para a evolucao nao-linear das
estruturas (secdo A.2.3) e para a inclusao de efeitos relativisticos na hidrodinimica new-
toniana (se¢ao A.3).

Também examinaremos superficialmente um modelo fenomenolégico que poderia de-
screver a estrutura em grande escala do universo e a expansao césmica com uma 1mnica
equacao de estado (secdo A.4). Nessa proposta, a matéria se comporta como um gis
sem colisoes quando a densidade é maior do que a média do universo, como ocorre nas

grandes estruturas. Ja em regioes pouco densas, como 0s voids, ela tem um efeito grav-
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ttacional repulsivo, devido & sua pressdo relativistica negativa. Esse modelo tem um
comportamento semelhante aos cendrios do tipo quintesséncia, para explicar a expansio
acelerada do universo. As propriedades mais interessantes dessa matéria aparecem no
regime nao-linear. Além disso, a equagao de estado é relativistica, ou seja, |p| ~ p em
algumas regides.

As simulagbes hidrodindmicas sdo o tnico instrumento para se investigar a formacao
de estruturas quando a pressao exerce um papel importante. Existem vérios algoritmos e
diferentes implementacbes computacionais para lidar com esse problema no caso newto-
niano. J4a as equagoes relativisticas completas sao intrataveis se nao se impoe nenhuma
simetria. Uma aplicacio da dindmica newtoniana estendida, discutida na segéo A.3, seria
a inclusdo dos efeitos inerciais e gravitacionais da pressao nos algoritmos de simulacio
hidrodinadmica. Esses métodos poderiam ser utilizados para investigar a formacao de
estruturas com a equagao de estado proposta na secao A.4.

Finalmente, discutiremos o limite newtoniano (campos gravitacionais fracos e baixas
velocidades) da cosmologia relativistica (secao A.5). Para isso estudaremos o compor-
tamento de pequenas perturbagtes na métrica de um universo homogéneo e isotrépico.
Como campos fracos e baixas velocidades nio implicam necessariamente em pequenas
flutuagdes, podemos investigar a dinamica nao-linear dos fluidos e das particulas mesmo
tratando as perturbacdes na métrica e as velocidades como sendo pequenas. A teoria
de perturbagao relativistica serd efetuada num calibre que ajuda a esclarecer a limite
newtoniano da cosmologia. Incluimos uma breve discussao sobre o papel da parte mag-
nética do tensor de Weyl no limite newtoniano (se¢ao A.5.3), que também motivou o

desenvolvimento de aproximacoes locais.

A.1 Dindmica Newtoniana de Fluidos

A dindmica newtoniana de fluidos é governada pelas leis da conservacao da energia, do
momento e do mimero de particulas, e pela a¢ao da forga gravitacional. Essas condicoes

sao expressas pelas equagoes de Navier-Stokes, da conservacao da energia, de continuidade
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e de Poisson. Nesta se¢io apresentaremos a dinimica newtoniana de fluidos numa forma
apropriada para fazer a compara¢iio com os resultados da relatividade geral. Em vez
das posigoes dos elementos de volume, teremos como varidveis fundamentais a expansao,
o cisalhamento, a vorticidade, a aceleracao e a densidade. Vamos obter equagoes de
evolugao para todas essas quantidades, que como veremos na préxima seg¢ao, sao muito
semelhantes aos seus andlogos relativisticos.

O efeito combinado das forcas inerciais e gravitacionais pode ser representado pelo

vetor
ai=v%+¢,, (A1)

onde ¢ é o potencial gravitacional. A virgula denota a derivada parcial: T%; ; =

AT, /0z*, e o ponto denota a derivada temporal total (ou derivada convectiva):

sz 5

PTG ok (A2)

O Gradiente do sistema de referéncia pode ser escrito como:

1

3065, (A.3)

Uij = Uj,i = wij + Uij -+

onde, por defini¢ao, a ezpansdo 8 é o trago de vy, o tensorde cisalhamento (ou de
deformacgd@o) o;; é aparte simétrica sem trago, e o tensor de vorticidade w;; é a sua parte

antl-simétrica:

g . = v’ﬁ- = ¢, =divw, (A.4)
1
di; - = Bij - §9hu
QO wvetor vorticidade é definido em termos de w,; por

who= §Eijkwjk — §Ezjk??k,j = 5 (I'Ot ’i‘)) s (AS)
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e os escalares de vorticidade w e de cisalhamento sao definidos por

7 1 1/2 1 1/2
wi= ((.Jwi)l/2 = (gw”'w,:,) , o= (50”015) .

Como veremos na proxima segdo, o tensor ¢, ; faz o papel do tensor de curvatura'

Ruvps- O seu trago dé a equagdo de campo de Poisson:
i K
Pi= 5P (A.6)

onde k = 87G.
Vamos agora obter algumas equagbes para os parametros cinemadticos. No caso new-

toniano qualquer campo vetorial satisfaz as identidades

d ('Ui,j) . 31)1-
UVighk = Uikj- (A.8)
Da definigao de a; (A.1) temos:
31:,-

k
Et_ = aq; - 'Ui,k v - ¢,i‘

Derivando essa equagao em relagao a j e utilizando as (A.7) e (A.8), junto com a definigao

da derivada temporal (A.2) obtemos
(0;5) ~ @ij+ vy o™ + ¢ = () — s+ v v"* + ¢,:; =0 (A.9)

Esta é a equagao bésica para a propagacéao dos pardmetros cinemsticos. Tomando o traco

'Esse papel fica claro na formulacio da gravitacio newtoniana na linguagem do espago curvo. Veja
a referéncia {146], capitulo 12.
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dessa equacao, obtemos

. 1 . :
8+ 592 —a' i +2(c% —w?) + ¢, (A.10)

Usando agora a equagao de Poisson (A.6), obtemos a equagio de Raychaudhuri

1 ‘ 1
9+§92—a"5+2(a2*w2)+§f~zp=0. (A.11)

Para obter a equagao de propagagdo para a vorticidade, vamos pegar a parte anti-
simétrica da expressao (A.9). Multiplicando essa equacao por €% obtemos:
-k 29 k ka1 ik -0 9
w+5w—-aiw +§8 a;; = 0. (A.12)
Como veremos a diante, no caso de um fluido perfeito, a; & proporcional a p; (eq. A.17).
Assim, o ultimo termo desta equacdo se anula, levando & conservacao da vorticidade.

Tomando a parte simétrica da (A.9) e subtraindo o seu trago, obtemos a equagao de

propagacao para o cisalhamento:

, 2 1 2 1 .
(U-jj) — (5 +wiwj =+ (J'ik(J'kj + 590’5;,‘ -+ h'ij (—ng — 50'2 -+ gﬂk,k) + Eij = 0, (AL?))

onde
1 k
By =04, = 3hud s

€ a parte sem trago do tensor ¢, ; e é conhecido como campo de maré.

Vemos que, enquanto a expansao € afetada diretamente pela matéria em cada ponto,
através da equagdo de Raychaudhuri, o campo E;; (forca de “maré”) afeta o movimento
do fluido induzindo um cisalhamento nas linhas de fluxo. Esse cisalhamento determina
entao a propagacao da vorticidade, e entra também na equagao da expansao (causando
uma tendéncia de convergéncia das linhas de fluxo). Note a presenca dos termos em w;

em (77), representando o efeito de deformacao das “forcas centrifugas”.
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A partir da condi¢do (A.8), obtemos equacgdes de vinculo para os paridmetros cin-

ematicos. Multiplicando essa equagdo por 6%, obtemos:

6, =0. (A.14)

LR )

i i
Wi T 05—

Como o vetor vorticidade é o rotacional de outro campo vetorial (v!), ele tem di-

vergéncia nula
Wi =0, (A.15)
Multiplicando a (A.8) por £, e simetrizando obtemos:
( a(ik"! - w(i“) €t = r0t (04 + wy;) = 0. (A.16)

As equagdes de propagacdo (A.11) a (A.13) sao equivalentes as (A.7), e as equagdes
de vinculo (A.14) a (A.16) sdo equivalentes as (A.8).
Na teoria newtoniana, a conservacio do momentum é dada pela equacdo de Navier-

Stokes
V=g — ! (ps +7T1'jj) 5
¥ p 1 »,

onde p € a pressao dindmica isotrdpica, 7;; € a pressao anisotrdpica, e p é a densidade de

massa. Usando a defini¢do (A.1) podemos escrever essa equagdo na forma
pa; + (p.i + Wij'j) = 0. (A17)

A conservacdo da energia é representada pela relacio de Gibbs, que é dada por®

-+ P
de = S0 4 nTds. (A.18)

n

?Essa equaciio pode ser deduzida da expressao mais familiar para a conservacio da energia TdS =
dE + PdV, notando que, se 0 nimero total de particulas é conservado, dn/n = —dV/V, e § = nsV.
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onde ¢ € a energia por unidade de volume, n é a densidade do niimero de particulas, ¢ s

¢ a entropia especifica (por particula). A variacao da entropia é dada por [171, 172

onde ¢* é o fluxo de calor e P & a pressio termodinamica. Mesmo se nio hé fluxo de calor
e se m;; = 0, pode haver geracao de entropia através da viscosidade volumar @, que é a
diferenca entre a pressao mecinica e a termodinimica (Q := p — P).

A conservacio mimero de particulas® é expressa pela condicio

n + ('), =0,

conhecida como equacao de continuidade. Em termos dos parimetros cineméticos, temos

n+nd =0. (A.20)

Para um fluido perfeito adiabdtico, temos m;; = 0 = ¢* e P = p. Nesse caso, a eXpressio

da conservacao da energia (A.18) fica
E+(e+P)o=0. (A.21)

As equacbes (A.11) a (A.13), (A.17), (A.20) e (A.21) sdo as equacdes bésicas da
dindrnica newtoniana de fluidos (perfeitos) quando consideramos 6, oy, w;, a; e p como

varidveis fundamentais.

“Note que a densidade de massa é dada por p = mn, onde m é a massa das particulas. Assim, na
mecénica newtoniana, a conservagio do numero de particulas & equivalente 4 conservagio da massa.
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A.2 Formalismo de Projecao da Relatividade Geral

Na formulagao usual da relatividade geral, a equacio de Einstein,
Ga,@ = K'Taﬁa (AQQ)

€ vista como uma equacao de campo para as componentes do tensor métrico g,,, ja que
o tensor de Einstein G,, pode ser obtido da métrica e de suas derivadas primeiras e
segundas. Assim, dada uma distribui¢ao de matéria com um tensor energia-momentum
Top, resolvem-se das equagdes de campo (A.22) em termos de g,,. Todas as quantidades
geométricas, como por exemplo 0 tensor de Weyl, podem entdo ser obtidas a partir da
métrica.

H4 uma formulagdo alternativa da relatividade geral, introduzida por Ehlers [173],
Hawking [174] e Ellis [171] que resultou numa poderosa descri¢io covariante dos campos
gravitacional e de matéria. No formalismo de projecio da relatividade geral, ou decom-
posicao espaco-temporal covariante, as equacoes de Einstein sdo separadas em equagoes
de evolucao e equagbes de vinculo envolvendo apenas derivadas espaciais. Essas equacoes
sao provenientes das identidades de Ricci e de Bianchi, com as equagbes de Einstein sendo
incorporadas algebricamente pela substitui¢ido do tensor de Einstein pelo tensor energia-
momentum. Nessa formulagdo o tensor de Weyl é tratado como quantidade geométrica
fundamental. As outras quantidades fundamentais sao os parametros cinematicos (acel-
eracao, expansao, cisalhamento e vorticidade) e os parametros dindmicos (densidade,
pressao, tensdo anisotrdpica e fluxo de energia). Em vez de equagdes para a métrica,
temos equagoes para 08 parametros cinemdticos e dindmicos, e para as partes elétrica e
magnética do tensor de Weyl.

A decomposicao espaco-temporal covariante possui vdrias vantagens em relagao a for-
mulacao tradicional da relatividade geral. Nesse formalismo todas as quantidades tém
uma. interpretacdo fisica ou geométrica direta. Ele conduz naturalmente a uma teoria de
perturbacao linear covariante e invariante de calibre {175, 176, 177}, levando & caracter-

izagao covariante dos modos escalares, vetorials e tensoriais, e evitando caracterizagoes
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nao-locais e dependentes de coordenadas presentes nas abordagens anteriores [178, 179].
Além disso, ele permite lidar com o conjunto completo de equacdes exatas nio-lineares
da relatividade geral, o que levou A descoberta de novos fenémenos e ao desenvolvimento
de aproximacOes para a evolugiio nao-linear das estruturas em grande escala.

Virias aplicacoes cosmolégicas desse formalismo foram trabalhadas recentemente. A
teoria de perturbacdo linear [175, 176, 177] foi estudada exaustivamente, tendo sido es-
tendida para vérios fluidos [180], fluidos imperfeitos [181], incluindo a termodinimica
[182] e aplicada a campos escalares no contexto da inflagio [183]. Ela também foi uti-
lizada no estudo do conjunto minimo de observdveis em cosmologia [184, 185, 186]. A
decomposicao espago-temporal covariante foi aplicada 4 analise das ondas gravitacionais
[187], da radiacio gravitacional ndo-linear [188], da dualidade entre as partes magnética
e elétrica do tensor de Weyl [189] e das equagdes de Maxwell covariantes [190]. Esse for-
malismo também foi utilizado para estabelecer limites na anisotropia e heterogeneidade
do Universo [191, 192, 193]. Ele pode igualmente ser aplicado a teorias alternativas da
gravitagio [194, 195].

Gragas a esse formalismo, foram previstos novos efeitos que podem ter consegiiéncias
observacionais muito interessantes. O tratamento covariante e invariante de calibre da
radiacao césmica de fundo (RCF) mostrou um novo termo que contribui para as flutu-
acoes de temperatura [196, 197, 198]. Esse termo nao aparecia nas deducdes anteriores
e a sua contribui¢ao poderia ser importante em medidas futuras das perturbacgbes na
RCF. A diferenca com as abordagens que partem da métrica ocorre porque a deducéo
baseada no formalismo de projecdo utiliza as equacdes completas da relatividade geral,
e apenas no final faz as aproximacdes, ao contrario do célculo a partir da métrica. Essa
mesma idéia levou a demonstraciio da possibilidade de geracao de ondas gravitacionais
a partir de ondas de radio [199]. Esse processo teria implicacoes importantissimas em
explosoes de supernovas, onde as ondas de radio detectadas poderiam fornecer evidéncias

observacionais das ondas gravitacionais [200].
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A.2.1 Decomposi¢ao 1+3 Covariante da Relatividade Geral

A base do formalismo lagrangiano na relatividade geral é a decomposicao espaco-temporal
(1+ 3) covariante. Dado um observador, definido pelo seu campo de velocidades w*(z"),
todas as quantidades fisicas sao decompostas em escalares e tensores projetados. A
componente de um tensor no espago de repouso instantineo de u® ¢ obtida através do

tensor de projecao?
Rpw = Guo + Uply.

Note que h,, possui as propriedades de um projetor no triespago ortogonal a u®: hy,,u” =
0, ”*7h,, = h¥ e hf = 3. Qualquer tensor pode ser decomposto utilizando as suas
projegoes sobre v* e h,,. As quantidades projetadas no espaco de repouso de u® tém
significado andlogo aos vetores e tensores do espago tridimensional usual.

Em um referencial localmente inercial (gos = diag(—1, 1,1, 1)}, num sistema de coor-
denadas co-movel® (u® = (1,0,0,0)), temos hy,, = diag(0, 1,1,1). Assim, projetando um
vetor sobre u® pegamos a sua componente temporal, e multiplicando por A, temos a sua
parte espacial, nesse referencial. As defini¢des das projecoes vem da relatividade restrita.
A energia de uma particula com quadrimomentum p® medida por um observador u®, é
por exemplo, dada pela projecao de p™ sobre u*: E = u,p*. Projegdes semelhantes sao
utilizadas para definir os campos elétrico e magnético para um observador u® a partir de
F,.. A tnica novidade aqui é a liberdade de escolher um referencial genérico.

Outra quantidade importante na decomposigao (1 + 3) é o tensor de Levi-Civita pro-

1Todas as convengdes, coino a assinatura da métrica, etc. sic dadas na pdgina x. Em particular,
nessas convengoes temos utu, = —1.

°Aqui chamaremos de co-mdével um referencial que se move junto com a matéria, mesmo numa dis-
tribuicio heterogénea, de modo u* = 0. As coordenadas co-mévies fazem o papel das coordenadas
lagrangianas. Nao confundir com as coordenadas (eulerianas) co-méveis utilizadas na cosmologia newto-
niana. Nesse caso co-mével se refere a expansio meédia, e nao ao fluide, que em geral tem uma velocidade
peculiar.
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jetado

Eapy = néaﬁ‘y uéa (A23)

que define o elemento de trivolume das superficies ortogonais a u®*. Como veremos, ele

tém um papel anélogo ao simbolo de Levi-Civita no espaco euclidiano tridimensional.

Tensores de 2* ordem projetados podem ser decompostos da seguinte forma:
. , 1
Sap = Sy b hy = §S hag + €apySY + Scags, (A.24)

onde S = S,gh*? & 0 trago, S, = Sea5,5%7 = 1eap, S é a parte vetorial (vetor dual
4 parte anti-simétrica) ¢ Scqgs = [hf’a 7y Sy — %S ha'g} € a parte tensorial (simétrica)

sem trago.

Derivadas e operadores vetoriais

A derivada temporal total {com relagio ao u®) é definida por®
TQN.@--- =T g yu’, (A.25)

e é analoga & derivada convectiva em mecénica newtoniana de fluidos.

A divergéncia e o rotacional espacials covariantes de vetores sio definidos por

divV : =Voghf =V, + Vo, (A.26)

(tot V), : = €ap V" sh® = —c4p, VA7 (A.27)

Analogamente podemos definir a divergéncia e o rotacional (espaciais covariantes) de

50 ponto e virgula ; denota a derivada covariante.
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tensores de 2¢ ordem

(divS)® : = S5*, hlhe

(I‘Ot S)Qﬁ = E.,g{aSgJé;Eh,ﬂ = —SPU;E Evela h‘g).

Gradiente do sistema de referéncia e pardmetros cinemdticos

A decomposigao ortogonal do gradiente de u®, em relagio ao préprio observador u%(x) &

dada por
Ugig = —Colig + Vag (A.28)
onde
o = u®guf = iy, (A.29)
€ a aceleracdo e 1,5 € a parte espacial do gradiente de velocidade,
Vag = hihgu,.,.

Ela pode ser decomposta nos pardmetros cinematicos de forma idéntica 4 (A.3). O traco
de vag € a expansdo 8, a parte simétrica sem trago fornece o tensorde cisalhamento (ou
deformagdo) o,,, e a parte anti-simétrica forma o tensor de vorticidade wag. A partir de

waqg definimos o vetor vorticidade pela relacao
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Assim, os parAmetros cinematicos sio dados por

g : =u",=divy, (A.30)
1
Tag - = fog — ggh&ﬁ = Ucafi> (A.31)
w* . = 15"‘"‘@ = 16"‘""11 = 1(rot u)® (A.32)
L =3 w =3 v = 5 (rot . .

Os escalares w e o sdo definidos por

1 1/2 1 1/2
W i= (wawa)l/z = (_w(x,@waﬁ) y a = (EUQ'GUQIQ) ) (ABS)

e se anulam se e somente, respectivamente, o vetor vorticidade ou o tensor de cisalhamento

forem nulos.

O tensor de Energia-momentum e os parametros dinamicos

Qualquer tensor simétrico de 2* ordem pode ser docomposto em relacio a um observador

instantineo 4* na forma

T = puu® + ph®? + ¢°u® + ¢Pu™ 4 7%, (A.34)

onde, por definicio
¢®u = 7%Puy = 0, (A.35)

e
o+ =T%yug, (A.36)
¢* : = hPT,,, (A.37)
1

p: = ghaBT&ﬁ: (A.38)
78 = heepAT,, - phf = T8> . (A.39)
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No caso do tensor energia-momentum, p representa a densidade de energia total me-
dida no referencial ©*, g, € o fluxo de energia relativo a u®, p a pressao dinamica’, e 7,3
a pressao anisotrépica. Estes sdo os pardmetros dindmicos.

Um flurdo perfeito é definido pelas condicoes
Mag = 0= Qa-

Para um fluido genérico hd duas formas de se escolher u*. No referencial de particulas,

ou referencial de Eckart {202, 31], u® é definido em termos do fluxo de particulas N®
u® = (—J\“ﬂ]\f,@;)*l/2 Ne

Assim, u® & a quadrivelocidade da matéria. O mtimero de particulas por unidade de
volume n, serd dado por n := —u,N®. Dessa forma N = nu®, e a conservacao do
nimero de particulas fica

N®, = (nu®), = 0. (A.40)

! B

Jd no referencial de energia, ou de Landau {203], u* é escolhido de modo que pu* & o
fluxo de energia. Com essa escolha pu# j4 inclui qualquer conducio de calor, assim o

tensor energia momentum fica
T% = puuP + ph®? + TH

Por outro lado, nao vale mais a equagao de conservacao (A.40). No referencial de Landau

termnos
N = (nu®), + j* = 0.

a

"Se h4 uma viscosidade volumar, teremos p = P + @, onde P ¢é a pressdo termodinamica.
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onde j* é chamado de deriva de particulas (particle drift).
Essas duas escolhas sao equivalentes. Nés utilizaremos o referencial de Eckart na
discussao a seguir e na segio A.3, e o referencial de Landau na secio A.5. Para um fluido

perfeito os dois referenciais coincidem, pois ndo hé fluxo de calor.

O tensor de Weyl e suas partes elétrica e magnética

O tensor de Weyl Cl,,.5,, pode ser decomposto nos tensores

1
Ea’@ = Caﬂﬁvu“u”, Haﬁ = Ena#pa(jpgﬁyu"u“. (A41)

Eles pertencem ao espaco de repouso de u* e sdo0 simétricos e sem traco (Haﬁhjh’f =
Hy, = Hyyy e E,phShl = E,, = Ej.,) e contém toda a informagéo do tensor de Weyl.

Os tensores E,,, e H,, sdo chamados, respectivamente, de parte elétrica e magnética
do tensor de Weyl. Isses nomes sao devidos 4 analogia entre as definicoes desses tensores,
e a defini¢ao covariante dos campos elétricos e magnéticos a partir do tensor F,,, {172].
Como veremos mais adiante, hd uma grande entre o papel das componentes do tensor de
Weyl e seus correspondentes eletromagnéticos.

O tensor de Ricci € a parte do tensor de curvatura que é determinada localmente pelo
contetido de matéria, através da equagao de Einstein. No formalismo de projecio R,.
é escrito em termos de 7,,. Ja o tensor de Weyl nao é determinado localmente, pois
devido &s suas simetrias, ele nao contribui para R, e portanto ndo aparece nas equagoes
de Einstein. Dessa forma, Cap,» representa o campo gravitacional livre, ou seja, a parte
do tensor de curvatura cujo valor num ponto nao é determinado pela matéria nesse ponto.

No vdcuo, apenas o tensor de Weyl por ser diferente de zero.

Identidade de Ricci

A partir da identidade de Ricci
Uaipyy — Uayf == _Ruhﬁ“r'w\ (A.42)
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podemos deduzir equagbes para os pardmetros cinematicos. Multiplicando essa identi-

dade por u” e projetando no espaco de repouso obtemos
hﬁh'g(ua;ﬁ)‘ - hﬁhfaa;ﬁ + hzh'guanu’y;ﬁ + Ruyquu” = 0, (A.43)

que ¢ andloga & equagdo (A.9) no caso newtoniano. A semelhanca dessas equacdes é
essencialmente a manifestacio da similaridade entre as equacoes do desvio geodésico em
relatividade geral e na teoria newtoniana®. Decompondo essa expressio em seu traco,
parte anti-simétrica e simétrica sem traco; e utilizando a equagao de Einstein (A.22) e a
definicio de E,, (A.41) obtemos as seguintes equacgoes de evolucio:

.1 1
g+ 592 —a% +2(0* =) + 550+ 3p) =0, (A.44)

conhecida como equacgio de Raychaudhuri,

2 1
R o™ + 30 o’ + Esaﬁf’ Qs = 0, (A.45)

RERE (G ap) — REhE a0y — 0400 + Wywy + 0,07, + gt%rw, +
1 2 1 y
+h'yu (_gwg - 502 + gaa-‘a) - ﬂ-; + EPW = O (A46)

Essas equacoes sao formalmente semelhantes as equagdes newtonianas (A.11), (A.12)
e (A.13). Para um fluido perfeito, num sistema de coordenadas localmente chato, em
coordenadas co-méveis, as equacgbes newtonianas sio idénticas as relativisticas, exceto
pela presenca do termo (3/2)p na (A.44). Esse termo representa o papel da pressao
como fonte do campo gravitacional. Note que a densidade de “massa gravitacional ativa”
relativistica & p+3p = mn+¢+ 3p, de modo que a energia interna também contribui para

0 campo gravitacional. Sdo justamente esses termos adicionais que causam o problema

®Veja a referéncia [146], capitulo 12.
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do colapso gravitacional em relatividade geral.

Comparando a (A.13) com a (A.46), vemos que parte elétrica do tensor de Weyl tem
um papel andlogo ao campo de maré.

Trés novos conjuntos de equagbes podem ser obtidos da identidade de Ricci (A.42).
Fazendo projecOes dessa equacio no espago de repouso de u® ¢ apés algumas manipu-

lacoes, obtemos as seguintes relacoes

2
hf% (_wﬁa;a _ o.ﬁo:;a + 59,,@) + a® (O'Ea _ wsa) _ qe’ (A.47)
Wy — 2w%, = 0, (A.48)
20wy +rot (o, —wu) = Hy. (A.49)

Essas sao as equagdes de vinculo para os pardmetros cinemdticos, andlogas as (A.14) a
(A.16) no caso newtoniano. As equagdes newtonianas sdo formalmente semelhantes as
relativisticas. As diferencas aparecem nos termos contendo a acelerag¢ao ¢, e na auséncia
do termo Hj; nas equagoes newtonianas. Vemos que ndo hd um andlogo newtoniano da
parte magnética do tensor de Weyl nessas equacoes.

As equagdes de propagacao para os parimetros cinemdticos (egs. A.44, A.45 e A 46)
junto com as equacoes de vinculo (egs. A.47, A .48 e A 49) sdo equivalentes as identidades
de Ricci (A.42).

As identidades de Ricci (A.42) sdo andlogas as equactes (A.7) e (A.8), que expressam

a comutacgdo das derivadas na teoria newtoniana.

Identidade de Bianchi

Vamos ver agora as equagoes que vem das identidades de Bianchi Rugns,e = 0. Con-

traindo essa equacgio e utilizando a defini¢do do tensor de Weyl, obtemos

Caﬁ')fé;é — Rless %g'r[aR;ﬁl_ (A.50)
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Essas equagbes implicam nas identidades de Bianchi contraidas
a8 1 a ol
R ;,@:§R‘ =G 5 =0,
que, pela equagdo de Einstein, sdo equivalentes & conservagio do tensor energia-momentum
TP 5 =0,
Projetando essa equagio em u, e em h,,, com T# dado pela (A.34) obtemos

1-0 + (P +p) 0 — Traﬁoa,ﬁ + qa;a + qaaa = 01 (A51)

4
(p+p)aa+ (4 + 7, +0g) h5 + (waﬁ +a.? + gahaﬁ) g = 0. (A.52)

A equagdo (A.51) é a expressio relativistica da conservagio da energia, e a (A.52) é o
andlogo da equagao de Navier-Stokes.

Para um fluido perfeito (g, = 0 = m,4) a (A.52) leva a equacio de Euler relativistica

(p+p)aa+pghl = 0. (A.53)

Note que, num sistema de coordenadas localmente chato, em coordenadas co-méveis a
equagao (A.53) é quase idéntica a (A.17), para um fluido perfeito. Entretanto no caso
relativistico aparece (p + p) como massa inercial’. A conservagio da energia num fluido

perfeito
p+(p+p)0=0, (A.54)

parece igual & expressio newtoniana (A.21). No entanto ¢ preciso lembrar que a energia

YO papel da inércia é exercido pelo termo que multiplica a aceleracdo na equagio de movimento.
pap q
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total por unidade de volume p é a soma da energia de repouso com a energia interna
p=mn+e,
onde m € a massa das -pa.rticulas. Se o mimero de particulas & conservado, teremos
(nu*),, =n+nd =0, (A.55)

que & idéntica & equagdo (A.20). Nesse caso a (A.54) fica idéntica a (A.21).
A relagao de Gibbs, na relatividade geral, inclui também a energia de repouso

P
dp=" ; dn + nTds., (A.56)

Note que, na expressao (A.52), p é a pressio dindmica. Num fluido imperfeito pode haver
uma diferenca entre p e a pressio termodinamica P definida pela relacdo de Gibbs. Essa
diferenca é chamada de viscosidade volumar!®. Além das condigoes mo5 = 0 = g,, um
fluido perfeito tem, por definicdo P = p.

Combinando a equagéo (A.54) com a conservagao do mimero de particulas (eq. A .55)
obtemos

p=(p+p)2

;?_‘.
Comparando esse resultado com a relagao de Gibbs (A.56), obtemos que

5=s,u" =0, (A.57)

se P = p, de modo que, num fluido perfeito, a entropia por particula é conservada. Note
que, se houvesse uma viscosidade volumar, teriamos P # p, e haveria geragao de entropia.

Num fluido genérico, a producao de entropia é dada pela equacio (A.19).

""Para uma discussao sobre a viscosidade volumar, veja a ref. [204].
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Utilizando as equagoes de Einstein (A.22) nas identidades de Bianchi (A.50), fazendo
projecoes em u® e no espago de repouso, e efetuando algumas manipulagdes, obtemos
quatro conjuntos de equagoes para H* e E®Y similares as equacoes de Maxwell. Para

um fluido perfeito, essas equacoes ficam:

(div E)? + e o ,sHS + 3HPwy = %D"p, (A.58)
(div H)" + &0 osEf — 3EPwg = (p+ p)w”, (A.59)
Ecpo> — (0t H) ,, = 2H! €5y, 0" + 0E g — 3E% 005, + Ef oy =

-2 (p+p)ogp— -;—Dq, o>, (A.60)

2
Hepos + (104 E) , + 2BF £0)0,0" + 0Hpo — 3HE 005 + Hlvwoy, = 0. (A61)

As duas iltimas equacGes, sdo equacdes de evolugao para E,, e H,,, enquanto as (A.58)
e (A.59) sao equagdes de vinculo. Essas quatro equacdes sio conhecidas como quase-
maxwellianas, devido a sua similaridade com as equacgdes de Maxwell.

E interessante notar que, assim como no eletromagnetismo, no vdcuo existe uma
dualidade entre as partes elétrica e magnética do tensor de Weyl na relatividade geral
(189].

Note que a parte magnética do tensor de Weyl nao influencia diretamente a evolucao
da matéria, jd que ele ndo aparece explicitamente em nenhuma equacdo para 0s paramet-
ros cineméticos e dindmicos. No entanto, como a evolucio das partes elétrica e mag-
nética é acoplada pelas equacoes quase-maxwellianas, o campo H,, acaba influenciando
a evolugao da matéria através de .

Existem andlogos newtonianos das equacgdes quase-maxwellianas, mas elas nao car-
regam nenhum contetdo novo, jd que nao existem as identidades de Bianchi neste caso.
O analogo das equacdes (A.59) e (A.60) vem da comutacio das derivadas v, ;5 = v,
(eq. A.S):

Gal | 2yliph _
ﬂ[i,k} -+ gh’[ig,k:] = O
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Nela nao aparece o campo gravito-magnético, j4 que ele no tem andlogo newtoniano.

As equagoes para E;; vem da (A.7):

: 1
divE) = -p
(divE) 5P
(rtotE)Y = 0.

Para determinar o campo de maré F;; precisamos mesmo integrar a equagio de Poisson.

A.2.2 O modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

O modelo cosmolégico padrao pressupde que, em grandes escalas, o universo é homogéneo
e isotrdpico. Isso se aplica tanto & geometria quanto ao conteido de matéria. Nesse
caso, pode-se mostrar que a matéria deve ser representada por um fluido perfeito. A
1sotropia implica que apenas os escalares podem ser diferentes de zero, j& que vetores
e tensores definiriam direcGes privilegiadas, desse modo devemos ter, w® = ¢* = 0 e
Tap = Eog = Hop. Assim, s6 sobram o escalar de expansao #, a densidade de energia p e
a pressao p. Além disso, esses escalares devem ter o mesmo valor em todos os pontos, de
modo que a sua derivada espacial deve se anular: P =0=p hG= 0 ohj. Podemos

introduzir uma medida da distancia entre observadores vizinhos a, pela relacio
= 4. A.62
: (A62)

Se temos um volume dado por V' « a?, o escalar  d4 justamente a taxa de variacio
desse volume: 8 = V/V. Aqui podemos usar a mesma variével temporal para todos os
observadores. Escolheremos t de modo que f = fut = 0f/0t A varidvel ¢ é conhecida
como tempo cosmoldgico, e dd o tempo préprio medido por um observador co-maovel com
a expansao média.

As condicoes de isotropia e homogeneidade da matéria e da geometria definem o uni-

verso de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). A equagdo de Raychaudhuri
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(A.44) fica

a a7
-—=—— 3p). A.63
. 5 (Pt 3p) (A.63)
Essa equagao é quase igual a equagio (1.8) da cosmologia newtoniana, quando escrita
em termos do tempo cosmoldgico. A tnica diferenca estd na auséncia da pressio como
fonte de campo gravitacional no caso newtoniano.
Além da equagao de Raychaudhuri, a dnica outra que néo fica trivial no universo de

Friedmann ¢ a conservagao da energia (eq. A.54)
) a
p—i-SE (p+p) =0. (A.64)

Se fornecemos uma equagéo de estado p = p (p), as equagdes (A.63) e (A.64) determinam

completamente a evolu¢io do universo. Combinando essas duas equagdes, obtemos

a9 _8Gd
a1 (&) =5 (pe?),

que pode ser integrada para obter a equacdo de Friedmann,

a* = ?agp - K, (A.65)

onde K aparece como constante de integra¢ao. Pode-se mostrar que K & a curvatura das
trisuperficies com ¢ = const. Note que a equagdo (A.65) é idéntica a equagio newtoniana
(1.5). Essa equagéo pode ser resolvida para obter a evolucao do fator de escala em funcao
do tempo se tivermos a relagao p = p(a), que pode ser obtida a partir da (A.64). Para
um fluido com equacio de estado p = wp, por exemplo, teremos p x a3+, Se a
equacao (A.64) nao pode ser resolvida analiticamente, basta integrar o sistema acoplado
(A.65 e A.64) com uma equagao de estado qualquer.

O parametro de Hubble é definido por H = #/3 = é/a. Definindo o parametro
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cosmoldgico de densidade 2 = 87Gp/(3H?), a equaciio {A.65) pode ser escrita como
K ={1—1)(aH).

Vemos que a curvatura é nula somente se { = 1. No caso de termos diversas comporentes

com densidades p; o parametro §2 é a soma das contribuicoes de cada componente: {2 =

2 8mGp,/(3H?).

Através da equagdo (A.63) podemos ver o efeito de uma constante cosmoldgica sobre
a expansao do universo. Definimos o pardmetro de desaceleracio g por

a1l

onde f1 := a/a. Escrevendo p = py; + pp = py + A/(87G), p = pas — py, € como hoje

paro = 0, pela equacdo (A.63), teremos

~ o P 2A
200 F h—5 — —= = 5y — Q4. .
o H3H§ 32 a— S (A.67)

Os dados de supernovas indicam que o parametro de desaceleracao é negativo, de modo
que deveria haver um termo cosmoldgico positivo, além da matéria escura, que domina

a densidade de energia do universo.

A.2.3 Uma Aproximacao Local Relativistica

A matéria escura fria (CDM) é a componente de matéria dominante no universo, e é
a responsdvel pela formagao das estruturas em grandes escalas. Acredita-se que ela &
composta por particulas nao interagentes e sem colisoes. Nesse caso, o tensor energia-

momentn é dado por

Ty = puy,. (A.68)
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Assim, a CDM pode ser representada por um fluido perfeito com pressio nula. Em
principio, a descricio de fluido s6 & valida até o cruzamento das trajetérias. Depois
disso as linhas de fluxo se cortam ¢ a hipétese de continuo deixa de valer. Se definimos
uma velocidade média das particulas numa certa escala, ainda & possivel utilizar um
tratamento de fluido, mas aparece uma pressiao e uma viscosidade efetiva, de forma que
a (A.68) ndo pode mais ser utilizada. Aqui nos restringiremos ao tratamento da matéria
escura antes do cruzamento das trajetérias. A equagido de Euler (A.53), com p = 0 leva

entao a
a, = 0.

Com essa condi¢do, as equagdes restantes para os parametros cinemsticos {eqs. A.44 a

A 46) serao dadas por!!

. 1
9+%92+2(02—w2)+§ﬁ:p -0, (A69)

wf + §9w" —ofw’ = 0, (A.70)

: 2 1 2
Tpp — Wuwy + 00, + 56’0“,, + (- ng - gcr?) +E, = 0 (A.71)

Vemos que nestas equacbes aparecem apenas derivadas temporais convectivas que, no
referencial de repouso do fluido, se reduzem a derivadas ordindrias no tempo. Como elas
nao envolvem derivadas espaciais, a influéncia dos elementos de volume vizinhos sé entra
implicitamente, através da parte elétrica do tensor de Weyl E,,,,. Esta é determinada pelas
equagOes quase-maxwellianas (A.58 a A.61). O unico termo néo local (com derivadas
espaciais) que aparece na evolugio do campo para E,, (eq. A.60) é o rotacional de H,,.

Se desprezarmos a parte magnética H,, do tensor de Weyl nessa equagao, teremos

. K
Epcr + hpc;r (U#UE,LLU) + GEpo - 3E(ypﬂo)# - E(”pwo)# - ?pﬂ'op - O (.ATQ)

"' Note que a condigdo a, = 0, implica que i?.m, =0.
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As equagoes (A.69) a (A.72) formam um conjunto de equacdes locais que a determina
completamente a dindmica. A solucio do problema fica tremendamente simplificada, j&
que 50 € preciso resolver equagoes ordinarias para cada elemento de volume, para obter
a evolucao temporal dos pardmetros cineméticos.

Esse fato foi salientado primeiramente por Barnes e Rowlingson [205], que fizeram
um estudo das solugdes exatas com w* = H*¥ = 0. Matarrese, Pantano e Saez [206]
utilizaram esse resultado para o estudo da formagéo de estruturas em grande escala. Eles
propuseram o conjunto de equagoes {A.69) a (A.72) como uma aproximacio da dinamica
exata, para flutuacdes primordiais geradas pela inflagao. Nesse caso sio produzidas per-
turbacgoes na densidade e um fundo estocastico de ondas gravitacionais. Eles acreditavam
que negligenciar a influéncia de H,, na evolugdo de E,, era o mesmo que desprezar a
interacao das perturbages na densidade com as ondas gravitacionais, o que s6 ocorre
para campos nao-lineares. Essa foi a primeira aproximagio introduzida na literatura,
desenvolvida para lidar com a evolugio néo-linear da matéria no caso relativistico, sem
impor nenhuma simetria. Matarrese, Pantano e Saez [206] mostraram que as equacdes
(A.69) a (A.72) levam a0 colapso genérico dos elementos de volume na forma alongada.
Essa aproximagio é exata para as simetrias plana e esférica, j4 que H,, se anula nesses
€asos.

Houve uma controvérsia sobre a consisténcia de se fazer H,, = 0. Essa condicio
nao restringiria demais as condigoes iniciais possiveis? Haveria uma grande classe de
solugoes exatas em que a parte magnética do tensor de Weyl de anula? Essas solucoes
seriam estavets com relagdo a pequenas flutuagdes em H,,7 Até onde o conjunto (A.69)
a {A.72) poderia ser uma boa aproximacao para a dinidmica nao-linear?

Matarrese, Pantano e Saez 207, 208] sustentaram que a parte magnética H,,, poderia
ser desprezada em escalas maiores que o horizonte. J4 nas escalas dentro do horizonte
esse termo nao pode ser negligenciado e a evolugao néo € local. Esse resultado foi uti-
lizado para discutir o weak cosmic no-hair theorem, pelo qual o universo seria altamente
heterogéneo em escalas bem maiores que o raio de Hubble, e certas regites passariam por

um perfodo inflaciondrio e isotropizariam, como no nosso universo observavel [209, 210].
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Ja Mutoh, Hirai e Maeda [211] mostraram que as solucdes com H,., = 0 sao instaveis
com relacao a flutuagdes na parte magnética. Dessa forma, o conjunto (A.69) a (A.72)
nao ¢ uma boa aproximagao para a dindmica nao-linear no caso genérico, pois mesmo que
H,, ~ 0 no inicio, esse termo cresce ¢ passa a ser importante na evoluciao. Também foi
mostrado que os modelos com H,, = 0 sao, em geral, inconsistentes [212] e conjectura-se
que as tnicas solugdes ndo-homogéneas consistentes sejam as solugdes de Sezekeres [213)],
Como vimos, na decomposicio (1 + 3) da relatividade geral temos equactes de vinculo
e equagoes de evolucao. As equacoes de vinculo sao automaticamente satisfeitas se os
vinculos sao obedecidos pelas condigdes inicias, e se a evolucio do sistema é obtida com
as equagoes de evolugao completas. No entanto, a escolha H,, = 0, e a utilizacao da
equagdo (A.72) para evolugdo de E,, é inconsistente com as vinculos [212].

Mesmo que a aproximagao proposta por Matarrese, Pantano e Saez [206] seja ainda
muito particular e nao permita o estudo de condigdes inicias genéricas, ela ja & um
importante passo na procura de aproximagoes para evolu¢do nao-linear sem pressupor
nenhuma simetria. Ela tem o mérito de ter sido a primeira aproximacio local relativistica
e de ser fonte de inspiragio para o desenvolvimento de novas aproximacdes locais.

Uma outra motivacao para escother H,, = 0, ou negligenciar o seu efeito sobre a
formacdo de estruturas, veio do fato de que a parte magnética do tensor de Weyl nao tem
um andlogo newtoniano. E interessante notar que, no referencial de repouso do fluido, as
equagoes (A.69) a (A.71) ficam idénticas as suas andlogas newtonianas (A.11) a (A.13).
A tnica diferenga é que no caso newtoniano E;; é determinado através de ¢ pela equacio
de Poisson, enquanto na relatividade geral E,, ¢ determinado pela equacao (A.60). Isso
motivou uma nova aproximagao no caso newtoniano, que substitui a equacdo de Poisson
pela equagao (A.72) e é discutida na se¢ao 2.3.4. Ela também prevé que o colapso
ocorre genericamente na forma alongada, o que estd em desacordo com a aproximacao
de Zel'dovich e o comportamento genérico esperado para o colapso (secio 3.1.1). A
aproxima¢ao newtoniana baseada nas equacoes (A.69) a (A.72) motivou ainda uma outra
aproximagao local que se mostrou muito acurada nos casos analisados nesta tese (veja a

segao 2.3.4 o capitulo 2.3).
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Encontrar aproximagoes locais melhoradas é uma das dreas ativas de pesquisa na
teoria da formagfio de estruturas em grande escala. Formular o problema em termos de
equagoes lagrangianas de fluido e de campo, nio s6 sugere novas abordagens, mas clarifica
a relacio entre relatividade geral e dindmica newtoniana. Na secao A.5.3 apresentamos

uma breve discussiio sobre o papel de H,, no limite newtoniano da relatividade geral.

A.3 Aspectos Relativisticos na Hidrodinamica New-
toniana

A quase totalidade das simulagdes numéricas para investigar a formacio de estruturas
em grandes escalas ¢ baseada na cosmologia newtoniana. H4 duas razdes fundamentais
para isso. A primeira ¢é a dificuldade pritica de se realizar um tratamento relativistico no
regime nao-linear sem impor nenhuma simetria, j4 que terfamos um conjunto de equacoes
diferenciais parciais acopladas e altamente ndo-lineares. A segunda vem do fato de que
as velocidades relativas entre galdxias vizinhas sdo muito menores do que a velocidade
da luz e os campos gravitacionais de interesse cosmoldgico sio fracos. Dessa forma, para
perturbagoes menores que o raio de Hubble, o tratamento newtoniano se justifica. Na
verdade, como vimos na secdo 1.2, nio existe uma cosmologia puramente newtoniana,
mas utilizando as coordenadas apropriadas e fornecendo condigdes de fronteira no infinito,
podemos definir uma cosmologia newtoniana. Uma alternativa é deduzir as equagdes
cosmoldgicas num limite newtoniano da relatividade geral (veja a secio A.5).

Além de campos fracos e baixas velocidades, a cosmologia newtoniana também pres-
supde que a pressio nao é relativistica, ou seja, que'? p < py/c®. Essa suposicio é
certamente vdlida para a matéria escura, que tem popas = 0, e também é satisfeita pela
matéria baridnica a temperaturas nio excessivamente altas. Jd os neutrinos nio satis-
fazem esse critério, e além disso, ndo podem ser representados por um fluido perfeito.

Essa condigao também é violada pelo termo cosmoldgico responsével pela expansao acel-

"2 Aqui, pg = mn é a densidade de massa de repouso.
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erada, que deve ter p+ 3p < 0. No caso de uma constante cosmolégica nao héd problema
pois esta nao tem flutuagbes. Na se¢io A.4 vamos propor um modelo fenomenolégico em
que a compornente dominante do universo, que é também a responsédvel pela formagao de
estruturas, tem uma equacdo de estado relativistica. Nesse caso nao podemos utilizar a
cosmologia newtoniana em sua formulagdo usual.

Procurar extensoes da teoria newtoniana para incluir alguns aspectos relativisticos,
pode ter aplicagoes praticas muito importantes para as simulagbes de formacgao de es-
truturas. Essa busca também ajuda a entender alguns efeitos da relatividade e pode
permitir uma descrigdo mais simples do universo observado. Neste ponto a abordagem
lagrangiana de fluidos é particularmente 1til, pois motivara algumas extensdes da hidrod-
indmica newtoniana, através da comparacio com as equagoes relativisticas.

Nesta se¢éo, levaremos em conta apenas os efeitos inerciais e gravitacionais da pressao.
Vamos supor que os campos gravitacionais sio fracos e as velocidades nio sdo relativisti-
cas. Teria sentido considerar pressoes relativisticas e ao mesmo tempo baixas velocidades
e campos fracos? Para flutuagoes de um universo homogéneo, sem diivida, ji que as per-
turbagOes no campo e nas velocidades sdo pequenas. Para um corpo em equilibrio, esse
limite & prerfeitamente viloido, desde que a equacao de estado seja relativistica mesmo
a baixas densidades. As estruturas em grandes escalas, sao muito maiores do que o seu
rajio de Schwarzchild, além disso, as velocidades peculiares sdo baixas comparadas com
a velocidade da luz. Dessa forma, se o universo é dominado por uma componente com
pressao relativistica (A.4), o seu comportamento deve ser bem descrito pelas condigdes
impostas acima.

Como vimos na sec¢ao (A.2), hd uma grande analogia formal entre as equacoes de fluido
da relatividade geral € as da teoria newtoniana. No limite de baixas velocidades e campos
fracos, temos'®: u* = (y,yv") = (¢,v%), goo = — (1 +2¢/c?) P e g; = (1 —2¢/c?) by

Desprezando termos quadraticos em v/¢, o projetor hy, = g, + u,u, fica

hoo s 0, h‘ij o (Sij.

¥ Aqui colocamos explicitamente a velocidade da luz para que o limite newtoniano fique claro.
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Nesse limite, a derivada covariante vira a derivada paracital. Além disso, a derivada
temporal total (A.25) fica simplesmente derivada convectiva usual {A.2). Desse modo, as
equagoes newtonianas para a evolugio dos pardmetros cinemiticos e da densidade ficam
idénticas as relativisticas. Entretanto, no caso relativistico, a pressao exerce um efeito
inercial e também atua como massa gravitacional ativa. Na dedugio newtonlana, vimos
que 1iltimo termo da equacdo de Raychaudhuri (A.11) vem do laplaciano do campo ¢
e representa a densldade de massa gravitacional. Jd no caso relativistico (eq. A.44)
esse termo tem uma contribuicao da pressiao. Baseados nessa comparacio, poderfamos
escrever uma equagao newtoniana para incluir o efeito relativistico da pressio como fonte

do campo gravitacional. Dessa forma, a equacio de Poisson ficaria
¢ i =4nG (p+ 3p). (A.73)

Podemos por exemplo incluir o efeito de um termo cosmoldgico, fazendo Pr = —DA =
A/(87G). Para um fluido com pressio ndo relativistica e com constante cosmolégica,
terfamos ¢*; = 47Gp + A, que é a equagao utilizada na cosmologia newtoniana com
termo cosmoldgico [214]. Na equagio de Euler (A.53) vemos o efeito inercial da presséo.
Colocando o0 mesmo termo na equagio newtoniana (A.17) para um fluido perfeito, obte-

mos
Ui+ ¢ =a; = — (p+ P)_lp,z'- (A.74)

Note que, além de considerarmos os efeitos inerciais e gravitacionais da pressio, também
estamos considerando esses efeitos para a energia interna, ji que p na relatividade geral
inclui tanto a energia de repouso pyc? = mnc® quanto a energia interna e (p = pyc? + ¢).

Utilizando esse fato, e as equacoes (A.20) e (A.21) obtemos uma equagdo para p:

a . .
p+(p+pb= 6—‘: + 8; (pv*) + poy* = 0. (A.75)

Ela é idéntica a equagdo de conservacgdo da energia (A.54) e inclui o trabalho da presséo
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na variagao da densidade de energia.
Uma tentativa de incluir os efeitos da pressdo relativistica na teoria newtoniana foi
feita por Harrison {214]. Ele propds exatamente as mesmas equagoes que a (A.73) e

(A.74), mas utilizou uma equagdo diferente para a densidade de energia

2 +0.[(o+9)v] =0 (A.76)

Num universo homogéneo com p = p(t), e p = p(t), essa equacao fica igual a (A.75).

Nesse caso, v; = 7;{da/dt)/a, de modo que essas equacoes fornecem

dp dal
LT St
dt + dt a (

p+p) =0,

que é exatamente a mesma que a obtida pelas equactes de Einstein para um universo
homogéneo com pressdo relativistica. A forma (A.76) é a que aparece normalmente
na literatura. Apesar da equagbes (A.75) e (A.76) serem iguais no caso homogéneo,
as equagoes perturbadas em cada caso sdo diferentes. Lima, Zanchin e Brandenberger
[215] mostraram que o conjunto de equagdes (A.73) a (A.75) leva a uma equagio para
a perturbaciao na densidade que, em escalas maiores que o comprimento de Jeans, é
idéntica & equagao relativistica para perturbacdes com grandes comprimentos de onda.
Dessa forma. a equagao que deveria ser utilizada é a (A.75) e nao a (A.76).

E curioso que o erro tenha se propagado na literatura justamente na equagio (A.75),
que € a mais simples de ser obtida, pois nao envolve o papel inercial ou gravitacional
da pressdo e nao necessita das equagOes relativisticas (A.44) e (A.53). Bastaria notar
que a energia interna contribui para a densidade de energia total p e usar a prépria
equagao newtoniana da conservacao da energia (eq. A.21). Esse erro provavelmente
aconteceu porque essa equacao era associada a equacdo de continuidade [214, 215] e nao
a conservagao de energia, como deveria ser.

Nayeri e Padmanabham [216] aplicaram essa extensao da teoria newtoniana a uma
mistura de dois fluidos: matéria escura e radiagao. Eles estudaram o comportamento

desse sistema para perturbagoes lineares na era dominada pela radiagao e mostraram
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que os resultados sao excelentes quando comparados ao caso relativistico. Surpreenden-
temente, a concordéncia se mantém até para flutuages maiores que o raio de Hubble.
Esse resultado motiva a utilizagio das equagdes (A.73) a (A.75) para um fluido rela-
tivistico com equacio de estado genérica, pelo menos para pequenas flutuages. Essa
extensao newtoniana também poderia ser til para estudar perturbagoes nao-lineares na
radiacao césmica de fundo.

Poderfamos incluir os efeitos inerciais e gravitacionais da pressio nas simulagoes
hidrodinamicas em cosmologia. Em principio, seria uma modificagio simples dos cédigos
numericos existentes. Bastaria acrescentar um termo 3p na fonte da equacio de Poisson
e (p+p)~" multiplicando o gradiente de p, em vez de p~! apenas, na equacio de Euler.
E claro que uma pressao relativistica pode acabar levando a grandes velocidades, o que
gera uma limitagao para essas simulagdes, pois elas pressupdem que v < ¢. No entanto,
pelo menos para pequenas flutuagdes num universo homogéneo e para estruturas em

equilibrio, as velocidades nao sio relativisticas,

Discutimos acima uma extensio da teoria newtoniana para incluir os efeitos inerciais
e gravitacionais da pressdo. Essa extensio fol motivada pela analogia entre as equacoes
relativisticas no formalismo lagrangiano e as equagtes newtonianas. Podemos seguir o
mesmo procedimento para um fluido genérico, incluindo a pressdo anisotrépica Ty €0
fluxo de calor por unidade de volume ¢,. No caso newtoniano e equacio de Navier-Stokes

é (eq. A.17)
pa; + (p,;‘ + Wij,j) = 0. (ATT)
Ja no caso relativistico ela fical” (eq. A.52)

4
(p+p)aa+ (G +7h, +ps) ho+ (waﬁ +a,” + -gehaﬁ) gs = 0. (A.78)

18e colocassemos explicitamente a velocidade da luz ¢ nessas equagdes, o fluxo de calor go apareceria

sempre dividido por ¢2.
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Além do efeito inercial da pressdo, aparecem termos contendo o fluxo de calor na versao
relativistica que estao ausentes no caso newtoniano. Isto ocorre porque na relatividade
o fluxo de energia também carrega momentum.

A equagao newtoniana da conservagao da energia incluindo o fluxo de calor e a pressao
anisotrépica (egs. A.18 e A.19) é quase igual 4 sua versao relativistica (eq. A.51). E inter-
essante notar que 7;; e ¢; ndo dariam nenhuma contribui¢ao para o campo gravitacional
@ pols esses termos nao aparecem na equagao de Raychaudhuri relativistica.

Se consideramos apenas a pressao anisotrépica, desprezando o fluxo de calor, a unica
diferenca entre a equagao (A.77) e a equacdo (A.78), escrita no referencial co-mdvel,
aparece no efeito inercial da pressao, jd as equacdes da conservacdo da energia ficam
idénticas. Em alguns modelos de flutuacoes primordiais {217, 181] a pressao anisotrépica
tem um papel importante para as perturbacoes na radiagao césmica de fundo. A inclusio
de m;; também deve ser considerada, para um tratamento da componente de neutrinos.
Estudaremos as solugbes para pequenas perturbagdes nesse caso, e compararemos com o

resultado relativistico.

Uma outra extensao interessante poderia vir da utilizagio das equagdes quase-maxwellianas
no lugar da equagao de Poisson para determinar E;;. No caso newtoniano, E;; é calculado
a partir do potencial gravitacional, que é determinado por uma equagao de vinculo (a
equacao de Poisson). Além disso, E;; pode mudar instantaneamente em todos os pon-
tos. J4 no caso relativistico, temos dois tensores que representam o campo gravitacional,

H

w € F,, que podem ser calculados usando equagoes de evolugao. Um exemplo de

uma teoria para os campos f,, e E,, no limite newtoniano é dado por Bertschinger e
Hamilton [219]. Essa teoria leva a influéncias que se propagam com velocidade finita
[218]. Nesse sentido, ela ¢ uma aproximacao melhor para a teoria cldssica da gravitagio
(ou seja, a relatividade geral) do que a teoria newtoniana propriamente dita. Ainda hd
controvérsias sobre o limite newtoniano de H;; e das equagbes quase-maxwellianas [218].
Na secao A.5.3 faremos uma breve discussao sobre o limite newtoniano de H;;. A busca

de uma equacgio de evolugio para F;; nao tem interesse puramente teérico, ela poderia
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ser implementada em simulages computacionais e permite a obtencao de aproximagoes

melhoradas para seguir a evolugio nio-linear da matéria (veja a se¢do 2.3.4).

E possivel incluir vérios aspectos relativisticos na teoria newtoniana, ou melhor, é
possivel utilizar varios limites diferentes da relatividade geral. A escolha dependerd da
aplicagao prdtica em mente. O importante é que ela represente a realidade fisica com boa
aproximagao no seu dominio de aplica¢ao e que simplifique o tratamento em comparacao
com a teoria completa da relatividade geral. Vimos que formular a relatividade na

decomposicao (1 + 3) ajuda na busca desses limites.

A.4 Um Modelo Fenomenolégico para a Matéria Es-
cura e a Repulsao Césmica

Segundo cendrio cosmolégico padrao que emergiu no final do século passado, hd duas
componentes desconhecidas no universo: a matéria escura fria, responsavel pela formacao
de estruturas em grande escala e uma componente com pressao relativistica negativa,
responsavel pela expansao acelerada do universo. O objetivo desta sec¢ao ¢ discutir uma
possivel descricao dessas duas componentes em termos de uma unica equacao de estado

fenomenologica.

A.4.1 Motivacao

Apesar do seu sucesso face ao grande volume de dados observacionais, o modelo cos-
moldgico padrio tem pelos menos duas lacunas fundamentais: a matéria escura (CDM)
e o termo cosmoldgico. O que constituiria essas duas componentes? Existem virios can-
didatos para as particulas massivas fracamente interagentes (WIMPS) que comporiam
a matéria escura, axions e particulas super-simétricas sao os mais populares. Jd para o
termo cosmoldgico, 0 modelo preferido é 0 de um campo escalar auto-interagente (por

uma série de motivos que serdo discutidos a seguir).
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E importante ressaltar que esses candidatos surgiram como explicacdes a posteriori
dos dados observacionais. Tanto a descoberta da matéria escura por Zwicky nos anos
1930, como a constatagio da expansao acelerada do universo no final dos anos 1990,
foram uma tremenda surpresa. No entanto, uma vez que a sua presenca foi constatada,
é impossivel viver sem essas duas componentes, pelo menos no contexto da gravitagio
de Einstein. Como vimos no capftulo 1, a matéria escura é fundamental para explicar a
distribuicdo de massa em grande escala ¢ os movimentos préprios das galéxias. J4 o termo
cosmoldgico resolve o problema da idade do universo e explica a expansao acelerada.

Note que os dados que indicam a presenca da matéria escura e do termo cosmoldgico
envolvemn observacoes em escalas bastante diferentes. A expansao acelerada sé pode ser
observada para objetos muito distantes, pois a influéncia do termos cosmolégico s6 se faz
presente de maneira global, ja que essa componente ndo se aglomera. Por outro lado, a
matéria escura é detectada justamente por sua manifestacio local, através dos efeitos de
sua aglomeragao sobre a distribuicao de matéria visivel, ou sobre a trajetéria da luz (no
caso das medidas com lentes gravitacionais). Poderfam essas duas propriedades - expan-
sdo acelerada e aglomeragdo da matéria - serem manifestacdes diferentes de uma mesma
componente? Essa & a motivacao desta secdo: apresentar alguns elementos para uma
descri¢ao unificada da matéria escura e da expansao césmica. Note que essa componente
unica deveria se comportar de forma completamente diferente em diferentes escalas. Ela
deveria ter um efeito gravitacional repulsivo em grandes escalas e se comportar com um
fluido sem pressao nas regides em que a sua aglomeragao é maior.

Antes de discutir algumas caracteristicas gerais desse modelo, vamos fazer uma breve

revisao da motivagao para o termo cosmoldgico e do cendrio da quintesséncia

A.4.2 Expansao Acelerada e Quintesséncia

Como vimos na secao A.2.2, o parametro de desaceleracio do universo é dado por (egs.

A.63 ¢ A.66)

. 473
© 3H?2

q (p + 3p).

326



Essa parametro pode ser determinado pelo diagrama de Hubble, mas a sua influéncia sé
aparece para altos desvios para o vermelho. A primeira medida confisvel de g, baseada
na observagao de supernovas distantes do tipo la, foi apresentada em 1998 por dois
grupos distintos [14, 15]. Eles chegaram & conclusao de que g < 0, de modo que deveria
haver um termo com p + 3p < 0, que foi associado & constante cosmolégica. Os dados
das supernovas permitemn delimitar uma regido no espaco de parimetros §25, Q (eq.
A.67). Aliadas a outras observagdes, como a radiagio césmica de fundo [220, 234, ou as
velocidades peculiares das galdxias [17], obtém-se fortes limites sobre cada componente
individual (veja a secdo 1.1.2).

Um problema da constante cosmolégica é a falta de motivacio fisica. Se ela fosse
a energia do vdcuo medida no efeito Casimir, ela deveria ser 10'?* vezes maior que o
seu valor inferido das observagdes cosmoldgicas!®. O que poderia acontecer é que a
energia do vdcuo da gravitagdo (para a qual ndo hd nenhuma estimativa, ja que ainda
nao existe uma teoria quéntica da gravitagio) cancelasse a energia do vacuo dos outros
campos, derxando um pequeno residuo, que seria a constante cosmolégica. No entanto
esse cancelamento deveria ser tdo preciso como uma parte em 10'??! Uma alternativa a
constante cosmolégica é dada por um campo escalar.

Como ¢ sabido desde a proposta dos primeiros modelos inflaciondrios, um Campo
escalar pode se comportar como um termo cosmolégico dinamico. O tensor energia-
mormentum de um campo escalar ¢ suposto homogéneo, ¢ igual ao de um fluido perfeito

com!®

!>Para uma discussao sobre os valores da constante cosmolégica a partir da microfisica, veja a ref. [5].
secao 11.6.

1iNote que, para um capo escalar sem massa nem auto-interagao, V (¢) = 0, de modo que a sua
equagao de estado € dada por p = p. como foi mencionado na segio 4.8.
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Para &2 <KV, temos py = —p,, de modo que o campo ¢ se comporta como uma constante
cosmmoldgica.

Sendo um campo escalar, ou uma verdadeira constante cosmolégica, ainda ha um
grande problema a ser resolvido: porque esse termo cosmolégico estaria dominando a
densidade do universo logo agora? Para uma constante cosmoldgica, é preciso sintonizar
o valor de A com grande precisdo para que isso ocorra. Da mesma forma, para um
campo escalar com um potencial arbitrario é preciso ajustar as condigoes iniciais de
maneira muito fina.

No entanto, existemn algumas classes de potenciais em que a densidade do campo ¢
acomnpanha a densidade da matéria [221], o que explicaria porque 2, e 2y sdo com-
paraveis (essas solugbes sao chamadas de tracker solutions). Isso deu origem a uma
enxurrada de modelos ditos de quintesséncia, em que o campo escalar é responsivel
pelo termo cosmoldgico (para um excelente artigo de revisdo, veja a referéncia [222]). A
grande vantagem desses modelos, € que o mesmo campo que causa a expansio acelerada
hoje, poderia ter sido responsdvel pela inflagio [223, 224]. Esses argumentos acabaram
tornando muito popular o cendrio da quintesséncia, apesar de nio haver nenhuma moti-
vagdo fisica para os potenciais geralmente considerados e para o préprio campo ¢. Uma
excegao € dada pelo estudo da quintesséncia em teorias escalar-tensoriais da gravitacao
1225], onde ¢ tem um papel natural na teoria, embora tampouco haja uma justificativa
para a forma do potencial. Uma motivacio para V (¢) surge da fisica de particulas [226],
mas nesse €asc 0 campo nao poderia ser o mesmo que causou a inflagido. Outra mo-
tivacao vinda da fisica de altas energias para a forma do potencial vem da quebra da
super-simetria [227).

Elvidentemente nenhuma medida observacional pode determinar diretamente o campo
@ ou o seu potencial V' (¢). O que pode ser determinado é a razao w := p/p, conhecida
como equagdao de estado cdsmica. Supostamente, a partir do valor de w em diversos
instantes cosmolégicos, seria possivel reconstruir V (¢) (228, 229, 230, 231]. Utilizando
os dados das supernovas do tipo Ia [232], combinando-os com estatisticas de lentes grav-

itacionais {233], ou da radiagio césmica de fundo [234], obtem-se o seguinte limite sobre
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a razao p/p hoje:

w< —0.7. (A.79)

Esse limite estd muito préximo do limite inferior w &~ —0.7 dos modelos mais simples de
quintesséncia [234].

Se campo ¢ estd associado a fisica de altas energias o seu valor deve ser da ordem da
massa de Panck {235, 236]. Dessa forma, é preciso incluir os efeitos da super-gravidade.
Caleulando V (¢) num modelo de super-gravidade, para certos parimetros, ainda é pos-
sivel encontrar solugoes do tipo tracker (235, 237]. Nesse caso, obtém-se valores mais

baixos de w, 0 que estd em melhor acordo com 0s dados observacionais.

A.4.3 Equacao de Estado Fenomenolégica

Modelos com termo cosmolégico varidvel, como a quintesséncia, sio uma alternativa
atraente & constante cosmoldgica A para explicar a expansao acelerada. FEles propor-
cionariam uma solugao aos dois problemas'” associados a A: o seu valor tao baixo, porém
nao nulo e o fato de sua energia ser comparével a densidade da matéria (p, ~ p,). Outra
vantagem do campo ¢ seria a sua possivel relacdo com a inflagdo e a fisica de particulas.
No entanto, nesses modelos a componente que causa a expansiao nada tem a ver com a
matéria escura nem com a formagao das estruturas em grande escala. Aqui vamos partir
de um ponto de vista totalmente diferente: Seria possivel que um tnico fluido pudesse
representar a matéria escura e a “quintesséncia”?

A motivacao é puramente fenomenoldgica: buscar algumas caracteristicas gerais de
uma equacao de estado que apresente esses dois comportamentos. Por um lado precis-
ariamos ter p 4+ 3p < 0, para haver uma repulsao cdsmica e por outro lado p =~ 0, para
que o fluido se comporte como CDM. Obviamente isso seria impossivel num universo

homogéneo. No entanto, num universo heterogéneo, poderia haver regioes que se com-

1"Na verdade esses problemas acabam escondidos na forma do potencial.
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portassem de forma diferente. Em particular, sabemos que ha grandes regides vazias de
matéria luminosa, os voids. Nas regides onde hd uma maior densidade de matéria, essa
componente deveria ter p ~ 0 e nos voids p ~ —p. Se supomos que hd uma equacio de
estado p = p(p), somos levados a que |p| seja uma fungdo decrescente de p: d|p| /dp < 0.

Como p é negativo, teremos

J

P> (A.80)

dp
Essa condi¢ao leva naturalmente a que a velocidade do som nesse fluido seja real. Por-
tanto, essa componente é mecanicamente estdvel. Jd fluidos que possuem uma equacao
de estado p = wp, com w < 0 sdo instdveis [238, 239]. Para manter a causalidade, &

preciso que a velocidade do som seja menor do que ¢. Dessa forma, deveremos ter

0<% <1, (A.81)

Antes de continuar estudando as propriedades que a equagao de estado deve possuir, vale
lembrar que a descrigao de fluido é bastante genérica e pode ser aplicada a sistemas bem
diferentes de um fluido classico. Como as equagdes da hidrodinamica relativistica nada
mais sao do que lei de conservagdo do tensor energia-momentum, T4 . = 0, a descricao
hidrodindmica também pode ser utilizada em diversos problemas. Um exemplo é dado
em modelos de colisoes hadronicas de altas energias (132, 133]. Em algumas situacdes um
tratamento hidrodindmico pode ser utilizado em vez da descricio em termos de campos
fundamentais [134]. Um outro exemplo, que serd discutido mais a frente, é dado pela
dinamica de d-branas. Note que, a partir de um tensor energia-momentum genérico,
podemos sempre definir uma pressdao dindmica p (eq. A.38) e uma densidade de energia
p {eq. A.36). Em alguns casos, como para o campo escalar discutido na secao anterior,

podemos escolher u® tal que o tensor energia-momentum 7),, tem a forma de um fluido
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perfeito:
Tuw = puyty — phy,. {A.82)
Nesse caso a dindmica serd dada pelas equagoes (A.54) e (A.53):

p = —{p+p?b, (A.83)

puh® = (p+p)3”, (A.84)

A suposigao extra que estamos fazendo é que existe uma equacio de estado p = p(p) (o
que nao ¢é vélido, por exemplo, para um campo escalar).
Da equacao (A.84) vemos que a pressio, mesmo sendo negativa, pode continuar sendo

uma forga restauradora, desde que ¢ > 0 e

(p+p) >0 (A.85)

Assim, p h* > 0 quando houver um gradiente positivo de densidade (p > 0) de
modo que essa pressio é capaz de manter estruturas estdveis.
Da equagdo de Raychaudhuri (A.44), vemos que a expansio pode ser acelerada em

alguma regiao se
(p+3p) <0. {A.86)

Exigiremos entao que a nossa equagdo de estado obedega as relacoes (A.81) e (A.85)
para qualquer valor de p e que possua a propriedade (A.86) para valores suficientemente
baixos da densidade. Essas condigdes implicam em que a pressdo deve ser negativa e a
densidade de energia positiva, com p > —p (e p < —3p para alguns valores de p).

A medida que uma regido se expande, sua densidade diminui, e como dp/dp > 0,
a pressao fica cada vez mais negativa. Pela conservagio da energia (A.83) temos que,

quando p se aproxima de —p a sua evolugéo se torna cada vez mais lenta. A equacao de
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estado tende assintoticamente a p = —p. Essa propriedade é muito interessante, priﬁci-
palmente num universo heterogéneo, onde as regides com baixa densidade se aproximam
da equacao de estado p = —p, enquanto para regides mais densas temos p ~ 0. Assim,
na média, podemos ter uma equagao de estado com p = wp, com w préximo de —1.
Note que, sempre que a (A.81) é satisfeita com p < 0, a pressao cruza aretap= —pea
equacao de estado fica congelada nesse ponto.

Em certo sentido, essa propriedade é semelhante as tracking solutions ja que ha uma
convergéncia da equacgido de estado final independente da forma genérica da equagio
de estado. Como foi dito, nos modelos simples de quintesséncia nao ¢ possivel chegar a
w < —0.7. Neste modelo, a equagdo de estado pode ser aproximar de w = —1 dependendo
apenas do numero de vazios. Aqui fica aparente a importincia das estruturas neste
modelo. A expansdo cdsmica sé se manifestaria hoje por causa das regides pouco densas.
Quando o universo como um todo era mais compacto, a pressao era quase nula. Portanto
¢ natural que o aspecto repulsivo dessa componente sé se manifeste hoje, em que a
densidade média ja € baixa e onde hd grandes regides quase desprovidas de matéria.

Com os voids teriam uma massa gravitacional efetiva negativa em seu interior, é
normal que eles sejam amplificados. Nesse modelo o tamanho dos voids deveria ser
maior do que nos modelos que consideram apenas a CDM. Essa propriedade é muito
Interessante, ja que ha um excesso no espectro de poténcia da matéria em escalas da ordem
de 100h~'Mpc, o que significaria que os voids sao maiores que o esperado [240, 241].

Apesar de alguns efeitos da equagao de estado genérica proposta sé se manifestarem
nas estruturas em grande escala, é interessante ver ¢ seu comportamento num universo
homogéneo. Esse seria 0 modelo cosmolégico de fundo num universo dominado por essa

componenete, que chamaremos de matéria z de agora em diante.
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Modelo homogéneo

Vamos considerar um universo homogéneo composto unicamente pela matéria z. A

equacao da conservagao da energia (A.83) fica

de modo que

ot =Cemn (- [ 5225

Para simplificar as equagdes, podemos escrever (p, +p:)”" como Af (p,) /fp,), de
modo que f(p,) = Ba~*4 onde B ¢ uma constante de integracio que deve ser determi-

nada pelas condic¢oes iniciais. Dessa forma teremos
pr = fH(Ba™¥1). (A.87)

Se a funcéo f pode ser invertida analiticamente, obtemos p, como uma funcio de a,
que pode ser substituida na equacéo de Friedmann para obter a (). Alternativamente,

podemos calcular a (p,) e obter p, (t). A condigio (A.81) fica

Vamos considerar, a titulo de ilustra¢io, uma equagao de estado muito simples que

obedece as condiges (A.80) e {A.85). Ela & dada por uma lei de poténcia:

(A.88)

com o > 0 e a > 0. Essa equacio de estado equivale a escolher f = (p_ /o)’ — 1. e
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A= (1+0)"". Pela (A.87) teremos

p, = a[Ba=3@+h 4 1]V (A.89)

Note que, para a < 1, temos p, x a™* e o fluido se comporta como matéria escura
fria (CDM). J4 para a > 1, temos p = a = const. como no caso de uma constante

cosmolégica. Os valores de o e ¢ devem ser escolhidos de modo que a (A.81) seja

satisfeita:
dp oo
2 _ F
C; = ip = pot < L (A.90)
O menor valor possivel da densidade de energia ocotre para p = —p e é p = o. Assim,
devemos ter
O<o<l

O caso limite ¢ = 0 d4 a equagdo de estado p = —a, de modo que, pela equacao (A.89),
p = a+ Ba™3. Isso é equivalente a uma superposi¢io de matéria escura fria, com p oc a3
e p =0 e constante cosmoldgica, com p= —p = —a (A = 8&7Ga).

Uma outra equagao de estado com propriedades semelhantes foi estudada por Chiba

et al. [242], que propuseram a relacio linear:
Dz = WopPyo + C? (p:t: - p:rO) : (Agl)

Dessa forma p, = Ba®/ (@~ —wqyp_ +c2p,, € 0 modelo corresponde a uma superposicio de
uma matéria com equagao de estado p = ¢?p e constante cosmoldgica 877G — c?

' dop = cp gica 8mG (woprg — CoPao)-
Como essa matéria ndo corresponde necessariamente 4 matéria escura fria. além da com-
ponente z pode-se superpor a CDM. A intengdo dos autores era propor um modelo
apenas para a componente repulsiva do universe, num modelo homogéneo. Nao entrava

al a diferenca de comportamento em diferentes escalas.
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Podemos considerar a expressao (A.91) como uma expansdo em torno de um certo

valor p, de uma equacao de estado genérica p = p{p):

(P — po) :Po‘i‘CEU(P”PO)-
Po

dp
’P—Pode—p

No nosso modelo de brinquedo (A.88), teriamos

o ag+1
&y = a(—) (A.92)
Po
g+1
wy — A(ﬁ) . (A.93)
Po

Chiba et al. [243] obtiveram limites sobre os valores de wy e cg. Baseando-se em
estatfsticas de lentes gravitacionais eles obtiveram: €2, < 0.85 + (1 — 4c%,/3) (1 + wp).
A velocidade do som exerce um grande efeito na radiacdo césmica de fundo (RCF).
Utilizando os dados da RCF obtem-se ¢, ~ 0.1, 2, < 0.1 [243]. Se o universo é dominado
pela componente x entdo os dados da RCF levam a ¢, < 107°. No nosso modelo, a
velocidade do som nao é constante e diminui com a densidade do universo (eq. A.90),
portanto o impacto dessa equacgao de estado na radiacao césmica de fundo seria muito
pequeno. Essa componente se comportaria essencialmente como CDM.

A partir da equacdo de estado (A.88), podemos encontrar uma expressao analitica
simples relacionando a densidade p, e o fator de escala o (eq. A.89). Gracas a essa
relacao seria possivel estender de forma direta muitos resultados obtidos com equagoes
de estado mais simples. Um exemplo é relacio magnitude-desvio para o vermelho, que é
um teste fundamental para a equacao de estado césmica. Essa relacao pode ser sondada -
pelas observacoes de supernovas do tipo la. Vérios outros testes para a equacio de estado
césmica poderiam ser realizados utilizando o modelo (A.88). Assim, poderfamos obter
limites observacionals sobre os parametros a e .

Na verdade, ao estudar o modelo homogéneo de fundo nao estamos investigando a
equacao de estado propriamente dita, mas uma média em grandes escalas. Se a equacao

de estado é linear, ela se mantém no processo de fazer a média, ou seja, se p= Ap + B,
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essa relacao fica p = Ap + B. Ao estudar a relagdo entre p e p, podemos obter as
constantes A e B da equacao de estado original. Jd se a equagao de estado nao é linear,
ela nao se mantém ao fazer uma média, ou seja: p(p) # p (p).

Para pequenas flutuagdes, como na radiagéo césmica de fundo, esse problema nao
aparece, pols as variagoes 6p/p sio lineares. No entanto, nas estruturas em grande
escala, esperamos que haja grandes variacbes na densidade, de modo a reproduzir o
comportamento de um termo cosmolégico e da CDM em regides diferentes.

A separacgéo entre um fundo homogéneo ¢ uma perturbacao € importante para a
andlise das flutuacdes e sempre pode ser feita. Em termos da evolugdo temporal, o
comportamento dado pela equacio de estado média deve ser qualitativamente semelhante
ao calculado com a equagao de estado original, mas com alguma diferenga nos parametros.
As medidas observacionais nao determinariam diretamente os parémetros da equagio de
estado real, mas sim da equagao de estade média.

Num universo homogéneo, qualquer equacgdo de estado p (p) pode ser associada a um
campo escalar com uma dado potencial [230]. Dessa forma, apenas medidas da expansio
cosmica nao sao suficientes para distinpuir cendrios de campos escalares e fluidos com
equacoes de estado exéticas. B preciso estudar as flutuagdes na CMB e as estruturas em
grande escala.

Ao contrario das flutuagoes na matéria, pode-se mostrar que as perturbagées no campo
escalar tendem a ser suavizadas 246, 247]. Portanto, o campo escalar ndo se aglomera
e tende a ficar homogéneo. Assim, ele ndo exerce nenhuma infiuéncia sobre a formacao
de estruturas e sobre os movimentos préprios, a néo ser pelo efeito da expansao global.
Dessa forma as medidas de Q,; séo totalmente independentes das medidas de €2,. Jd no
nosso modelo, toda a matéria estd no fluido z, de modo que ele contribui tanto para as
estruturas quanto para a repulsac césmica.

As flutuacdes na CMB podermn ser calculadas facilmente usando um modelo linear como
a equacdo {A.91). Isso foi feito por Chiba et al. [243]. O impacto de uma componente
com equacao de estado genérica na RCF também foi estudado em {244 e [245]. Como

foi dito, as flutuacdes na RCF nao devem limitar muito a equagéo de estado (A.88). O
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grande impacto seria mais aparente nas estruturas em grande escala.

Estruturas em Grande Escala

Como vimos na segéio anterior, as condigdes gerais impostas 4 equacio de estado proposta
fazem com que seja possivel haver estruturas estdveis compostas pela matéria z. Nas
regides mais densas, como nos aglomerados de galdxias, essa matéria se comporta como
CDM ou um g4s ordindrio. A pequena pressdo residual age na dire¢do contrdria ao
gradiente de densidade, como num gés normal, de forma a evitar o colapso. Em regides
muito densas a pressao €& desprezivel e atinge-se o equilibrio de virial. J4 nos voids a
densidade & muito baixa, de modo que a razdo p/p fica dada vez mais negativa, & medida
que a densidade diminui. Dessa forma temos p + 3p < 0 no interior do void. A forga
gravitacional repulsiva tende a expulsar a matéria, mas a forca de presséo, agindo na
direcdo contriria a Vg mantém a matéria no void. H4 um balango entre a gravitagao e
a pressao que é diferente das estruturas usuais. Para entender melhor a situacao e ter
uma idéia um pouco mais quantitativa, poderfamos considerar um modelo simples de
void com simetria esférica e resolver as equagdes de Einstein nesse caso.

Para fazer uma simulacido computacional com essa matéria é fundamental incluir os
efeitos relativisticos da pressio, mesmo se temos baixas velocidades e campos gravita-
cionais fracos. Para isso, poderiamos utilizar as extenstes newtonianas discutidas na
secao A.3 e implementd-las numa simulagio com a matéria x. Talvez por isso essas ex-
tensGes ndo tenham tido um grande interesse na literatura até agora, ja que ndo havia
uma motivagio especifica para estudar a dindmica de um fluido com |p| ~ p. A tnica

motivacio seriam os fluidos com p = —wp que séo instdveis.

A.4.4 Um Gas de d-Branas Como Fonte da Matéria e Energia
Escuras?

Até aqui, a motivacio para a equacao de estado fol puramente fenomenoldgica. A escolha

(A.88) foi feita apenas por uma questio de sumplicidade matemaética. Recentemente
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Kamenshchik et al. [248] apresentaram um estudo com a equacio de estado

2
p=—2 (A.94)

p

que seria motivada pelo estudo da dinmica de d-branas e € um caso particular da equagio
(A.88).

Nesse caso, a densidade em fungao do fator de escala é dada por (eq. A.89)
pe = Va? + Ba?a=b.

Como vimos na segdo anterior, para valores muito pequenos de a, o fluido se comporta
como CDM e para valores muito altos, como constante cosmolégica. J4 para valores
intermedidrios de a, temos uma superposi¢ao de constante cosmolégica com um gds com
equagao de estado p == p. Podemos ver da expressao (eq. A.89), fazendo uma expansio
erm a, que o comportamento da matéria com equagéo de estado genérica (A.88) é dado por
urna superposigio de constante cosmolégica com um fluido com equagio de estado p = ap,
como foi discutido em [248]. Voltando ao caso o = 1, Kamenshchik et al. obtiveram uma
solugio exata para um universo plano (K = 0) e determinaram a forma do potencial de
um campo escalar homogéneo que corresponderia a essa equacao de estado.

Como foi dito, a motivagéo para e equacio (A.94) viria de um gds de d-branas. De
fato mostrou-se que a teoria de d-branas em (d + 1, 1) dimensdes é equivalente & dindmica
de fluidos em d dimensbes. Atravéz da parametrizagiao de cone de luz sobre a acio de

Nambu-Goto e da solugio de alguns vinculos obtém-se as equagdes {249, 250

61) 62- .
'a—t + 11161;?)3- = —7, (Ag‘))
% 18, (vip) = 0, (A.96)
p=—2 . —8 (A.97)
P

onde 1 = 1,d. Essas equagdes representam a dindmica newtoniana irrotacional e isen-
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tropica de um gds de Chaplygin, definido pela equacio de estado A.94, em d dimensoes
espaciais. Essa representagao para a dinimica das d-branas poderia ter algumas impli-
cagOes praticas, como na busca de soluges analiticas. Por outro lado, a analogia com
a dinamica de fluidos permite descobrir simetrias escondidas do sistema (A.95 a A.97),
por causa da sua origem na agao de Nambu-Goto em uma dimensao superior.

No entanto essa formulagdo nao é apropriada para a cosmologia, pois as equacoes
(A.95 e A.96) representam um fluido newtoniano. Como queremos que |p| seja da ordem
de p, para que haja um efeito de repuisdao césmica, precisamos considerar a pressao
relativistica. Nesse caso, como foi discutido nas segbes A.2.1 e A.3, é preciso considerar
os efeitos inerciais da pressao € a equagio de Euler nio é mais dada pela equacio (A.95).

A agao das d-branas associada ao gds de Chaplygin é invariante de Galileu. Também é
possivel fazer uma outra parametrizagio na ac¢ao de Nambu-Goto de modo que se obtém
uma agao Invariante de Poincarré, que é dada pelo modelo de Born-Infeld [249, 250

m (d, 1) dimensbes. Nesse caso perde-se a interpretacio de fluido. A acio do gis de
Chaplygin pode ser obtida de duas formas a partir da agio de Born-Infeld: por uma
transformagao de dualidade exata, ou pelo limite ndo relativistico.

Podemos pensar nas equacoes (A.95) como um limite de baixas velocidades da uma
dindmica relativistica, porém sem supor baixas pressbes. Assim, essas equagoes devem
ser comparadas com as equagoes da dindmica newtoniana estendida para pressoes rela-
tivisticas. Nesse caso, a equagao de Euler passa a incluir um termo de pressdo na inércia
(eq. A.74) e a conservagao da energia ¢ dada pela equagao (A.75). J4 a equagido de
continuidade naoc muda quando incluimos a pressao relativistica.

Poderiamos interpretar a quantidade p como sendo a densidade de massa de repouso
mn, de modo que (A.96) é a equagao de continuidade. O denominador do lado direito da
equagao de Euler {A.95) deve ser associado a ¢’ + P, onde p’ representa a densidade de

energial®. Dessa forma, as equagdes (A.95 a A.97) descreveriam um fluido com equacao

2, mas no caso relativistico a

*Note que no limite newtoniano g é dado simplesmente por p = mne
energia interna deve ser considerada, de modo que devemos escrever p = mnc? + ¢, e as varidveis p e n

Nao s40 mals equivalentes.
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de estado e densidade de energia dadas por

22 22
p=——, p=mn+_—.
mn mn

No entanto, essas expressbes nio obedecem a relagio termodinamica (4.10). Niao deve
ser possivel definir novas quantidades de modo que o sistema (A.95 a A.97) possa ser
escrito na forma das equagoes (A.74) e (A.75) que descreverm um gds relativistico no
limite newtoniano.

Dessa forma, apesar da dinamica de d-branas oferecer uma motivacio para a equagio
de estado {A.94), esse resultado ndo pode ser aplicado para explicar a expansio acelerada,
J4 que o gas de Chaplygin obedece a equacdes newtonianas, que nio incluem o papel
relativistico da pressido. O que deveria ser feito & buscar uma representacio das d-branas
numa acdo de fluido relativistico, como a do capitulo 4, ou pelo menos efetuar um limite
apropriado na a¢ao de Born-Infeld.

A dindmica de um gas de Chaplygin também foi estudada por Fabris et al. [251].
Como a evolugio é dada pelas equa¢Ges newtonianas (A.95 e A.96) eles investigaram
a teoria de perturbacao newtoniana nesse gas e obtiveram uma solucdo analitica para
o contraste de densidade no caso K = 0. Eles mostraram que nesse caso niao ha a
instabilidade de Jeans, ao contrdrio, para a < 1 o contraste de densidade cresce como
poeira (6. o a) para todos os comprimentos de onda. Esse resultado é facil de ser
compreendido, pois apesar da pressdo agir como forga restauradora, ela € muito baixa
para pequenos valores de a. Para a >» 1 as oscilagbes vio sendo amortecidas porque o
fluldo se comporta como constante cosmologica. Como os préprios autores enfatizaram,
solugao nao perturbada desse modelo é dada por um universo de poeira e nao pela solucao
com a equacao de estado (A.94), j4 que o modelo é newtoniano.

Iisses resultados fornecem apenas uma idéia qualitativa, pois o sistema (A.95 a A.97)
nao ¢é consistente com uma pressao relativistica. As perturbagoes lineares para um fluido
com equacio de estado (A.94) poderiam ser estudadas utilizando os resultados da segio

A.3. Mas elas nao representam a dinimica de d-branas, que é dada pelas equacoes
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newtonianas {A.95 e A.96).

A.4.5 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi introduzir um modelo que contemple a fenomenologia as-
sociada 4 matéria escura e & repulsio césmica com uma Wnica componente, modelada
por um fluido perfeito. Apresentamos apenas a idéia geral desse modelo e discutimos
qualitativamente algumas de suas propriedades. Também fizemos uma breve andlise de
outros resultados encontrados na literatura.

A idéia bédsica &€ que o universo seja composto majoritariamente por uma matéria
z, com pressao negativa. Em regices de maior densidade, ela se comporta como CDM
(p = 0). Ja em regides pouco densas, como 0s voids, a intensidade da pressio aumenta
relativamente 4 densidade, de modo que p, + 3p, pode ficar negativo. Assim a equacio
de estado é escolhida de modo que o médulo da pressdo seja uma funcao decrescente da
densidade (como na eq. A.88, por exemplo). Com essa condicio o fluido & estdvel, pois
¢ > 0. Outra propriedade & que a funcio p (p) deve cruzar a curva p = —p, assim as
regioes pouco densas tendemn assintoticamente a p = —p = const.

O comportamento global é semelhante a0 do cendrio da quintesséncia: no inicio, a
maior parte da matéria estd sob a forma de CDM, depois a energia é dominada por
uma componente com p+ 3p < 0. Uma diferengca fundamental é que neste modelo
teria permanecido essencialmente 0 mesmo - da radiacao césmica de fundo até agora
- enquanto na quintesséncia a densidade do campo ¢ estaria dominando apenas agora.
Nesse modelo hd uma transformacio efetiva entre a CDM e a componente que causa
a repulsio. Além disso, a matéria z é responsdvel tanto pela repulsio césmica, como
pela formacao de estruturas. A mudanga de comportamente dessa matéria hoje ocorre
Jjustamente por causa das heterogeneidades. Por isso, é dificil fazer uma separacao do tipo
solucéo homogénea + perturbacoes (e também por causa da ndo-linearidade da equacao
de estado). Na verdade, ao estudar um universo homogéneo, estamos analisando uma
equacao de estado meédia dessa matéria. Jd na época da radiagdo césmica de fundo é

possivel fazer uma andlise perturbativa, pois temos pequenas flutuac¢des.
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Uma outra propriedade interessante desse modelo é que os voids seriam amplificados
pela repulsao gravitacional, o que ajudaria a explicar o aparente excesso de vazios.

Como §2; nao muda, em vez de colocar limites sobre Q4 e 24, os dados observacionais
colocam limites sobre a forma da equagio de estado. Em particular, quando escolhemos
uma familia especifica de equagtes de estado (como por exemplo a eq. A.88), somos
capazes de estabelecer limites para seus parametros livres, Os dados da radiagcao césmica
de fundo e das supernovas do tipo Ia investigam regioes bem diferentes de 2. Eles indicam
que, se ¢ universo é dominado pela matéria z, é preciso que ¢, tenha valores bem diferentes
correspondendo a essas duas medidas [243).

A idéia do modelo é essencialmente nova, embora diversos aspectos j4 tenham sido
explorados indiretamente em virios artigos. A expansdo linear da equacio de estado
proposta (eq. A.91), foi estudada por Chiba et al., que investigaram as perturbagdes na
radiagdo césmica de fundo e a relagao magnitude - desvio para o vermelho [242, 243]. O
impacto de uma componente com equacio de estado genérica nas flutuacdes da radiacao
cosmica de fundo foi calculado por Caldwell [244] e por Hu [245]. Alguns aspectos do
modelo de fundo foram estudados por Kamenshchik [248].

O que ninguém investigou até agora foi a possibilidade de uma mesma componente se
comportar de forma muito distinta para diferentes valores da densidade local. Essa foi a
principal motivagao para a idéia apresentada nesta se¢ao e € uma proposta essencialmente
original. As propriedades mais interessantes dessa matéria aparecem no regime nao-linear
e por isso é dificil investigar esse cendrio. Para estudar a formacao de estruturas nesse
modelo, é preciso desenvolver um algoritmo que permita lidar com a evolucao nao-linear
de um fluido com pressao relativistica. Foi justamente isso que motivou a discussao da
secao A.3.

Muitos resultados obtidos para equacgoes de estado do tipo p = wp poderiam ser
facilmente estendidos a uma equacio de estado do tipo (A.88), para fazer a comparacao
com os dados observacionais. Para distinguir claramente o cendrio proposto de cendrios
do tipo quintesséncia, é imprescindivel estudar as flutuacoes, pois ai o comportamento é

totalmente diferente. A analise linear permitira calcular os possivels tracos da equacao
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de estado na radiagéo césmica de fundo. Também estudaremos um modelo com simetria
esférica para investigar o comportamento nao-linear, onde devern aparecer os efeitos mais
interessantes da equagao de estado proposta.

Evidentemente. a abordagem adotada nesta se¢io é uma descricio efetiva em termos
de um fluido. Vimos que diversos sistemas podem ser representados por equacdes de
fluido, como por exemplo a dinimica de d-branas. Uma vez encontrada a equacio de
estado, ela poderia servir de motivagdo para investigar a microfisica, impondo restricges
sobre a lagrangiana e o acoplamento dos campos fundamentais que descreveriam essa
componente.

Mesmo semn nenhuma motivagao para a microfisica, este modelo serve ao menos para
testar a “degenerescéncia cosmoldgica”, ou seja, até que ponto as observacoes determinam

unfvocamente a teoria e os modelos, e até que onde é possivel “falsificar” um dado cendrio.

A.5 Teoria de Perturbacao e o Limite Newtoniano
da Cosmologia Relativistica

Como foi discutido na segdo 1.2 n&o é possivel estabelecer uma cosmologia puramente
newtoniana. E preciso fazer alguns “truques” para contornar a necessidade de condicoes
de fronteira no infinito. Qual seria entdo a validade de se fazer um tratamento newtoni-
ano? A resposta serd dada pelo limite newtoniano da cosmologia relativistica. Veremos a
seguir que, nesse limite, as equacgoes relativisticas se reduzem as equagdes da cosmologia
newtoniana introduzidas na secao 1.2.

O limite newtoniano corresponde a campos gravitacionais fracos e baixas velocidades.
No espago chato, esse limite € obtido fazendo-se pequenas perturbacoes na métrica de
Minkowski. Jd no caso cosmologico faremos perturbagbes na métrica de Robertson-
Walker, que descreve um universo homogéneo e isotrdpico. A teoria de perturbagao
sera apresentada num calibre que perniite fazer a comparagao direta com a cosmologia

newtoniana. Aqui mostraremos apenas algumas idéias bdsicas e alguns resultados. para
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uma discussao mais completa e detalhada veja as referéncias [3] e [252].
O ponto de partida da teoria de perturbago cosmolégica é a métrica de Robertson-
Walker perturbada,

ds® = [gLO) + g“)] dx*dx”

v nv

= &¥(7) [=dr® 4 7,,(T)dz'de? + b, (&, 7)de da*] | (A.98)

onde z* (1 < 1,7 < 3) sa0 as coordenadas espaciais co-méveis, 7 & o tempo conforme, a(7)
¢ o fator de escala e v;;(¥) ¢ a métrica espacial de um espago homogéneo e isotrépico
com curvatura constante. Utilizar o tempo conforme 7 é mais conveniente para a teoria
de perturbagao cosmoldgica, ele estd relacionado com o tempo préprio ¢t medido por um
observador co-mével! por dt = a(7)dr.

Note que estaremos lidando com pequenas perturbagoes na geomeiria, em relagao a
um universo de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW). Isso nao implica que
estaremos trabalhando com pequenas perturbagdes na matéria. De fato, no universo

temos estruturas em grande escala nao-lineares, cujos campos gravitacionais sao fracos.

A.5.1 Classificagao das Perturbagoes Métricas e Escolha do Cal-
ibre

Na teoria de perturbacao linear, as perturbagoes na métrica h,, sdo tratadas como um
campo tensorial sobre uma geometria de fundo de Robertson-Walker. Como é uma ma-
triz simétrica 4 x 4, h,,, tem 10 graus de liberdade. Na relatividade geral, podemos fazer
transformacoes genéricas das coordenadas. Assim, 4 desses graus de liberdade podem ser
eliminados pela escolha das coordenadas, deixando 6 graus de liberdade fisicos. As trans-
formacoes locais de coordenadas sao transformagées de calibre na relatividade geral. Um
tratamento adequado da teoria de perturbagao relativistica requer uma separacio clara

entre os graus de liberdade fisicos e os de calibre. Para efetuar essa separacio, faremos

" Aqui denotaremos por co-mével, um referencial que se move junto com a expansao global, ou seja,
que tem coordenadas T, fixas.
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uma decomposi¢ao escalar-vetorial-tensorial das perturbacdes. Depois escolheremos um
calibre a mostraremos as equacgtes para as perturbagoes nesse calibre.

Utilizar um dado calibre na relatividade geral, é equivalente a fixar o calibre no
eletromagnetismo. Uma escolha usual no eletromagnetismo, é trabalhar no calibre de
Coulomb, para o qual a divergéncia do potencial vetorial € nula. O seu andlogo na
RG é o calibre de Poisson que serd discutido a seguir. No eletromagnetismo, em vez
de trabalharmos com os potenciais, podemos utihizar diretamente os campos elétrico e
magnético, que sdo automaticamente invariantes de calibre. O andlogo a trabalhar com
esses campos, na relatividade geral & utilizar as partes elétrica e magnética do tensor
de Weyl, e a decomposigao nos pardmetros dindmicos e cinemdticos. Essa é a idéla do
formalismo de projecao da relatividade geral, que foi discutido na secao A.2.

As perturbacgbes métricas na teoria de perturbagdo linear foram classificadas por Lif-
shitz [253]. Ele introduziu a decomposicao escalar-tensorial-vetorial, que & baseada numa

separacac 3 + 1 das componentes da métrica, que sao escritas da seguinte forma:
hoo = — QW N ho;‘ = VV1 h,‘j =2 (_¢7ij + S,'j) cCom 71'5"51-5,- = 0, (AQQ)

onde, ¥ & a matriz inversa de v,;. O traco de h;; foi absorvido em ®. de modo que S;; tem
apenas 5 componentes independentes. Na separacio espago-temporal {3+ 1), usamos 7,
(ou ) para abaixar (ou levantar) os fndices espaciais. Por conveniéncia, as derivadas
espaciais serdo escritas utilizando a derivada tridimensional covariante ,; definida com
relagao & tri-métrica 7,;. Se K = 0, podemos escolher coordenadas cartesianas de modo
que v; = ;e =

A decomposicao escalar-tensorial-vetorial é baseada na decomposi¢ao de um campo
vetorial em suas partes longitudinal e transversa. Para qualquer campo vetorial W, (%),
podemos escrever (veja a secao 1.3.4)

W, =W+ Wh com  (rot W) =0 = div i, (A.100)

1

O rotacional e a divergéncia sio definidos de forma ansloga as egs. (A.26) e (A.27),
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utilizando a derivada covariante espacial {por exemplo div W = v/ W,,;).

A decomposicao longitudinal-transverso ndo & unfvoca (por exemplo, sempre podemos
adicionar uma constante a VV,-”), mas sempre existe. Essa terminologia origina-se do fato
de que no espaco de Fourier Wi]l é paralelo ao vetor de onda, enquanto Wt & perpendicular
a esse vetor. Note que podemos escrever a parte longitudinal como W}” = (¢w),, para
algum campo escalar ¢y, .

Uma decomposicdo semelhante pode ser efetuada para um tensor de dois indices,
mas agora cada indice pode ser longitudinal ou transverso. Para um tensor simétrico,
h4 trés possibilidades: os dois indices sao longitudinais, um é transverso, ou os dois sdao
transversos. Essas componentes sao escritas da seguinte forma:

— gl T
Sij =S+ 85+ S

ij

(A.101)
onde

(div 8), = ¥*Sijx = Y Sl + 7Sy . (A-102)
O primeiro termo na equacgio {A.102) ¢ um vetor longitudinal enquanto o segundo é um
vetor transverso. A divergéncia de parte duplamente transversa, SE; , € zero. Para um
tensor simétrico sem trago, as partes longitudinal e duplamente longitudinal podem ser

obtidas a partir do gradientes de um escalar € de um vetor transverso, respectivamente:

1
SzIL = Psy — §7ij¢s'k;k , Sy = SiJ;'j -+ Sj‘z . {A.103)

if
Sob uma transformacao infinitesimal de coordenadas Sﬂ, e Sf;— podem mudar, enquanto S};
é invariante [253. 254|. Da mesma forma, as partes tranversa e longitudinal de W; = hy;
sao dependentes de calibre.
Agora podemos fazer a separacao escalar-tensorial-vetorial dos graus de liberdade da
métrica. O modo tensorial representa a parte de h;; que ndo pode ser obtida a partir

dos gradientes de um vetor ou escalar, e é dado por Sg . O modo tensorial é invariante
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de calibre e tem dois graus de liberdade, cinco de.uma matriz 3 x 3 simétrica sem traco,
menos trés da condigao v*SY, = div 8T = 0. Fisicamente o modo tensorial representa
a radiagao gravitacional e os dois graus de liberdade correspondem as duas polarizacoes.
A radiagao gravitacional & transversa: uma onda propagando-se na direcio z pode ter
apenas as componentes izz — hyy € hgy = hyz ndo nulas. O modo tensorial S se comporta
como um campo de spin 2 sob rotagoes espaciais.

O modo vetorial se comporta como um campo de spin 1 sob rotagées. Ele corresponde
as partes vetoriais transversas de métrica, que aparecem em W;" e S, Cada uma possui
dois graus de liberdade. E possfvel eliminar dois desses graus de liberdade impondo
condigdes de calibre {253, 254]. A escolha mais popular & o calibre sincrono de Lifshitz,
para o qual Wi+ = 0. Entretanto, nesse calibre as equagdes perturbativas na métrica s6
sao validas para pequenas perturbagdes na matéria (6p < p). Para estudar a aglomeragao
nao-linear da matéria e o limite newtoniano, & mals conveniente escolher a condigio
S = 0 [3]. Nos dois casos, ha dois graus de liberdade, que correspondem ao gravito-
magnetismo. Ele produz efeitos semelhantes aos do eletromagnetismo sobre massas em
movimento ou em rotagao (precessao de Lense-Thirring).

O modo escalar possui spin zero sob rotagbes espaciais e corresponde fisicamente a
gravitagao newtoniana com modificagdes relativisticas. As partes escalares da métrica sao
dadas por &, ¥, Wi” e 5'1”J Quaisquer duas fungdes desse conjunto podem ser eliminadas
por uma transformacao de calibre. Aqui escolheremos WJ' = 5'1”J = (), de modo que as

condigoes de calibre ficam:
divWW =0, div § = 0.

Bertschinger [3] chama essa escolha de calibre de Poisson, em analogia com o calibre de
Coulomb do eletromagnetismo. As varidveis ($, W, W}.S;E) correspondem as varidveis
invariantes de calibre introduzidas por Bardeen [178] como combinagdes lineares das

perturbagoes da métrica em outros calibres.
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A.5.2 Equagoes de Movimento e Limite Newtoniano

Nas equagoes de Einstein A.22, o tensor energia-momentum ¢é a fonte para as varidveis
da métrica. Para um fluido genérico no referencial de energia (ou referencial de Landau,

veja a se¢do A.2.1) o tensor energia-momentum é dado por
T = (p + p)uu’ + pg*” + T

Definimos a trivelocidade por v* := dz*/dT = v'/u®. A componente 4° & determinada a
partir de v* e das perturbagbes métricas usando a condigao de normalizagio u#u, = —1.

A pressao e a densidade sao separadas numa parte homogénea e numa perturbagao:
p(z',7) =p(r)+ép(a’,7), p(a'7)=5(r)+6p(z',7).

Consideraremos velocidades nao relativisticas, de modo que podemos desprezar termos
quadritricos em v. As equagdes de Einstein sdo linearizadas com relagao as perturbagoes
métricas, de modo que também podemos desprezar termos envolvendo produtos de v
com essas perturbacoes.

A parte nao perturbada das equagdes de Einstein fornece a equacio de Friedmann
(A.65) e a conservagdo da energia (A.64) para o fundo de Robertson-Walker. As compo-
nentes do tensor de Einstein e do tensor energia-momentum também sao decompostas nas

suas partes escalares, vetoriais e tensoriais. As equacgoes de Einstein levam as seguintes
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equagoes para as perturbages métricas [3):

G%:  (VP+3K)®d-— 32 (cb + %xp) — 4nGa26p | (A.104)
Gy (@ g‘l’)n‘ = 47Ga® ((p + p) (v + W1}, (A.105)
G%ut (VPH2K) Wi = 167Ga ((p+p) (v + W), (A.106)

i ¢ a . : a a\? 1_, )
G, d-Ko+ 2@ +2d)+ [22 4 (2) | v -2 V(@ = W) = 4nGa26p .
a a a 3
i 1
G #ill (@ — ‘I’),(i;j) - g’h;‘vg (@ —¥) = SWGU'QEij, I s (A.107)
COVE Wi + ZEWU@ = —81Ga’%y | (A.108)
Gi 5T - S‘,\.J + 2HSU - V2Sij + 2KSij = 87rG'a22ij‘T ) (A]Og)

onde VgAiJ- = A;;4*, e o ponto denota 9/87. E interessante notar que, no calibre de
Poisson, os modos vetoriais e escalares podem ser obtidos diretamente a partir da dis-
tribui¢ao nstantinea do tensor energia-momentum, sem necessitar nenhuma integragao
temporal. Isso fica 6bvio nas equages acima para as quantidades (® — V) e W,. Apenas
o modo tensonial obedece explicitamente uma equagao de evolugao. Note que, ao obter
£ssas equagoes nao precisamos supor que [6p| < p, apenas que poderiamos desprezar to-
dos os termos nao-lineares envolvendo perturbagdes na métrica e na velocidade. Assim.
elas sao vilidas mesmo no regime nao-linear.

A conservagao do tensor energia-momentum j4 estd embutida nas equagoes de Einstein

(A.104) a (A.109). A parte temporal da equagio T# , fornece
p+ 3(% —d)p+p) + [(p+p)], =0, (A.110)
enquanto a parte espacial fica
a% [(p+p) (v + W] + 4%(,0 )i+ W)+ p +(dvE), + (p+p) P =0. (All11)

Combianado as cquagoes (A.104) e (A.105) obtemos também uma equacao instan-
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tanea para &:
(V2 + 3K) & = 4nGa’ |:6p + 3%@54 v =g =llp+p) (v + W), . (A.112)

O dltimo termo é desprezivel para perturbagoes menores que o raio de Hubble e ve-
locidades nao relativisticas. Se a curvatura for muito pequena nas escalas de interesse,
podemos desprezar K na equacgao para ®. Além disso, todas as derivadas covariantes
espaciais viram derivadas ordindrias. Mesmo se o universo nao fosse chato (ou seja, se
K # () a curvatura so seria aprecidvel em escalas muito maiores do que as que pode-
mos observar atualmente para estudar as estruturas em grande escala. Nessa situacéao, a

equagao (A.112) se reduz & equagdo de Poisson da cosmologia newtoniana
V2 = 4nGa’bp, (A.113)

que ¢ idéntica & equacao (1.13) obtida na secao 1.2. Note que @ ¢ o potencial gravitacional
peculiar, pois representa a perturbagio sobre um universo homogéneo. Se a pressdo
anisotrépica nao é relativistica, temos ¥ = ®. No limite newtoniano ®, W, e S;; séo
muito pequenos, ¢ podem ser desprezados face a v; ou @/a. Notando que p = pyc® +
¢, e considerando que p, 3> £/c® e p, > p/c?, a equacao (A.110) leva A equacdo de

continuidade

a6 )
5, H1+8v] =0, (A.114)

onde 146 := py/pq, que & idéntica 4 equagio de continuidade da cosmologia newtoniana®

{eq. 1.17).

Combinando as equagdes {A.110) e (A.111) obtemos (sempre desprezando termos

2 Note que. na notacdio utilizada na cosmologia newtoniana, representamos a densidade de massa por
O & Nao por py.
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quadréticos em v):

81}1-
Po or

+ %pow +pitpb, =0, (A.115)

que ¢ 1gual & equagao de Euler da cosmologia newtoniana (eq. 1.18), exceto pela auséncia
do termo v;0;v;. Para obter a equagio completa, ndo podemos simplesmente desprezar
os termos quadriticos em v para obter as equagoes (A.110) e (A.111). No entanto,
considerar termos de qualquer poténcia em v complicaria muito as equacdes (A.104) a
(A.109). O que deve ser feito € um limite mais cuidadoso, colocando explicitamente as
poténcias de ¢, de modo a manter os termos quadrdticos que sejam relevantes para a
evolu¢ao newtoniana, nao-linear em v. |

Dessa forma, a partir de perturbagoes genéricas sobre uma métrica de FLRW, obtemos
as equagoes da cosmologia newtoniana. Isso fornece uma justificativa formal para a
cosmologia newtoniana, partindo da relatividade geral e sem nenhum “truque” para

tornar o campo gravitacional bem definido.

A.5.3 Limite Newtoniano da Parte Elétrica do Tensor de Weyl

O fato das perturbagoes escalares e tensoriais serem determinados instantaneamente,
torna o calibre de Poisson particularmente dtil para cdlculos numéricos. Mas isso signifi-
caria uma propagacao infinita dos sinais? Nao, € hd um exemplo bem conhecido disso.
No eletromagnetismo, no calibre de Coulomb, o potencial elétrico obedece a equagéo de
Poisson, mas a evolugao para o campo elétrico F; é causal. A analogia com o eletromag-
netismo & discutida em detalhes em [3] e fica aparente quando introduzimos os campos

“gravito-elétrico” g; e “gravito-magnético” H;:

g = *l]:”i — I/.Vi, H,' = (I'Ot W)z .

. A . ~1/2 .
No limite de pequenas distdncias co-moéveis comparadas com | K| 2 ¢ com o raio de

. -1 ~ . . - ~ . . s
Hubble (@/a)”", e se a pressao anisotrépica néo ¢ relativistica, os campos g; € H, obedecem
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a equacoes andlogas as equagoes de Maxwell.
Bertschinger € Hamilton [219] calcularam as partes elétrica e magnética do tensor de
Weyl no calibre de Poisson, para baixas velocidades e pequenas perturbacoes métricas.

O resultado é

1 1 1 .
5 Dij(‘l" + (I’) + 5 w(i;j) _ 5 (S{j + V2Sz-j - QKSU) y

Eij ==
1 o
Hij = =5 Hip) + entgihp - (A.116)

Isso significa que no limite newtoniano Hy; = 0 e E;; = &, — 1/3V?®? Se por limite
newtoniano entendemos ¥ = $ e W, = 0 = 5,5, a resposta é sim. Nesse caso, como vimos
na secao A.2.3, a evolucao seria local.

Seria surpreendente se isso ocorresse para condigdes iniciais genéricas no limite newto-
niano. De fato, Bertschinger e Hamilton [219] e Kofman e Pogosyan [82] mostraram que
a evolugao do campo de maré no limite newtoniano nao é local. A razdo é que, enquanto
podemnos desprezar a perturbacao vetorial W, no limite newtoniano, o seu gradiente ndo
pode ser desprezado. Fazer isso violaria o vinculo (A.106), a menos que ¢, fosse nulo. No

limite newtoniano, E;; serd dado pelo campo de maré, e
1
Hy; = —5 Hyy — 2uee® (Ejy + O(v/e)? (A.117)

que é tomada como a definicao de H;; nesse limite [219).

No limite newtoniano desprezamos a radiagdo gravitacional, mas é preciso incluir
termos de primeira ordem na velocidade. Apesar da parte magnética do tensor de Weyl
ser calculada incluindo a velocidade (eq. A.41), estamos calculando as suas componentes
num calibre em que a trivelocidade nao se anula. O segundo termo da (A.117) vemn de
calcular a equacdo (A.41) em primeira ordem em v/c [219] e é andlogo a transformacio
de Lorentz do campo elétrico no campo magnético. Os dois termos nessa expressao sao
da ordem de Gpv e nao podem ser desprezados no limite newtoniano.

Na teoria de perturbagao linear, para pequenas flutuagoes na matéria, os modos
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escalar, tensorial e vetorial evoluem de forma independente. Dessa forma, os modds
vetorials e tensoriais nao produzem perturbagdes na densidade. Nesse limite, temos
H;; = 0. Ja se queremos tratar flutuactes nao-lineares na densidade, estas induzem
modos vetoriais e tensoriais e ndo podemos desprezar H;; na evolugio de E;.

A conclusao é que, se utilizamos o campo gravitacional peculiar ¢ na cosmologia
newtoniana, nao precisamos Nos preocupar com as perturbages vetoriais: a equagio
de Poisson é suficiente para determinar ¢. Jd se queremos trabalhar diretamente com
o campo de maré E;; e utilizar as equacoes quase-maxwellianas, é preciso considerar o
limite newtoniano de H;;. A evolugao nao é local, mas evidentemente podemos buscar
aproximacoes locats, que sao o assunto dos capitulos 2 e 3. Essas aproximagdes podem
ser baseadas na equagao de Poisson (secdes 2.3.1, 2.3.2 e 2.73) ou na equagéo de evolugao

para E;; (segio 2.3.4).
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Apéndice B

Estatistica das Flutuacoes

Primordiais

Neste apéndice, examinaremos alguns aspectos sobre a estatfstica das flutuacdes primor-
diais. Veremos como surge o espectro de poténcia o a partir do funcional de probabil-
idade das perturbagbes. Mostraremos como & possivel gerar uma distribuicio 6 (x,t5) a
partir de uma dado espectro. Esse procedimento é fundamental para fornecer condicdes
iniciais para as simulagdes computacionais de N-corpos. Depois discutiremos as dis-
tribuicoes de probabilidades das condigoes iniciais em um dado ponto. Como as aproxi-
magoes locais dependem somente das condi¢des iniciais em cada ponto, essas distribuigoes
sao fundamentais nas aplicacoes dessas aproximacdes, como por exemplo no célculo da
fun¢ao de massa. Colocamos também uma discussdo sobre perturbagdes nio-gaussianas,
em particular sobre uma generalizagao da gaussiana motivada pela estatistica ndo ex-
tensiva. (Juestionamos até que ponto a funcio de massa consegue limitar a estatistica
das flutuacoes primordiais. Finalmente, analisamos o espectro de flutuacoes na massa a
partir do espectro de poténcia filtrado, o que ajuda a compreender o cdlculo da funcao

de massa.



B.1 Funcionais de Probabilidade

Em principio, a partir de uma dada perturbagéo inicial & (x,%5) em algum tempo ¢, pode-
mos calcular a distribuigéo final de massas. No regime linear a evolugdo & bem conhecida
(veja a se¢do 1.3). J4 no regime nio-linear, devemos utilizar simulacdes numéricas, ou
alguma aproximagao, como as discutidas no capitulo 2. Para comparar o resultado de um
calculo tedrico com o universo observado ndo é suficiente saber a evolugio de uma dada
distribuigao 6 (x,¢y). Nao teria sentido esperar que a teoria reproduza as propriedades
de uma galdxia em particular localizada numa dada coordenada x. Mesmo se os cdlculos
tedricos nao-lineares pudesse ser realizados com enorme precisao, esse tipo de predigdo
iria requerer que o contraste de densidade inicial § (x, tg) fosse ajustado de forma muito
fina. Evidentemente ndo podemos saber quais foram as condigdes iniciais que formaram
um determinado objeto. O que podemos investigar sdo as condigbes numa época mais
remota em outras regides do espaco.

Para comparar essas flutuagtes primordiais com a estrutura em grande escala obser-
vada, ¢ preciso utilizar métodos estatisticos. O mesmo é feito na mecanica estatistica, pois
nao temos informacao sobre as condig¢bes iniciais. Qutra razéo para utilizar uma descricao
estatistica vem da prépria origem das perturbagbes primordiais, que seriam geradas de
forma estocdstica, por flutuagbes quanticas no universo primitivo. Essa andlise estatistica
s6 pode ser feita porque, apesar do universo nao ser homogéneo (§p # 0), ele parece ser
estatisticamente homogéneo. Ou seja, é possivel dividir o universo em grandes regides
R, Ry...Rny com o mesmo volume, de modo que a distribuicdo de massa em cada uma
dessas regides seja a mesma, na média, ¢ que tenha as mesmas propriedades estatisticas.

Sejam 6y (x)}, 62 (x)...0x (x), as distribuigbes de matéria em cada uma dessas regices.
Vamos supor que cada regido é idéntica, um cubo de tamanho L, digamos. Podemos
utilizar o mesmo sistema de coordenadas nessas regides, de modo que o ponto x cor-
responde a pontos com as mesmas coordenadas em cada regidao. As distribuicdes serao
diferentes em cada volume, mas podemos interpretd-las como diferentes realizagoes de

uma mesnia varidvel estocastica 6 (x). As propriedades estatisticas podem ser determi-
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nadas uma vez que a probabilidade de uma dada distribuicio & (x) seja conhecida. Essa
probabilidade, denotada por P [6(x)] ¢ um funcional de & (x) e contém a informacio
completa das propriedades estatisticas da distribuicido de matéria,

Para simplificar, podemos pensar no espaco como sendo discretizado em pequenas
células, com 64 correspondendo & densidade da célula localizada na coordenada x4. As-
sim, podemos aproximar uma func¢ao randémica § (X) por um grupo grande, porém finito,
de varidveis estocasticas {61, 2,...,6x}. O funcional de probabilidade P [6 (x)] torna-se a
distribui¢io de probabilidade conjunta P (61,2, ..., 65] da ocorréncia simultanea dos val-
ores {61,62,....05}. A mesma abordagem pode ser feita no espago de Fourier. Em vez de
considerar o funcional P |§ (k)], podemos pensar na func¢do de N varidveis P [6y, bz, ..., 8n],
onde agora 64 = § (ka). Essa discretizagio do espaco de Fourier aparece naturalmente
se a regido € limitada por uma regido cibica de tamanho L, com 4 (x) se anulando na
fronteira (ou utilizando condigbes de contorno periédicas). A transformada de Fourier

torna-se entdo uma série de Fourier
1 :
§(x) = Vzn:énexp(zkn-x), (B.1)

onde os valores permitidos de ky séo [(2mn, /L), (27n,/L),(27n,/L)], com (ng,n,, n,)
inteiros. Agora temos um numero infinito da varidveis discretas em vez de uma funcao
continua. Novamente, o funcional de probabilidades pode ser escrito como uma funcao
dessas varidveis P 6y, &, ...].

Seria rmuito conveniente se essa probabilidade pudesse ser expressa como o produto

de N distribmgoes individuais
N
P[61’62:"'55N;t] = HfA (6A5t) (BQ)
A=1

A validade dessa decomposicao implicaria em que cada uma das varidveis é,4 evolui de
forma independente das outras. Se 64 representa a discretizagio no espago x, € claro

que uma decomposi¢io desse tipo & impossivel. Mesmo que essa forma fosse postulada
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em algum tempo ¢;, a interagao gravitacional mitua entre as particulas destruiria essa
independéncia rapidamente. Da expressao (1.32) vemos que, em geral, o valor de & numa
dada posicao, no tempo t depende da distribuicao em todos os pontos em &g, & (x, ¢p).
J4 no espago de Fourier, no regime linear, os modos evoluem de forma independente
(veja a secdo 1.3.2, eq. 1.26). Assim, a decomposigio (B.2) em probabilidades indepen-
dentes pode ser preservada se trabalhamos no espago dos k em vez das posicoes x. Dessa
forma, & muito mais facil lidar com os funcionais de probabilidade no espago de Fourier.

Supondo que a probabilidade pode ser representada pelo produto
N
P [6 (k) rt] =P [6k1s 6k2: rrey ékz; t] = Hgk (6k, t) (BS)
k

onde &, ¢ o contraste de densidade correspondente ao modo de Fourier com vetor de
onda k4. O problema de determinar o funcional P[6(k);t] se reduz entédo determinar
a funcao gy (6k,t;) para um tempo pequeno ¢;. Uma vez que essa funcgio é conhecida,
podemos calcular gy {6, t) num tempo posterior ¢ seguindo a evolugéo linear, desde que
o modo k nao seja nao-linear em ¢.

A escolha mais simples de gy (8, ;) € uma gaussiana. Alguns modelos do universo
primitivo, como por exemplo o cendrio inflaciondrio usual, produzem esse tipo de dis-
tribuicdo. Um argumento de plausibilidade é o seguinte: Da expressédo 7?7 vemos que
0y é obtido adicionando-se é (x) em vidrios pontos diferentes. Podemos supor que, no
universo muito primitivo, os valores de é (x) ndo estdo correlacionados. Se §k é a soma
de um ndmero muito grande de varidveis nao correlacionadas, o teorema do limite central
implica em que a distribuigao de probabilidade para &, é gaussiana. No restante desta
Secao vamos supor que g, € uma gaussiana. Uma breve discussao sobre perturbagoes nao
gaussianas serd desenvolvida na secao B.2.3.

Como 6 (x) é real, temos que 6, = 6_,. Se separamos §, em suas partes real e

imagindria, &, = ax + ib (com ax = a_ e b, = —b_y), a distribuicao de probabilidade
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gaussiana para i é dada por

2 2
ay, + by,

day db
2uﬁ(t)) e

1
9k {Qx, by 1) daydby 0 exp(

onde p (t) & a variancia em ay e by. A distribuicio é caracterizada por uma dnica funcio,
. (8). Se o fundo & homogéneo e isotrépico entdo u, () s6 pode depender da magnitude
de k: 4y (t) = p(lk[,2) = pe (8).

Escrevendo &y = |6k €, podemos expressar a distribuicdo de probabilidade como

uma distribui¢io para |0k| e ¢,:

9k ([6ic]  dis 1) 16| d || dey

1 bl
T ( T )) 6l 41641 doy
- 4 b’
- Ao ( ) B.4)

com 0% = 242. Isso mostra que ¢, estd distribuido uniformemente no intervalo (0,27),

enquanto |6x|” segue uma distribuigio exponencial com y/{{6i|*) = ox. As fases sio
totalmente aleatérias no intervalo (0,27). Utilizando esse fato podemos caracterizar a

distribuigao gaussiana considerando a média

oty = [ [ Guadiondsy) (Grandies] ds,)
_ /d¢kd¢p iy~ )fdiékl d|5pl 16| 160 Iexp( iéklg —_ Jéplg) ==
k

4 ai (t) (fg (t)

Tkp <|6k‘ > = nkpaga

onde 7, € 0 delta de Kronecker. A distribuigao de probabilidade gaussiana pode agora

ser completamente especificada pelos seus trés primeiros momentos:
60y =0, {I6ul*) =%, (6w 6p) =0 (parak # p). (B.5)

A quantidade o} é conhecida como especiro de poténcia das flutuacdes e as vezes é
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denotada por Fj.
A probabilidade para uma dada configuracéo {6x} € obtida multiplicando-se as prob-

abilidades para cada modo independente. Para modos com k positivo teremos:

N 2
4
Pl{tc};t] = Hgk (b, t} = Nexpz (—igi‘(L)) ;
k>0 k>0 k
onde
N
1
N =
oo 2roi (t)
Como |&x| = |6_k| podemos escrever a exponencial em P [{6y};t] como uma soma para
todo k:
P[{6};t] = Nexp —lz 6 (B.6)
’ 24~ ai(t)

Tendo determinado a forma da distribuigdo de probabilidade no espaco de Fourier,

podemos voltar ao espag¢o dos x utilizando a relagao

6i]” = fﬁ(x)&(y) e RN BBy,

Substituindo essa expressdo na equagio B.6, temos

e ik-{(x—y)

Pl6(x);t] = Nexp [—%Z/d3xd3yé (x) 6 (y) —W} =
k

T

= Nexp {—% f dzdyb (x) F(x—y) 6 (Y)] ;

onde

e~ ik (x—y) 174 2k .
F - = - = _"“k'(x—y).
=2 (2vr)3f 10N
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Nessa 1ltima igualdade substitufmos a soma em k pela integral, tomando o limite do
continuo da série de Fourier. A forma de P [ (x);t] mostra que os valores de 6 (x) em
diferentes pontos nao sao independentes, ou seja P {6 (x) ;| nao pode ser escrita como um
produto de fung¢des de probabilidade em cada ponto do espago. Nesse sentido, 0 espago
dos x e 0 espago dos k diferem significativamente.

Na pratica, para calcularmos uma distribuigéo & (x), obtemos um conjunto {6} e em
seguida calculamos 6 (x) pela série de Fourier (B.1). A partir do espectro de poténcia
%, cada &y ¢ gerado seguindo uma distribui¢io exponencial em {6y |® e com fase aleatéria
(eq. B.4). Estabelecemos um limite méximo e minimo para k: o valor minimo serd dado

pelo volume simulado € 0 médximo serd definido pela resolucio da simulacio.

Evolucao temporal do espectro de poténcia

O espectro de poténcia oy varia com o tempo. Pela relagio (B.5) temos que (§z) = o2,
de modo que a evolugdo temporal de o, pode ser determinada pela evolucio de 6.
Para modos crescentes num universo de Einstein-de Sitter, considerando perturbacdes
na matéria escura, ou na matéria bariénica com k < kj, temos 6 « a () (veja a segio

1.3.2). Desse modo o comportamento temporal do espectro de poténcia sera dado por

o xal(t). (B.7)

B.2 Distribuicao de Probabilidades num Ponto

Na se¢ao anterior, discutimos o funcional de probabilidade para uma distribuicao espacial
& (x). Se escolhemos um ponto arbitrdrio do espaco, podemos pensar na probabilidade do
contraste de densidade possuir um dado valor 7 nesse ponto. Da mesma forma, podemos
nos perguntar sobre a probabilidade de que o tensor de deformacgao assuma certos valores
€1 um ponto.

E possivel encontrar essas distribuicdes de probabilidade a partir da distribuicio de 6.

Por exemplo, no caso do contraste de densidade, bastaria fazer uma integral funcional
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sobre todas as funcbes que tem o valor n nesse ponto, pesadas pela probabilidade de
cada funcao 6 (x). Esse cdlculo é um pouco trabalhoso e nds mostraremos apenas os
resultados nesta segao. Na préxima subsecao vamos obter a distribuigio de 1 de uma
forma mais simples, que se aplica quando a distribuicido para 6, é gaussiana. Depois
veremos como € a distribui¢do de ¥, ;. Finalmente faremos uma breve discussao sobre

flutuacoes nao-gaussianas, em particular sobre distribuigoes g-gaussianas.

B.2.1 Distribuicao de Probabilidade para o Contraste de Den-
sidade

O wvalor do contraste de densidade 6 (x) num dado ponto x é também uma varidvel
estocdstica. Podemos entdo nos questionar sobre a probabilidade dessa varidvel ter um

dado valor n. Como

§(x) = —11; D byetx

é uma soma de muitas varidveis estocdsticas, cada uma sendo gaussiana e com média
nula, a soma também serd uma varidvel gaussiana com média igual a zero. Entao a

distribuicio de probabilidade para v serd

_ ! 7’
P = Jonnt exp (_—2_-&_2) ) (B.8)

A dispersao A? = {n?) = (6° (x}) pode ser calculada utilizando a B.5:
1 * —i{k—p}x 1 2
(B ) = 77D (beby)e™ =g ) of =
k.p k

1 3 2 1 > 21,2
= = kedk. B.
V(Z?T)3 fd ko V27r2f0 oy, (B.9)

A distribuicao de n = 6 (x) mostra que o contraste de densidade em qualquer ponto

pode ter flutuagoes com amplitude +A, enquanto flutuagdes muito maiores sao pouco

provaveis.
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Num universo de Einstein-de Sitter, como oy,  a (t) (eq. B.7) teremos, pela expressio

(B.9):

Alt) xalt). (B.10)

B.2.2 Distribuicao dos Autovalores do Tensor de Deformacio

Da mesma forma que nos questionamos sobre a probabilidade de obter um dado valor de
6 mum ponto, podemos nos perguntar qual seria a probabilidade de obter certos valores
das componentes do tensor de deformagio num ponto qualquer. Como queremos obter
essa distribuigao em termos do espectro de 6, devemos escrever a transformada de Fourier

de! ¥, ; em termos de ;. Essa expressio ¢ dada pela equacao (3.83):

- ik
lI]i!j( ") = — kQJ 6k. (B].].)

Para determinar a probabilidade de encontrar valores dados de V¥; ; num ponto x, é
preciso fazer uma integral funcional sobre todas as funcdes ¥, ; (y) que tém esses valores
em x. Esse cdlculo é trabalhoso, mas razoavelmente direto. O resultado é simplificado
se notamos que, pela isotropia, qualquer direcao dos autovetores de ¥, ; é igualmente
provdvel. Assim, podemos mostrar apenas a distribuicio de probabilidades dos seus

autovalores A;:

P (AL A, A3) =

675\/58 _3_5% 1589
A2 ' QA2

W 4 + —"—) (Al - )\2) ()\2 — )\3) ()\1 — )\3), (B}.Q)
onde 81 = A; + A3+ Az, 52 = Ao+ AoAz + A A3 e A é dado pela (B.9). Essa distribuicdo
foi obtida primeiramente por Doroshkevich [100].

Da forma de P (A1, Az, A3) podemos ver que os A; sao correlacionados, j& que nao

podemos escrever a probabilidade de termos um conjunto {A;, Ay, As} como o produto

'O tensor de deformagéo & dado em temos de W, ; pela relagio J;; := dz;/8¢7 = &;; + T, (egs. 2.24
e 2.25). :
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das probabilidades de cada ;. Em particular, a probabilidade de termos dois autovalores
Ai iguais € menor do que para uma distribuicao aleatdéria.

Como vimos na se¢io 2.3.4, no regime linear e para modos crescentes, fornecer o
conjunto Ay, Az, Az € equivalente a dar 6 e os autovalores de Ej;, ou 6 e os autovalores de
;5. Se escrevermos a expressao (B.12) em termos de §, o, e o3 (definidos pela eq. 2.117),
teremos duas distribuigdes independentes: wma para § e outra para a dupla (72, 03). A

distribuigio de probabilidades nessas varidveis é:

1 i) T, O
P(8,02,03) = =P (Z) Py, (A2 A3) , (B.13)
1 2
P, = —2 B.14
5t ( )
675 O _1ms(,2 2
Puypy = an6Vor® £ (ihabatsd) (k9 + 2u3) (13 + 2p22) (1o — p13) (B.15)

onde v = §/A e p; = 0;/A. Essa distribuicio de probabilidades foi utilizada por Monaco
[85], que estendeu o formalismo de Press-Schechter (PS) para calcular a funcao de massa
com modelos de colapso ndo esférico (veja a segao 3.3.3). A mesma expressao foi utilizada
por Audit et al. [81] para calcular a fungio de massa na DTA e por Lee e Shandarin [99)],
para obté-la na aproximacao de Zel'dovich.

Evidentemente, integrando a expressio (B.13) em 03 e o3 obtemos a distribuicdo de

probabilidades de é (eq. B.8 ou B.14).

Distribuicao de probabilidades em termos de £y e a

Podemos transformar a distribuicio F,, ., (eq. B.15) para as varidveis g9 € ap utilizando

M3

a equacao (2.117):
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onde x = £/A. Substituindo essa transformagio no expoente de P, , e no produto,

21H43
obtemos:
9 2 1,
Mo+ Hopiy + Hy = 3X5
2 o o i o
2py + 205 + - = — 3511’1(—) cos? (-—)—— i 2(——) .
( Ko Ms)( s + po) (#2 #3) \/EX 3 3 35111 3

O jacobiano da transformagio de (i, 43) para (x, o) &

_ 2

= ovs"

‘3 (1, 3)
a(x, )

Assim, P(x,a) pode ser escrito como o produto de duas distribuigdes individuais para

X € o

50 [ D 5.0
PX — ? _é;r,e 2X X4) (B.].G)

o= G () [ (2) - B (§)] - () [3- 200 ()]

Dessa forma, a distribui¢do conjunta de probabilidades para 8, € e o é dada por
P(b,e,a)= P, (6) P, (e) Py (a).

Algumas conseqiiéncias dessa distribuigio séo discutidas na se¢io 3.3.3 (veja também as

figuras 3-6 a 3-8).

As equagdes (B.16) e (B.17) determinam a distribui¢do dos autovalores do tensor
de maré F;;. Quando temos uma distribui¢do 6 (x) em todos os pontos, ndo tem sen-
tido introduzir uma outra distribuigdo probabilista FE;; (x) para o campo de maré. As
Autuacdes na densidade jd determinam Ej; (x): a partir de § (x) obtemos o potencial

gravitacional ¢ (resolvendo a equagao de Poisson) e, pela derivada segunda, calculamos

?Note que o sinal negativo aparece pois integrdvamos para valores negativos de p4, enquanto agora
X é maior do que zero.
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E;; (x). Entretanto, se pensamos na probabilidade de obter wvm dado valor de § em um
ponto, também podemos pensar na probabilidade de obter um certo valor de E;; nesse
mesmo ponto. Note que sabendo é num ponto nio podemos calcular o campo de maré
nesse ponto. Tem sentido perguntar-se sobre a probabilidade de obter o conjunto {8, E;;}
em cada ponto. E justamente nesse ponto de vista que estamos interessados para obter

certas propriedades estatisticas a partir das aproximacées locais.

B.2.3 Fungoes Renormaliziveis e Flutuagoes Nao Gaussianas

Nas segOes B.2.1 e B.2.2 mostramos a probabilidade de encontrar valores de §, ¢ e a,
num ponto qualquer do espago. Essas distribuigdes foram obtidas supondo futuacoes
primordiais gaussianas, dadas pela equagio (B.4). Para chegar nessa expressio foram

feitas trés suposicoes:
e Separagio entre os modos no espago de Fourier, de forma que P [ (k)] = ], g« {6x);

o A distribuigéo ¢ depende apenas do médulo de k, de modo que as fases de &y sao

aleatdérias;
e A distribuigao de éy é gaussiana.

A primeira é fundamentada no fato de que os modos lineares evoluem de forma inde-
pendente no espaco k. A segunda vem da isotropia ¢ homogeneidade. J4 a terceira supde
que os valores de 6 (x) nao estdo correlacionados no universo primitivo. Essa hipétese
estd em acordo com o modelo inflaciondrio. Entretanto, em outros cendrios para a ger-
acao de flutuagoes primordiais, como no caso dos defeitos topoldgicos, ha uma correlagao,
de modo que as flutuagoes ndo sdo gaussianas.

Seria importante obter os resultados das se¢oes B.2.1 e B.2.2 para distribuicdes nao
gaussianas. A partir da distribuicao de é é possivel calcular a fun¢do de massa no for-
malismo de PS. Com a distribuicdo completa para 4, € ¢ &, podemos calcular essa funcéio
nas aproximacoes locais (veja a se¢do 3.3.3). Como a fungdo de massa depende da es-

tatistica e do espectro das perturbacoes, argumenta-se que o confronto entre as medidas
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observacionais e tedricas colocaria limites sobre a distribuigdo das flutuacoes primor-
diais. E portanto fundamental calcular explicitamente a fungao de massa para flutuacoes
nao-gaussianas para verificar essa hipotese.

Em geral, para calcular a fungio de massa em distribuigdes nao gaussianas, parte-
se diretamente de uma expressao dada para P () [89, 104, 90]. No entanto, seria mais
fundamental partir de uma distribuicio para g (6i), pois & realmente ela quem determina
as flutuagoes primordiais. Além disso, a partir dessa funciio, também seria possivel
calcular P (6,¢,c). Isso ndo pode ser feito a partir de um Ansatz para P (8) e jd seria
demais colocar trés fungdes arbitrérias diferentes. Além disso, sempre se pode argumentar
que alguma distribuicdo gi (6)) levard a essa expressao de P (). Ja as trés distribuicdes
para 6, € € a devem ser obtidas de forma consistente.

Como foi mencionado anteriormente, para obter essas distribuicées é preciso fazer
integragoes funcionais. Entretanto, sio pouquissimos os funcionais que admitem uma
integral analitica. Para ser mais preciso, até muito recentemente, supunha-se que ape-
nas funcionais gaussianos e funcionais delta de Dirac possufam uma integral analitica.
Recentemente mostrou-se uma g-gaussiana também pode ser integrada analiticamente
{255, devido & sua propriedade de renormalizabilidade.

A g-gaussiana ¢ definida por

1

exp, (—a:2) = [1 —(1- q)a:z] 1-q (B.18)

Essa fungao surgiu no contexto da estatistica nao extensiva e tem intimeras aplicacdes
(para uma reviso, veja a referéncia [256]). Uma motivacio para utilizar uma distribuicio
desse tipo € que num plasma, como era o universo primordial, sd correlacoes e a dis-
tribuigao é melhor descrita por uma funcdo do tipo (B.18). Mesmo se nio houvesse uma
motivagao fisica para essa expressdo, € interessante ver até que ponto a funcao de massa
consegue distinguir entre diferentes estatisticas das flutuacdes primordiais.

Vamos ver agora o que é essa propriedade de renormalizabilidade. Se temos uma

expressio do tipo exp, (—a; |#;]™ — az |22|™) e eliminamos um grau de liberdade através
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de uma integragao, obtemos uma mesma expressao funcional, com constantes renormal-

izadas [255]:

+o0
/ dzy exp, (—ay 21| — az|22|) = Az expy (—aj [z1]™)
—00

onde
1 1 1 , l
) 2 I=¢)=a(l- B.19
1-¢ 1—q+22’ a(l—¢)=0a,(1-gq) (B.19)
e
(__r(ery)
1= N para g < 1
e 2r (1 + 5) (1-9)"/ 2F(1+%+1_1q) q
& :/ A expq (—az €)= T m X 1 para ¢ =1
N " r(-Ll -1
q—1 L]
\ (-1)Y*2r(13) para g > 1
(B.20)

Essa renormalizagao é exata para N graus de liberdade, com o expoente da g-exponencial

N F
dado por )", a; |z;|®. Nesse caso, temos

+00 N N-1
/ dzy exp, (— Z a; ]:ci-|“) = Ay exp, (Z a; |$i|zi) ;
—oc i=1

i=1

onde ¢’ e Ay sio dados pelas equagdes (B.19) e (B.20), com zy e ay substituindo z; e
az. Os a} sdo obtidos pela relacdo al (1 — ¢') = a; (1 — q).

A funcional ¢-gaussiana ¢ dada pela expressao exp, (—- SV |$i|z’) quando z; = 2
e a soma envolve infinitos graus de liberdade. Mendes e Tsallis [255] mostraram que,
nesse caso, a relacao de recorréncia B.19, converge para ¢ = 1.

Como sabemos calcular a integral

/Dfexp(ma[f]), onde G[f1=/d:cf(:c>,
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também é possivel calcular

/’Dfequ (-G [f]),
e, pela discussao acima, o resultado deve ser o mesmo que com g = 1.
Substituindo a distribui¢ao (B.6) por uma g-gaussiana

x Tk

P[bx] = Nexp, [—% Z @}

podemos obter P () e P{6,¢,a). Esse célculo deve ser efetuado cuidadosamente mas,
baseados nos resultados acima, conjecturamos que a distribuigio serd a mesma que no
caso gaussiano, com a mesma funcdo k. Isso significaria que, ao contrédrio do que é
disseminado na literatura, a fun¢io de massa ndo é um bom teste para a estatistica
das flutuagbes primordiais. As distribuicdes P () ou mesmo P (6,£,a) contém menos
informagao do que o funcional P [6]. A informagio que é mantida nessas distribuicoes é
0 espectro gy, mas ndo necessariamente a forma funcional dos flutuagdes. Dessa forma,
a funcao de massa permite discernir entre diferentes espectros de uma mesma estatistica,
mas 1nao entre estatisticas diferentes. Pelo menos ela nao distingue entre diferentes P 6]

que convergem para uma distribui¢ao gaussiana ao eliminar graus de liberdade.

B.3 Funcao Filtro e Flutuagoes na Massa

Se § (x) & uma varidvel gaussiana, qualquer outra funcao linear de § serd também uma

varidvel gaussiana. Um exemplo é o excesso de massa contido num esfera de raio R,
centralizada em um ponto x:

6(x+y)d3y=a/ 5(x+y)0 (R~ yl) &y,

todo y

6Mp (x) := ;‘;/

lyl<R
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onde © ¢ a fungao degrau. E conveniente generalizar essa defini¢do para um nicleo

(Kernel) qualquer
M (x) = p [ 6(x+y) Wa ()&,

onde a fungao janela Wg (y) deve ter as seguintes propriedades Wg (y) = 1 para |y] < Re
Wg (y) =2 0 para |y| > R Essa fungéo, sendo regular em |y| = R, ¢ uma versao suavizada
da funcao degrau, e tem propriedades matemadticas mais agraddveis. Um exemplo & a

func¢do gaussiana

Wa(y) = exp (—%) |

O efeito da funcao janela é fazer uma média das flutuagdes 6 (x) em escalas menores

do que R. Isso pode ser visto na transformada de Fourier de 6Mg

- 3/2 p3 k*R?
6Mr (k) = pW (k) i = (27)* R%8cexp { ——— |,

onde escolhemos uma gaussiana para W (k). A amplitude & para k 3> R™! (ou seja,
para comprimentos de onda A < R) é amortecida exponencialmente pela suavizacao.

A dispersao no excesso de massa relativo (6 Mr/Mg) pode ser calculada como na segio
B.2.1 {eq. B.9). Para isso devemos definir a massa My dentro de uma esfera de raio R
na auséncia da perturbagao. Quando Wg(z) = © (R — z), a massa contida no raio R é
simplesmente (47/3) R*p. Para uma funcio janela gaussiana, essa no¢ao nao & definida

tao claramente. Uma escolha para a massa média varrida pela janela gaussiana seria
Mui= [ EypW (v) = rY B =V,

onde V,, é o “volume efetivo” da gaussiana. Com essa defini¢do, a transformada de

370



Fourier de (6 Mgr/Mpg) fica

(6M) _ / a3k (5ka) Sk
M /g (27)3 Vo
Da mesma forma que na equagio B.9 escrevemos a varisncia de (6Mp/Mzg) em termos

de suas componentes de Fourier

SM\? Bk dPp (W, W, .
2 L= el e P 5* i(k—p)x
AR - <( M >R> / (27T)3 (271_)3 ( VTB ) (613 k) e

1 Cdk 0,0 9
= ‘I“/—Q ; %Wkk - (B21)

E essa variancia filtrada que é utilizada no calculo da fungio de massa.
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Apéndice C

Expansao do Universo em Escala

Local

C.1 Motivagao

Uma das descobertas mais surpreendentes do século XX foi a expansdo do universo.
O préprio Einstein, criador da relatividade geral, teoria que fundamenta a cosmologia
moderna, nao esperava que o Universo fosse dindmico. No entanto, desde os primeiros
resultados de Hubble até a mirfade de dados observacionais contemporaneos, tudo mostra
que as galaxias estao realmente se afastando de nds e que o universo foi muito mais denso
e quente no passado.

Surge ai uma questao fundamental: que escalas participam da expansao césmica?
Apenas os objetos distantes se afastam de nds, ou a matéria em escala local também estd
em expansao? O sistema Solar, a Terra ou mesmo as pessoas se expandem?

E interessante notar que, apesar dessa discussio ser fundamental para compreender
0 universo e remontar aos primérdios da cosmologia moderna, até agora nao houve um
consenso sobre a interpretacio da expansao césmica. Ha essencialmente duas visoes em
jogo: a expansdo seria um fendmeno global, atingindo todas as escalas, ou se resumiria
um afastamento dos objetos distantes. Na primeira interpretagao o universo seria como

um balédo de borracha sendo inflado. Os objetos se expandem como se fossem pintas nesse
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balao. No segundo ponto de vista, a expansao seria apenas uma questao de condigdes
iniciais. A matéria que foi se condensando, formando estruturas ligadas, nao estd em
expansao. Jé em grandes escalas os objetos se afastam.

Uma forma prética de discutir essas questoes consiste na determinacao das drbitas de
planetas em torno de uma estrela, num universo em expansio. Ao resclver esse problema
poder-se-d ver se existe algum efeito da expansdo em escala local. Evidentemente, uma
expansio global agindo em todas as escalas seria um fendmeno relativistico, oriundo da
“expansao do espaco-tempo”. Dessa forma os estudos sobre esse problema se baseiam na
relatividade geral, ou em teorias alternativas da gravitagdo. Para calcular as érbitas dos
planetas, bastaria determinar a métrica gerada por um corpo pontual num universo em
expansao. H4d trés abordagens tradicionais para esse problema: os modelos do tipo “queijo
suigo”, a “embutidura” de métricas em cosmologia e 0 estudo dinamica de particulas num

universo em expansao. Vamos discutir essas abordagens mais detalhadamente a seguir.

O modelo do queijo suico

Einstein e Strauss [257] investigaram o problema da jungio entre as métricas de Schwarzshild
e Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Eles consideraram um universo homogéneo com
uma cavidade esférica desprovida de matéria, em cujo centro ha uma estrela. A juncao
das duas métricas é sempre possivel, desde que a massa da estrela seja a mesma que a
massa que estaria contida na cavidade se o universo fosse homogéneo. Como a massa
pontual nao perturba o resto do universo, é possivel colocar um ntmero arbitrario dessas
cavidades (desde que ndo haja interse¢bes). Esse & o modelo do queijo-suigo. Como
dentro da cavidade a métrica continua sendo Schwarzshild, eles chegaram a conclusao de
que nao hd nenhuma influéncia da expansao do universo nas ¢érbitas dos planetas e em
nenhuma escala local.

Ao desenvolver esse trabalho, Einstein e Strauss nao tinham conhecimento do tecrema
de Birkhoff. Por esse teorema, qualquer métrica com simetria esférica no vicuo, é dada
pela solucdo de Schwarzshild. Assim, se fazemos uma cavidade esférica de tamanho

arbitrario num universo homogéneo e isotrépico e colocamos em seu centro uma estrela,
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a métrica da cavidade continuard sendo Schwarzshild. Desse modo nio hd nenhuma
influéncia da expansdo dentro da cavidade, mesmo se a métrica exterior nio é mais dada
pela solugdo de Friedmann-Robertson-Walker.

Um trabalho semelhante ao de Einstein, mas utilizando outras condi¢oes de jungéo,
for desenvolvido por Gilbert [258], que chegou & mesma conclusio quanto a auséncia de
efeitos da expanséio. A idéia de fazer juncdes com a métrica de um universo homogéneo
foi estendida para outras solugdes, como por exemplo para uma estrela em rotagdo [259].

O resultado de que a solugdo dentro de cavidades esféricas nao ¢ afetada pela matéria
exterior é andlogo ao teorema de Gauss para a gravitagao de Newton. Assim, poderfamos
eSperar que, como no caso newtoniano, o mesmo resultado fosse valido nas simetrias plana
e cilindrica na relatividade geral. No entanto, mostrou-se que néo ¢ possivel fazer um

modelo como o de Einstein e Strauss para a simetria cilindrica [260)].

Embutindo uma métrica em cosmologia

Outra forma de abordar o problema consiste em procurar uma métrica que faga uma
transicao suave entre uma solugdo cosmolégica e uma solugio tipo Schwarzshild. A
primeira proposta nesse sentido foi feita por McVittie [261], que obteve uma métrica que
tende & solucao de Schwarzshild para pequenas distancias e & solucdo de FRW a grandes
distancias.

Noerdlinger e Petrosian {262] calcularam as érbitas na métrica de McVittie. Eles
concluiram que existe uma pequena expansido dos sistemas gravitacionalmente ligados,
que ¢ proporcional 4 razao entre a densidade média do Universo e a densidade média do
sistema. A métrica de McVittie tem o comportamento assintético desejado e se reduz as
solugdes corretas em casos particulares: fazendo Mo = 0 ela leva 4 solucio de FRW e
escolhendo p, o, = O Obtem-se a solugao Schwarzschild. No entanto, no caso genérico
ela possul regides em que o comportamento nao é fisicamente aceitdvel [263].

Em vez de procurar uma métrica que tenha as caracteristicas desejadas e ver que
distribuicao de matéria ela representa, deverfamos buscar uma solugéo das equacoes de

Einstein a partir de uma dada distribuicao de matéria. Uma solugdo exata pode ser
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obtida no caso de um universo de poeira (composto por um fluido com p = 0). A
solugéo genérica com simetria esférica é dada pela métrica de Lemaitre-Tolman-Bondi,
discutida na segio 4.3.2. Nesse caso, basta considerar uma massa pontual num universo
em expansao. Uma solugao equivalente foi obtida por Gautreau [264, 265], utilizando um
sistema de coordenadas diferente. Gautreau calculou as ¢érbitas nessa métrica e obteve

um efeito de expansdo semelhante ao encontrado por Noerdlinger e Petrosian [262].

Dinamica de particulas num universo em expansao

Outro modo de determinar as influéncias da expansio é calcular diretamente a dinamica
de muitos corpos no universo. Anderson [266] utilizou o método de Einstein-Infeld-
Hoffmann [267] para obter as equagoes de movimento de um sistema de partfculas num
universo em expansao. Ele considerou uma métrica de fundo de FRW e estudou o movi-
mento das particulas como uma perturbacio nessa métrica. O célculo é uma espécie
de limite pés-newtoniano'. Anderson supoe que todas as escalas se expandem com a
mesma taxa. Entretanto as érbitas dos planetas néo sentiriam a expansio, mas haveria
perturbagoes extremamente pequenas representando uma espécie de atrito viscoso.

Dicke e Peebles [268] estudaram a dinamica de particulas sobre uma métrica de FRW
e concluiram que os efeitos da expansao seriam irrelevantes.

Cooperstock et al. [269] calcularam as corregdes cosmolégicas ao problema newtoni-
ano de dois corpos, utilizando um sistema de coordenadas apropriado para as medidas
observacionais. Eles obtiveram que o efeito da expansio é totalmente desprezivel em pe-
quenas escalas, como nas galdxias por exemplo, e diminui nos sistemas menores. Mesmo
o efeito cumulativo sobre a 6rbita de um planeta ao longo de toda a existéncia do sistema
solar seria absolutamente irrisorio.

Bonnor [270] abordou o problema da expansio em sistemas em equiltbrio. Ele obteve
uma solugao para um tipo bem particular poeira carregada, para a qual a repulsao

eletrostdtica compensa exatamente a atracao gravitacional. Nesse caso a matéria local

'"Veja a referéncia {146}, ex. 39.15 para o caso de um fundo de Minkowski.
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estaria se expandindo com o mesmo fator de escala do Universo.

C.2 Critica ao conceito de expansao do espaco-tempo

Como vimos na se¢io anterior, diversas tentativas de determinar a influéncia da expansio
do universo sobre o movimento de estruturas locais levaram a resultados bem diferentes.
Quando elas predizem a existéncia de algum efeito, este seria indetectdvel na escala do
Sistema Solar, ou mesmo das galdxias. O que vamos discutir brevemente aqui € o préprio
conceito da expansao. A sua detectabilidade com experimentos locais serd examinada na
secao C.3.

A maijor parte das investigactes sobre os possiveis efeitos locais da expansio césmica
procura determinar a dinamica de védrios corpos num “universo de fundo”. Estudam-se
perturbagoes geradas por esses corpos sobre a solucdo de FRW ou jungdes entre essa
solucdo e a métrica de um corpo finito. Aif entra claramente wm problema de escala.
Nesses modelos hd um “fluido césinico” representando o universo em expansio € corpos
puntiformes, representando a matéria local. Ora nao existe esse tal “fluido cédsmico” que
permeia todas as escalas. E justamente o conjunto dos corpos pontuais que, em grandes
escalas, pode ser tratado como um fluido. A representacao do continuo sé tem sentido
nas dimensdes cosmoldgicas. Na escalas das estrelas, temos uma distribuicdo de pontos
e ndo um “fluido césmico”.

Essa separagdo artificial entre corpos finitos € um continuo cosmolégico explica facil-
mente os distintos resultados discutidos na seciao C.1. Quando temos uma massa pun-
tiforme embutida num universo em expansao, hi uma pequena expansao das érbitas. Isso
ocorre porque hd matéria do fluido césmico escoando para fora da 6rbita, de modo que
a massa em sel interior diminui com o tempo. Quando fazemos uma junc¢ao de solugoes,
nio hd esse fluido no interior da cavidade, de modo que a massa dentro de uma Srbita
néo varia e portanto ndo ocorre nenhum efeito da expansao. Dessa forma, a influéncia
da expansio do universo nas ¢rbitas é um fenémeno puramente newtoniano oriundo da

separacao artificial entre um continuo e particulas puntiformes.
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Como passar de uma descrigao de particulas para uma descricio de contfnuo ainda é
um problema aberto na relatividade geral (veja as referéncias [271] a [273]). E interessante
notar que, num universo homogéneo, a tnica parte nao nula do tensor de Riemann é dada
pelo tensor de Ricei Ros. Jd no espago vazio entre massas pontuais, a Unica componente
diferente de zero é dada pelo tensor de Weyl W,g,,. O “tensor de Riemann médio”
de uma distribuicdo homogénea de pontos deveria ter Wog,, = 0 € R, # 0, mas as
médias no espaco curvo néo estdo bem definidas. Estd claro que nao podemos ter uma,
perturbagéo da solugao de Friedmann no espago vazio interestelar, pois 14 R,5 = 0.

A forma correta para determinar o movimento dos corpos & considerar um sistema de
N-particulas na Relatividade Geral. Fazendo-se uma expansdo pds-newtoniana percebe-
se que nao hd nenhuma influéncia global das particulas distantes sobre os movimentos

locads.

A idéia de um efeito local da expansdo é na verdade um erro conceitual. Esse erro
tem duas origens: a interpretagéo das coordenadas na métrica de FRW e a extrapolacéo
dessa solugéo fora do seu dominio de validade. Para obter as solugées cosmolégicas usuais,
representa-se o conteido do universo por um fluido e escolhe-se um sistema de coorde-
nadas co-mével”. No caso homogéneo e isotrépico, obtem-se a métrica de Friedmann-

Robertson-Walker:

ds? = dr® — [a(7)]? |dZ|?, (C.1)

onde |dZ|* é o elemento de linha num espaco homogéneo tridimensional

o
4 = 5 LA 73

— kr2
er, § e ¢ sao as coordenadas esféricas no espaco Z. A distancia infinitesimal entre dois
eventos com o mesmo 7 é dada por ds = a(7) idZ]. Dessa forma, dois corpos que mantém

a mesma coordenada r se afastam com o tempo, se a(7) aumenta. Além disso, essa

2Veja a secio 4.3.1.
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expansao atinge todas as escalas. Daf surge a imagem de uma borracha em expansao.
Pontos com coordenadas fixas na borracha se expandem com o fator de escala a.

A utilizagdo do sistema co-mével simplifica a expressio do elemento de linha e a
obtengao das equagdes de movimento para a (7). No entanto néo se pode esquecer que é
apenas uma escolha conveniente do sistema de coordenadas. Nao hd porque interpretar
|d¥] como a distancia entre dois pontos. Por definicdo as coordenadas acompanham a
expansao, isso nao & uma conseqiiéncia da relatividade geral, mas apenas uma escolha
sistema de referéncia.

Como a solugdo (C.1) representa wm universo homogéneo, é 6bvio que qualquer escala
participa da expansao. No entanto, no caso heterogéneo, essa solugdo nao é mais vilida.
Mesmo se é possivel definir um fator de escala a (7), este ndo representa uma expansao
local, apenas uma média em grandes escalas. A rigor, nio deverfamos nem utilizar
um descri¢ao de fluido, mas sim de N-particulas pontuais (0 que tornaria o problema

absolutamente intratdvel na relatividade geral).

Mesmo se nao hd um efeito da expansio em escalas locais, uma perturbacdo da
solucdo (C.1) é uma boa aproximacio em grandes escalas. Ainda é conveniente utilizar

coordenadas coméveis®, de modo que a posicio é dada por

T = al
Assim, a velocidade serd dada por
dar da 4 dz +
—_ = —7 a— = hee hee-
dr  dr dr 0 ?

O primeiro termo & a velocidade de recessiao e representa o movimento médio de expansao
em grandes escalas, conhecido como escoamento de Hubble. O segundo termo é conhecido
como velocidade peculiar e representa o movimento préprio em relagao ao escoamento de

Hubble. E comum fazer uma separacio entre ezpansdo e afastamento, como se fossem

3Veja as secoes 1.2 e A.5.
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duas coisas distintas. A velocidade de recessao seria um efeito relativistico de expansao
e nao poderia ser interpretada como uma velocidade. J4 o segundo termo seria um
verdadeiro afastamento.

Como o primeiro termo diverge quando £ — oo, terfamos velocidades superlumi-
nais, de modo que ele nao poderia ser interpretado como uma velocidade [274]. Assim,
o desvio para o vermelho teria duas origens: um desvio para o vermelho causado pela
expansao, representado por v € um efeito Doppler representado por vy,... Essa idéia é
amplamente disseminada na literatura e é a raiz da separagao entre expansao e afasta-
mento. No entanto, essa divergéncia nao tem nada a ver com propagagao superluminal,
ela é novamente um efeito de coordenadas. No sistema co-mével, a componente v' da
quadrivelocidade é nula se ¥ = const. e fica sempre menor do que a velocidade da luz se
dZ/dr < ¢. Nao ha nenhuma razio para nio interpretar o desvio para o vermelho de uma
galdxia distante como um efeito Doppler usual, devido a sua velocidade de afastamento.

Essa confusao que considera a expansio e o afastamento real como coisas distintas
s6 ocorre por causa da separacao entre um “modelo de fundo” e perturbagtes sobre esse
modelo. Se o universo em grande escala nao fosse homogéneo e isotrépico nao seria
possivel separar a velocidade de recessio e a velocidade peculiar.

Alids & importante notar que ndo existe wma definigio da expansdo do espaco-tempo.
A defini¢do de expanséao é dada pela divergéncia da quadrivelocidade: § = u®,,. Portanto
a expansao ¢ uma medida que depende de uma congruéncia de curvas que representa um
conjunto de observadores. Se associamos esses observadores as particulas materiais de
um corpo podemos falar da expansio desse corpo. Portanto o conceito de expansio nada
tem a ver com © espago-tempo em si, mas com o movimento de um sistema material. Se o
espago-tempo possui certas simetrias, é possivel determinar um conjunto de observadores
privilegiados e obter a expansao desses observadores. E o que acontece no caso da métrica
de FRW, cujos observadores privilegiados sao os observadores co-mévies. Para eles, a
expansao ¢ dada por 6 = 3 (dae/d7) /a.

Estd claro que nao tem sentido fazer nenhuma disting¢io conceitual entre afastamento

e expansdo. O universo estar em expansao significa apenas que as galaxias distantes estao
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se afastando de nés. O interessante é que, & medida que a distancia aumenta, a dispersao
das velocidades com relagio a v, diminui. Quanto maior a escala, mais homogeénea é a
expansao. Essa € uma conseqiiéncia das condigbes iniciais: nos momentos primordiais do

universo a expansao era homogénea, com flutuages muito pequenas.

Como vimos, uma série de erros conceituais provém da utilizagio das coordenadas
comoveis na solugao cosmoldgica. Embora a teoria de relatividade geral seja invariante
com relagao a escolha das coordenadas, uma escolha apropriada pode auxiliar na in-
terpretacao dos resultados. Um exemplo da importancia do sistema de coordenadas é
dado pelas coordenadas de Kurscal-Szekers que ajudaram a compreender a solucio de
Schwarzchild e acabaram com algumas discussoes sobre a validade dessa solucdo, cin-
quenta anos depois dela ser obtida.

Um sistema muito apropriado para a interpretagao do modelo de FRW é dado pelas
coordenadas geodésicas [275, 276]. Esse sistema é de certo modo um hibrido entre o
sistema comdvel o de Schwarzschild. O sistema de coordenadas geodésico é construido
a partir das coordenadas de curvatura. Utiliza-se uma coordenada radial R que tem o
papel de distancia, ao contrédrio da coordenada comével r (veja a discussio da segao 4.4).
No entanto, a coordenada temporal é dada pelo tempo césmico 7, como na métrica de

FRW. Nesse sistema, o elemento de linha com simetria esférica ¢ dado por?
2
ds*(R,7) = —K? {a (K*— A)ar - dR] +dr? — RSP, (C.2)

onde A e K sao fungbes de R e 7.

Para um fluido geodésico, as equagdes de movimento ficam bastante simplificadas
nesse sistema de coordenadas. A condigao 4* = 0 implica que p, = 0, que é satisfeita
num universo homogéneo ou num fluido de poeira. E nessas situacdes que o formalismo
de coordenadas geodésicas assume a sua forma mais simples. O estudo da evolugio de

um fluido homogéneo & equivalente i andlise do modelo cosmoldgico padrao de FLRW.

*A deducao desse elemento de linha, assim como um estudo detalhado do formalismo de coordenadas
geodésicas pode ser encontrado na referéncia [277).
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A solugao para um fluido de poeira é equivalente a solugao de Lemaitre-Tolman-Bondi,
discutida na sec¢io 4.3.2.

Utilizando coordenadas geodésicas pode-se mostrar que a equagao de movimento de
R, (7) num fluido de poeira € idéntica & equagio newtoniana [278]. Uma outra pro-
priedade interessante do sistema (C.2)} & que ele permite descrever o colapso gravita-
cional com um unico sistema de coordenadas [279]. Com a solucao genérica para poeira,
é possivel determinar a métrica gerada por uma massa finita num universo homogéneo
[264, 265].

Voltando & solugao cosmoldgica, nas coordenadas R e 7 a trajetoria de uma particula
que acompanha a expansdo média é dada por ' = R = R, (7), de forma que a sua
posigao varia no tempo. A expansao é dada por § = 3Rg /R de modo que o parametro
de Hubble H = Rg /R mede realmente a taxa de separacao das particulas. Assim, fica
explicito que o fato das posigdes ndo mudarem ao longo da expansio é apenas um efeito

de coordenadas na métrica de FRW.

C.3 Um experimento para medir a expansao local

Como foi discutido nas se¢bes precedentes, no contexto da relatividade geral nio h4
influéncias da expansdo do universo em pequenas escalas. No entanto, esse tipo de
efeito poderia estar presente em teorias alternativas da gravidade. Em alguns modelos a
gravitagao tem propriedades globais, de modo que a dindmica local pode ser influenciada
pela distribuicdo total de matéria [280]. Se a expansao fosse propulsada por algum
fendomeno microfisico dos campos fundamentais, ela poderia ter uma manifestacio local.
Isso seria possivel nas teorias em que o espago tridimensional é uma superficie num espaco
com mais dimensoes [281, 282].

Jd foram observados alguns fenémenos que se atribuiu a efeitos locais da expansao.
Um exemplo histérico curioso é a expansao da Terra. Antes de que os modelos de placas
tectonicas fossem definitivamente aceitos, uma possivel explicagido para a orografia era

a expanséo do nosso planeta [283]. Por coincidéncia, a taxa de expansio prevista para

382



a Terra era compardvel a taxa de expansio cosmolégica [284]. Recentemente detectou-
se uma aceleragao andmala em sondas espaciais [285], que fol imputada 4 expansio do
universo [286).

A medida da expansio em pequenas escalas poderia ser um teste para as teorias da
gravitagdo. Seria possivel detectar uma expansao com experimentos locais? Em principio
sim. O elemento chave é a medida do desvio espectral num feixe de luz “envelhecido”.
Esse método foi sugerido inicialmente por Rafelski [287]. O feixe de luz ficaria sendo
refletido entre dois espelhos durante um periodo suficiente de tempo para que o desvio

para o vermelho fosse observdvel.

Investigaremos com mais detalhes o desvio espectral de um feixe de luz quicando
entre dois espelhos. Discutiremos como esse experimento consegue separar um desvio
espectral de expansao de um desvio gravitacional. Para isso, analisaremos esse desvio
no caso estatico. Vamos supor que a natureza é descrita por uma teoria métrica do
espago-tempo.

Uma meétrica é dita estdtica se possui um vetor de Killing do tipo temporal £%. O
campo dos vetores £” define observadores privilegiados, para os quais é sempre possivel
escrever a métrica numa forma independente do tempo 7, diremos que esses observadores
“véem a meétrica independente de 7. Para eles, a razdo entre as freqiiéncias de fétons

medidos entre os pontos P) e F,, entre os instantes 7, e 72 & dada por [288]:

v (cfa»:“)!p],n)”?
Wl_((‘fa‘fa)l&,rg | (C3)

Chamaremos de espelho ideal um objeto que reflita a luz sem alterar a sua freqiiéncia.
Consideremos agora uma experiéncia que consiste em qprisionar um féton entre dois
espelhos ideais. deixando-o guicar durante um tempo 67 = 75 — 71, onde N é o ndmero

de idas-e-voltas entre os espelhos. Neste caso teremos
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o 1/2
ow=en () (&4

Para um vetor de Killing de tipo temporal é sempre possivel encontrar um sistema de
coordenadas para o qual £ é independente da coordenada temporal. Portanto neste caso

teremos

[sto mostra que os observadores que véermn a métrica estatica ndo medirido nenhum desvio
de ida-e-volta. Portanto, ndo teremos nenhum desvio espectral nesse experimento em um

campo estdtico.

No caso genérico, para dois observadores infinitesimalmente préximos P, e P, entre
08 quais & possivel definir um campo de velocidades continuo, o desvio espectral de um

féton proveniente de P, medido por P, é dado por [171]:

dw w(P) - w(P)

dz = =
w UJ(PQ)

= —0,5n*nPdr — agn®dr = (dl) — aun®dr, (C.5)
com

1
905 =043+ §9ha‘5’

onde #,3 € 0 tensor deformacao, # ¢ a expansao isotrépica e 745 € 0 tensor de cisalhamento.
O primeiro termo do lado direito é o desvio espectral causado pelo efeito Doppler e o
segundo é o desvio gravitacional.

Ao voltar a P, a direcao n* do féton troca de sinal, o que altera o sinal do primeiro
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termo de (C.5) mas nio do segundo. Apds N idas-e-voltas, ficamos entido com
Zy = (dl) = B4ann’67. (C.6)

A férmula acima nos permite medir uma deformacio local, através da determinacao do
desvio espectral, eliminando a contribuigao gravitacional. Para medir esse desvio & preciso
comparar a freqiiéncia de um féton envelhecido durante as N idas-e-voltas no aparetho,
com a de um féton emitido no instante da medida. Para poder fazer a comparacio é
preciso que os dois fétons sejam emitidos seguindo um mesmo padrao.

Vidrios fendmenos poderiam produzir um desvio espectral, como as ondas gravita-
clonais, os movimentos de corpos préximos no Sistema Solar, ou mesmo variagdes da
temperatura no experimento. No entanto, apenas a expansao daria um desvio para o
vermelho sistemdtico. A deteccao de um tal desvio permitiria medir a expansio local,
independentemente da sua causa. Alternativamente, a discrepincia entre as freqiiéncias
do féton envelhecido e o emitido no instante da medida poderia indicar uma variagao das

constantes fundamentais.

C.4 Conclusao

Neste apéndice, apresentamos uma discussao sobre a influéncia da expansao do universo
em pequenas escalas. Esse assunto surge esporadicamente na literatura e os resultados
encontrados s4o muitas vezes contraditérios. Embora ele seja discutido desde os primér-
dios da cosmologia, nio parece ter havido nenhum estudo sistematico sobre esse tema.
Né6s argumentamos que o problema é muito mais conceitual do que uma questao de
método de cdlculo. Na relatividade geral ndo hd uma expansao em todas as escalas e
a motivacao para propor esse efeito é fundamentalmente baseada num erro conceitual.
A expansao nada mais é que um efeito cinematico proveniente das condigbes iniciais no

universo primordial. Ela nao & propulsada por alguma forca misteriosa’, apenas segue

SEm toda a discussio, desconsideramos o termo cosmologico. Esse sim, permearia todas as escalas e
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por inércia. Nao é possivel separar o movimento das galdxias em um movimento real
e um movimento de expansdo. No entanto, a dispersao com relagdo 4 expansao média
diminul com a distancia. O desvio para o vermelho € realmente um efeito Doppler.

As tentativas de determinar a métrica gerada por um corpo esfericamente simétrico em
repouso num Universo homogéneo fazem uma separagao artificial entre massas pontuais
e um fluido césmico. Tal separacao nao é possivel, deve-se considerar a dinamica de
massas pontuais e emn todo caso fazer uma média para os corpos mais distantes. Nesse
caso nao hd nenhuma influéncia da expansao do universo.

Mesmo assim, em alguma teoria alternativa da gravitagao poderia haver uma ex-
pansao cosmologica em escala local. Mostramos uma proposta para medir tal efeito no
laboratério. O experimento proposto poderia colocar limites nas teorias alternativas da
gravitagao e & variagho das constantes fundamentais {289].

O estudo dessas questOes acabou motivando a minha busca por aproximacdes rela-
tivisticas para a evolugao ndo-linear, o que me levou as aproximacoes locais. A discussao
sobre os efeitos locais da expansao também é crucial para compreender a cosmologia
newtoniana, que € amplamente utilizada nas investigagoes da estrutura em grande escala

do universo.

teria um verdadeiro papel de motor da expansdo. No entanto, esse termo comeca a dominar a densidade
do universo apenas agora. O debate sobre o significado da expansao continua vdlido mesmo com ¢ termo
cosmologico.
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