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CAPITULO PRIMERO .

INTRODUCC ION

E1l objetivo central de este trabajo es desarrollar el
formalismo de Bargmann-Wigner (=BW) para los mesones vectoria-
les, tratando de seguir cuando es posible,uné via.ﬁaralela a
la segulda por Dirac para spin %a Se tratara que resalten las

diferencias, cuando existan.

1,2 = NOCTONES PRE] ARES

Para mesones vectoriales (spin 1) la funcion de onda

QE i (x) tiene en el formalismo de Bw.dos indices spinoriales,
12 , .

1y 1, =1, 25 3, 4,

Los operadores matriciales M tales que MY =y, tienen 4

{naices y MW =y signific'a M Py 4_° Sean P

il Vil T Pt

y Q matrices 4 X 4 de dos indices, en el caso frecuente en que
M es el producto tensorial de una matriz P(l) gue opera sobre
| los fndices spinoriales de la izquierda de ¥, por otra ma=-
triz Q(Z) que opera sobre los de la derecha, M = P(l) Q(Z) sig
nifica Mi 1 . =P

Qs «
C o hilzedidy gy i
ra asi sobre Y (P(1) (Z)Q)i 1

j en particular, Pe1y I¢py ope-

Pi . W, ;s I Q opera asi (Iiljé %gz qﬁlg?
13 TipL,} Ty R2) (1)%2) 1,31%1,3,
AETEPR WE P ST |

Frecuentemente abreviaremos P(yy I , ¥ escribiendo P(q,y¥,

v I(l)Q(Z) Y escribiendo Q(Z) Y. Del mismo modo la abreviacion
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M= Ryt S(p) steniflea M= RepyIpy* I1)%2)-

Nota: Un asterisco * puesto a continﬁgci&n del numero
de orden de una formula indica que no es original nuestra, si
bien ofrecemos una demonstracion nueva. Un doble asterisco**
indica que ni la formula ni la demonstracion son originales

nuestras.

1.b = LAS ECUACIONES DE BARGMANN-WIGNER

Para spin 1 son

P,,'Y"(l)ll’= mYy (1.1-8)**
PFV*'(Z)1P= my (L.1=b)**
1!’13 = ¢,‘]i | (l.l=c)**

y su significado en sub{ndices es claro con la notacién prece-

dente; las ¥* son las utilizadas para spin %.

- Fueron obtenidas por Bargamnn y Wigner en 1948 1, basa~
dos en conslderacliones sobre representaclones de grupos. En
realidad Bargmann y Wigner obtuvieron ecuaciones para spin agr
bitrario. Se puede consultar una exposicién detallada en un
art{culo de Leite Lopes 17. Bargmann y Wigner llegaron hasta
las ecuaciones de los campos libres, dejando casi sin desarrol

lar el formalismo corregpondiente.

Es facll ver que (l.1-a) y (e¢) implican (b), por lo que

basta impdnar

m‘P (102'&)**
‘Pji ' (loZ"b)**

r
Py Ty ¥

¢ij
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l.c = MAS SOBRE NOTACION

+ significa el conjugadohermitiano habitual:pmra funcip
nes de onda, ¢i N ¢ 3 para matrices (puras) Mi 1

e 21 il N 2’3132
leZ 11 > con lo que Si M= P(l) Q(Z) es M P(l)QCZ)g

indica transpuesto. ¢T¢indica abreviadamente Tr uf¢ @1 i ili

S1 MV se interpreta como el productohabitual de las ma-
trices M y Y, ambas de dos indices ¥y ambas 4 X 4, a veces re-

sultan utlles las formulas
— - — - M + - + — +
M(l)w- My; M(Z)%?PM ;¥ M1y = Y™y Y Moy = M@V _(1.3)

que se demuestran aplicando en los los. miembros las definieio-
nes precedentes y en los 20s, las reglas habituales del élgebra
matricial elemental. Por lo tanto, si ¥ es simetrica en los fa
dices spinoriales, y si ademas

(M(l)q’)ij = (M(l)(p)ji entonces M(l)zp = M"P= M(Z)IP (1.4)

(Es esencilal la hipotesis subrayada); aplicacion: (1.1) impliea
(1.2).

Sistematicamente usaremos letras ‘delgadas(e.g. ¥) para in
dicar entes anélogos a los descriptos habitualmente con letras
gruesas (e.g. ?/‘) en spin % 0 cero, predominando ﬂpin (unica-
mente varalelizaremos spin O en algunas secciones del capitulo

8). Las pocas excepciones (p", xH*) se hacen evidentes pos si

mismas.

En la representacion Dy po = +-Mp2+ mZ, salvo que indi-

quemos explfcitamenterlo contrario. Usamos ¢ = h = 1. Ta me-
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trica es 1 0

= -1
(g’_“,) '_ _1
0 -1

HyVyeou =0y 1y 29 37 ay by o0oe =1y 29 3 Indican {ndices ten

sorlaless; 1y Jy e {ndices spinoriales.

La identidad es I = I(1)I(2) © sea Iilizsjljz )

H ademas definimos T . Como

= § 8 = § 8
- by el 11350003, Tiydp Tixh

en spin 5, f=° (no.confundir con las M de Duffin-Kemmer
que son 10 x 10); B es 4 X 4, como &"—"(&r_r’, H =&'-'ff+ Bm. En

»
los pocos casos en que usamos una representaclon de las matri-

ces de Dirac, sera la (2.6).

Usamos la convencion de suma para {ndices spinoriales o

1

tensorlales mudos, pero una raya baJo un indice indica no sumar
si sélo esta repetidos dos veces; 2 rayas, no sumar si s6lo esta

repetido 3 veces, etc. P. ej.y 81 1,J = 1,2, aibi = albl*-azbzs
azb, = albl o] aZbZ; aibic; = alblc1 + azbzce; %&?icé = alblpl 0

a;b-z.ca' o

La mayor parte de las : demostraciones estan en apéndices; |
A3=2 significa apendice 2 de la seccidn 3. La formula numero 1
de tal apendice se indica CAB-Z.I), mientras que (3.1) es la la.
formula del tercer capftulo del texto. En los apéndices no usa=

mos la convenciéh del asterisco (enunclada en Secc. l.a).

‘ﬁwfﬁgmos escrito en entrelineado simple temas de aplicacién

poco frecuente o detalles dedlcados al rigor.
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- Xd = DTROS FORMALISMOS

Los formalismos de. Kemmer 15 y Belinfante 23394 tpatan

de describlr a los mesones vectoriales paralelizando a la ecua-
cion de Dirac para el electrén, y ambos pueden servir. para des-
eribir simultaneamente partfculasrde spin 1 y 0. Corresponde

mencionar tambien los trabajos de de Broglie 9.

Las ecuaclones de Kemmer para la partfcula libre son

Py gly=ny (1.5-a)**
donde, si el spin es igual a uno (puro) es
qi
: qz
Y= o (1.5=-b)**
uiO

El élgebra de las matrices B" es mas complicada que la de las
v# de Dirae debido principalmente a gue las [3“ son singulares,
lo cual-dificulta el célculo3 Yy a veces, la interpretacién £i-

'sica. En particular el hamiltoniano no solo tiene autovalores

ivf+fzsmothé1m

Las ecuaciones de Belinfante pueden pensarse como obteni-

das eligiendo ﬁna-representacién de las matrices Bﬂ

T R M
ﬁ =5 (7(1)4'7(2)) (L.6)**
y son (para spin 1 puro)
| H H —
‘% (7(1)4?7(2))13# u}- m‘P (1.7-3.)**

¢ij = fﬁji (1.7=b)**
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donde q’Belinfante = ¢Bﬁ; tambien aparecen operadores singulares;
en el caso de Belinfante, aparecen esenclialmente porque su obje-
tivo basico es describir complexivamente spin 0 y 1 (no utilizan
do, salvo excepciones la (1.7=b)); las ecuaciones (1.7) de Belin
fante y las (1.1) de BW son equivalentes 3’+', y este trabajo tan-
to godzia titularse "Desarrollo del formalismo de BA'" como "Am-
pliacion modificada del formalismo de Belinfante".

Hay que aclarar que no puede esperarse eliminar todos
los operadores singulares para spin 1, yé que €. g. la componen=-
fe z del spin admite el autovalor 0; pero si se trabaja eon
spin 1 puro, y si entre las ecuaciones equivalente (1.1) y (1.7)
se toman las (1.1) como punto de partida, se puede obtener de
manera natural la eliminacidn de operadores sihgulares innecesa~

rios.

El metodo de la fusion de de Broglie ha sido discutidé
en el pasado, pero las ecuaciones a que llega para m # 0 (de Bro
glie, op. cit. 7, Cap. VII ec. 22) son idénticas a las de BW si
se anade 433= ¢Bia El método de la fusion lo lleva de manera

natural a utilizar operadores singulares.

En todos los formalismos anteriores la funcion de onda
tiene componentes redundantes; (hay 10 componentes entotal, si

se especifica spin 1 puro, pero el nomero de componentes spino-
+

‘Belinfante parte en gral. de (1.7~a) con QYfl)*jff )) gingular; pero men-
clona,como forma equivalente ynag ecuaciones iden ic&s a las (1.1); el
interes del trabajo de BW esta mas en la forma de establecerlas, que en

las ecuaciones mismas,
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riales que rfsicamente se ha de esperar si la carga es * e, es
2x3 =6 (el 3 correspénde a la componente del.spin); la exis-
tencia de componentes redundantes obliga a tornar ciertas pre-
cauciones al calcular, y facilita la introduccion de operadores

singulares, pero permite (si de desea) dar forma manifiesta a

la covariancla relativista.

12, 14, 25, 26

Existen formalismos "tipo spin " en

RN

los cuales se eliminan las quatro componentes redundantes, y
que carecen de operadores singulares innecesarios, pero a costa
de abandonar el carécter manifiegsto de la covarlancia relativis
ta (por ejemplo las ecuaciones resultan de ler. orden en d/3t

y de 2° orden en las derivadas espaciales).

Dejamos constancia gue no hemos agotado 1a lista de .

formalismos empleados para spin 13 agregaremos unicamente el

original, de Proca 23, 24

en que las ecuaciones no imitan 1la
forma de la ecuacion de Dirac para spin % sino a las ecunaciones

del electromagnetismo:

a,u0” =0 © (L.71=g)x*
m GFV - a)qu" aVU}_l (1«7"‘b)**
3, ¢"= n Ut (1.71-¢)%*

En notacion tridimensional pohemos +

+—b——b » — "
E, H para el meson vectorial; B, H para el electromagnetico, y E para la
energia.



wP=vie, 7,03 =056 = 2 3, gt (1.7m )%

entonces las ecuaciones de Proca se agrupan, como es bien sabi

do, en un sistema de ecuaclones fundamentales,

- =mE + grad V (1.7.-g)**
ot
aﬁb._ —L+ -
3t - m{J +rot H
m ﬁb= rot7§
. —
mV==4div E (1.7 ~b)**
y otro de consecuencias,
ovV _ o
3% - div U
%E = = rot B (1.7 =g )**
div H = 0

l.e - ILa Funcion de Onda Adjunta Y

Se define ¥ en forma tal que ¥ ¥ sea invariante ante
transformaciones proplias de Lorentz. Consecuentemente con Be-

linfante Z ponemos

_yt .0 o .
=19 7'(1)?(2) (1.8 )**
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. be {1.2) se obtiene

O sea

+ gl +
i 30 ZP = —ia-ZP cx(l)nmq’ ’3(1)

(1.9)
+  _
@ij = lei
iG@T“ +m ¢=0
Br4(1)
(1.10)
wij = tﬁji

formalmente anélogas a las del electron.

Hemos hablado de invariancia lLorentz; ella esta discu-

tida en gral. en el Capo'6, pero aseveraclones como la citada

I
se comprenden rapidamente si se tiene en cuenta que ante una

transformacion propia de Lorentz ¥ se transforma como ¢(1) W(Z)

(W(l), Py fermiones de spin %)o



CAPITULO SEGUNDO

INSTRUMENTOS MATEMATICOS UTILES PARA EI DESARROLLO DEL FORMALISMO

La mayor parte de este capftulo de matematicas esta dedl
cado a crear un instrumento gque nos permita trabajar con preciéién
en un espacio de componentes redundantes, aun en la delicada teo-
ria de una “partfcula"a Intercalar aquf este capftulo, puede dar
lugar a la'impresién de que el formalismo de BW es mas complicado
que los similares; sin embargo no es asf, pues sl prolongamos vy
profundizamos los demas fdrmalismos de componentes redundantes
hasta una etapa similar a la que esperamos conseguir con este tra
bajo, necesitarf{amos crear tambien allf instrumentos matematicos

seme jantes,

2.a = EL PRODUCTO ESCATAR

En el formalismo de BW puede definirse un producto esca~

lar invariante 1
— ¥ Y1) Y(py a7 = | — lWla”p (2.1)*x*
po po

que es definido positive. Sin embargo, tratandose de spin entero
ﬁos convendra introducir en la la. cuantificacidn una "aproxima-
¢cidn de una part{cula”(éfo Cap. 3) donde la densidad p no es 1la
densidad de probabilidad sinc una densidad de carga, y (para esa
finalidad) no podemos usar (2.1).

En cambio nos resultaré adecnado el producto escalar



¥,¢) = j(tp,cp)sp d_3x; (%@sp =y "’?2)"0 (2.2)

(métrica indefinida en el espacio de las ¥) en el que hemos ais
- lado la parte puramente spinoral (¢,¢0Spo Bl producto escalar
(2.2) es tal gue conduce de manera natural a la densidad p cor-

recta (cf. Cap. 3).

En una formulacion sin componentes redundantes, todos

los productos escalares
W,y = f "y p a3x

con igual distribucion de signos en el espectro de v son fisica-

22

mente eguivalentes 3 por lo tanto, nuestro (2.2) es fisicamen~

te indistinguib1e3 de todo otro producto egcalar tal que llevado
a una representacién Y+ sin componentes redundantes, el nuevo i
tenga la misma distribucion de signos que M= I(l)‘Y?Z)a Nuestra

distribucidn de signos es simetrica.

Por otro lado, la simetria de ¥ ¥y ¢ respecto de los in-

dices spinoriales implica que
_ kO o o o
WaPlgp =4 75y =¥ E"”(a} + )y 1Y

donde a es un nimero arbitrério; siendo equivalente trabajar con
cualquier g, hemos elegido a =1 por simplicidad. Si fuese a==% ’
el papel de y estaria desempenado por %O??l)-+‘rgz)), que es sin

gular.
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2eb = LA GoNDICION INICTAL

Es sabido gue 3 las ecuaciones de BW implican la con-

dicion inicial -

0 0 0 (8] _ . _ -
CI~7(1y 7(2)) (1) B1y*7 () Bpy)¥=0con B =dpipm , (¥;,=%,)

(2-3"‘a)

C sea

EI“*?:L)*?z))*'z"'lm ("—”(1)““;;2))'5(1”’?1)*?2))] =0y (#;47¥)
(2.3-b)**
que s0lo contiene derivadas espaciales‘y no es, por lo tanto,
parte de la ecuaclon de evolucion proplamente dicha de las ondas;
como la cumple ¥{(t,x) para todo t, o sea, en particular, ¥(0,x),
se la llama "condicion inieial™. Tiene equivalente en las formu-

laciones de Kemmer y Proca.

Hemos podido dar una forma mas simple a la condicion ini
cialy esto es,

H(l) Y = H(Z)q’ w’i;} = 'Pji) (2.3=c)
donde H =5?-fr4-ﬁnh Es trivial demonstrar que las ecuaclones de
BW implican (2.3~¢): para elloc basta multiplicar (1.l-a) por 7%1)’
(1.1~b) por ??2), y recordando a#&jﬂat = aqﬁiﬁat, usar (1.4). Pe-
ro, por supuesto, ello no basta para demonstrar la equivalencia
entfé (2.3-¢) y p. ej. (2.3=b)y pues una de las dos ecuaciones pg
dria ser mas restrictiva que la otraj la demonstracion de 1la equi
valencia entre nuestra forma (2.3-¢) de la condicidn inicial y la

(2.3=b) de Belinfante se da en el apendice A2-1.
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Corolario: Como (demonstraclon trivial) la (2.3-¢) es
condiqiéh necesaria y suficiente para que ¢ij = ¢31 sea el wva-
lor inicilal de una posible funcidn de onda s lo propio ocurre con

(z.3~a) v (b).

En el formalismo de Kemmer no es fécil encontrar una

simplificacion tipo (2.3-¢) de la condicion inicial.

2.c - 103 ESPACIOS € . €51M o W: OTROS ESPACIOS ASOCIADOS,. LAS
¥, %! bR pELINRANTE

Objectivos de esta seccion: 12 : Introducir el espacio €, que

en la teoria de una carga sera el espaclo de los vectores de es
tado, ¥ en la_teorfa de campos seré el espacio de los operado-
res de campo (tomados a tiempo fijo). 22 : Introducir espacios

auxiliares que seran utiles en lo que sigue.

2.c=1 ~ Log Espacios SLESim_v W .

Definicion: Llamaremos € al espacio vectorlal de las

433(23(con 19 3 =1, 2y 34 4) tales que J|¢lj(;512 dx exista.

El grado de libertad espinorial es 4x 4 = 16,

sim

Definicion: Llamaremos € al espacio veetorial de

los elementos de € gue cumplen

Yy 506) = ¥y %)

El grado de libertad spinorial es igual al numero de g

lementos independientes de una matriz simetrica 4 X 4, o sea 10.
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6Sim es un subespacio de E.

Definicion: Llamaremos w al espacio vectorial de los
sim

elementos de € que cumplen la condicion inielal (2.3).

Demostraremos mas adelante que el grado de lihertad

spinorial es 6. Wes un subespacio de ESim. Esto cae fuera de

1o comﬁn, pues p. eJ. en spin % cualquier

£, (%)
£, (_3{)
£ (i)
£, (X)

tal que flfil2 ax exista puede ser el valor inicial ¥(0, x) de
una posible funcion de onda ¥(t, X); o sea, allf los analogos

de 851m g w/coinciden, cosa que aquf no ocurre pues (2.3) no es

una identidad en £51M,

El gque el verdadeiro grado de libertad baje a 6 se vi-
sualizara en (2.63) observando la forma explfcita de los elemep
tos de W en una representacion se observars lo mismo de manera
mas sencilla en la representacién de Foldy-Wouthuysen-Tani, en
la que la condicion inicial toma una forma muy simple (cf.(%.92)
y (3.100)),

También se visualizara dicho gradode llbertad obser-
vando la bse que Iintroduciremos en el Cap. 4 para subtender la
parte spinorial de Wﬁ ¢ bien caleulando las autofunciones del

spin (Secc. 3.i-2). Por otra parte, 6 es el numero que fisica-
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mente es de esperar (ef. Sece. 1.d4).

En todos los otros formalismos que trabajan con compo-
nentes redundantes (Secc. 1.3) se pueden introducir espacios a-
nélogos a ESim y w% los mismos estan implicitos en la condi-
clon inicial que todos los autores mencionan, aunque no expllci
tan dichos espacios. Sin embargo, el trabajar explfcitamente

sim v w (0 sus equivalentes) nos permitira discutir en forp

con £
ma clara clertos aspectos oscuros de la teoria (p. ej. el auto-

valor O del hamiltoniano de Kemmer, Secc. 3.c).

I d »
Es conveniente recalcar que en la teoria de una'parti-

cula" (Cap. 3) W(y no gSiMy corg-el espacio de los vectores de

estado, v que en la teoria de campos (Cap.8) Wy no €5™) se

r
transformara en el espacio delos operadores de campo (tomados en

t = const.).

2ol=2 = Notacién

Si queremos explicitar que trabajamos en la representa

s x
cion x, 06 en la p, pondremos w/} ova, ete. - 81 queremos expli-
citar gue trabajamos en una representacién diferente de la ori-

ginal (p. ej. en la de Foldy-Wouthuysen~Tani) pondremosvfl, ete.

2.c=3 = Igpacios Spinoriales

Introduciremos nociones cémodas para trabajar p. ej. en

el Cap.4. Sien los elementos de los espacios de dimension infinita‘ ep,

gsimsp P fijamos ps obtenemos espacios vectoriales de dimen
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sim
p’ Esp
ng. El {ndice sp esta para recordar que p. ej. los elementos

sion 16, 10 0 6 a los que llamamos respectivamente Es v

de esp solo tienen variables spinoriales (1,37,

Esp es el espacio de las matrices mij(i,j = 132434403
E:;mf és el espacio de las matrices My 5 simetricas, Y“/Is)p es el
espaclo de las matrices mij simétricas que para un valor fijo

prefljado de un parafmetro p cumplen
(acl)‘p +(3(l) m)m = (Ot(z)-p +P(2) m) m (2.4=a)

(ver (2.3=-¢)). Simbolicamente, si

H(p) =oa-p +8m (2.4=b Y¥*

es
— ——
H(l)(p)m = H(2)(p) m (2.4‘0)
El producto escalar (¥, ¢ ) (2.2) puede definirse en €,

en ESim o en W, El producto escalar (¥, ‘P)sp puede definirse
en esp’ en ezém 0 en y\/gpu
2.c=-4 = Los espacios gant v&i;t L

Para obtener el operador proyeccién que proyecta € enw
(Sece. 2.f=6) nos sera util definir:

3t o5 a1 espacio vectorial de las ‘Pij(x)ee antisimg

trica: wij(;) = - ‘Pji(;’jo

ant

Como antes, se puede definir el espacio 5sp

de las ma

trices antisimétricas, que tiene dimensidn 6.
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2.0-5 - Las ¥~ v $1T 4o Belinfante 3,

Sea Y un elemento de cualquiera de los espaclos ante-
riores; por ejemplo de €. Se puede poner
Y =3I 4yl (2.5-a)%*
Y1 =ATy Il = z\Iy, (2.5-b)**
I_1 6 .6 e AT R (72 a® a0 Yo min ykn
SRELE *"‘cl)"%z)) AT 31y 7 gy eis-0)

Como es sabido, /\Iy ALl tienen todas las propiedades

de un operador proyeccién, e8 declr

(ALy2 = Al ATT2 2 ATT AT ATT _ A\IT T _
(2.5=-0)**

y proyectan a € respectivamente en los suespacios EI ¥y EII

¥le EI, pile €1l o3 Ye€); analogamente proyectan gfim op gsinl
yEs""H? III[,- W en w1l yWII, etec. Si @ indica suma directs, es
€ = el ®6II§ gsim _ gsim I@esim II; W:MI@VJII (2.5-0)
(es decir para toda ¥et es Y = lPI + WII, 3{*1361, wIIe eII, ete. ).

Estag descomposiciones son ortogonales respecto a (2.2);

"es decir, para tods ‘PIG €I (o E,Sim I, ete) ¥y para toda
SgIIe eII (o i_-'.'.=.:!.m II

y ete.) es

@l ¢ =0 , | (2.5-f)

como se demostrara en Secc. 2.f.

como Ylc Eggm 1 tiene 6 componentes independientes
(ver (2.9~b) mds abajo), y tambien 6 es 1a_dimens:l.5n de vfgp,/\I
s uno de los medlos que fueron utilizados para eliminar lss 4
:ém (ver p. e;j; Heitler 14 que

usa la version formallsmo de Kemmer de /\I). Quedarse con ¢Ie EsimI

componentes :redundantes de ¥e g
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tiene por equivalente en el formalismo original de Proca (1.7)
a desechar (usando una representacién adecuada) a U° v le(k,1=
= 1,243) es decir desechar losfahélogos mesonico vectoriales del

k1 del electromagne-

poténéial escalar Aoy del campo magnético F
tismo ( que es lo que hacen Tiomno y Giambiagi 12y, Esto esta

ya hecho, v lo mencionamos simplemente por completitud.

Es conveniente ad¢larar que si bien Aty =9l (pegsim

puede conducir a un formalismo correcto sin componentes redun-~

dantes, ESiﬂlI no es el espacio W de los vectores de estado,ni

en el formalismo de BW ni en los restantes similares (comparar

(2.9) con (2.63), mas adelante). Es decir, no toda ¥eWes tal
que AI¢==¢5 pasando a la representaciéh de Foldy-Wouthuysen=-Ta
ni (Secc. 3.n) debera por supuesto mantenerse que no toda

Y'e W' sera tal que ,AI ¢! = %' (comparar (2.9) con (3.100),

1
mas adelante). Nétese:/\I, Qg/\I o

2
Pe.c=6 = Una representacion

N rd
A wveces utilizaremos la representacion usugl de las

xH,

I 0 0 & 0 1 0 -i
¥° = , y ¥ = - H ol = ’ %= :
‘ o -I =g 0 1 0 +i O

(206-3.)**

EN
en la cual

* No sumar ! (ef. Secco l.c)e
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con ;

- el - £2 - l, 63 - 64 - _10 (207
s 8im Vi

En esta representacion, si Qe ¢ g es T <

v o * * * * *
WoPdsp = V1101 +¥p¥pp + 2915915 = 255055 - 24,000 25,95,

S (2.6-c)*
De (2.5-¢) y (2.6-b), ,

N 1,59, ==(6 . & ,+3«°.?9.>=l<1+68 )5 8 .
1727712~ 2\ 103y L0 Tiydy 450, 2 YA ARt

(208"&)
anélogamente
AIT 1
CAE L =11 6 )s 5 (2.8=b)
Por lo tanto, as{ sea Ye€ o ¢€Esim 0 Yew)y es
I 1 II 1 '
== 1+ E, &, ql (,b =35|1l-€; € P
i1, 2( if_z) L4iz’ hiz 2( b i.z) e
(2-9"’8.)
0 sea '
1 Y 0 O - o 0 ¥, ¥,
;| Y Y22 OO pI1 N R
0 0 ¥y5¥y, V5150 0 0
S Y400 0 ©
(Zog-b)**

Se ve que silPeESim, ¥ tiene 6 componentes spinoriales

independdentes, como anticipamos mas arriba.
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2.4 ~ TGUAIDADES Y EQUIVALENCIAS

an-l - IgualdadeSu

Es bien conocida la definicion de igualdad M; N de dos
' , A
operadores M.y N que transforman un espaclo # en elementos de

un espacio B: :
MB;N si para todo YcA es MP= Ny¥eB, (2,10-g)%*

sim

Como los espacios: &, € y W no son lguales, gscribir

p. i Mee: N no sera nece sgriamente lo mismo que escribir Me;-;N

+
Como deberemos trabajar con varios espaclos , evitaremos

errores v confuslones si explicitamos los espacios & v B en nues-
tras 1gualdades.

Abreviaremos,

M=N significa M =N

ER

b1

(2.10-b)

M=N significa M EN

(la. 2a. abreviacion se debe a que €es el espacio en el que ha-

bitualmente operarian las matrices de 4 indilces M por

11203135
lo que la nocidn de igualdad en € coincide con la usual).

Notese que nuestros operadores que transforman £ en B
no slempre son del tipo que los matemefticos llaman "sobre" ‘B,

(Es decir, no siempre todo punto de B es imagen de uno A).

Sera de aplicacién reiterada este evidente teorema:

¥ No podemos restringirmos aws Gon ayuda de (2.33) podre demostrarse que
ej. 8l Yewhs H(1)YPew pero que puede se 'Y(i) YeEw.,
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"Sea 7@1 un subespacio de &; sea 031 un subespacio de B3 tal que
para todo ¢=J‘&les M#’e@l (de donde N ¥e 931); entonces

M = N pe— M ; N (2.11-a)

1

2D

Corolario (recordar (2.10-b)):

M=N —_—> M :j_mN — M
£

i

N (Zall-b)**

E]H

En el apendlice A2-2 se dan. las demonstraciones de las

formulas gue siguen:

Si Ai.‘} TS = Bij ,ST es A €=s§m (2.12)
(2.13)

Por supuesto, p. ej. la (2.12) debe entenderse asfi:

sim

"Si Ay B transforman & en puntos de € y si Aij,rs’ en-

tonces Ay B son iguales en el espacio de los operadores gue

sim

transforman € en puntos de g",

Es de segalar que dos operadores‘ pueden tener "ele
mentos de matriz diferentes" (en el sentido usual) y ser igua-
les en el espacio de los operadores que transforman cierto es-
paclo en otro espacio; por ejemplo,; en la representacién_(2.6)

—

+ E1 simbolo ™ ==> ¥ gigmifica Mimplical.

ssim+esimy “/_wp.

r F
¥ Esta formula vale tambien si € “"“f:‘sp_, 8p &p
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S (ByTpy)13,15 = Hypfss = (mBtaplyy X 1 =m
Wl

¥ | hizdide

(IqyHepytt 11 = 8 B,
13,13 :

(2.14)
Sin embargo, es H(l)I(Z) = I(l)H(Z) en el sentido de que ambos
operadores aplicados al mismo vector de w dan igual resultado.

En cambio,como vimos, es -

Te1yH(2) # B1yI(ay (2.15)

2:4=2 = Bauivalencla escalar

Esta nocion es importante porque en la teorfa de una
"particula" (Cap. 3) veremos que dos operadores "equivalentes

escalar" dan los mismos valores medios.

Por definicién, My N son operadores egquivalentes +
escalar en un espacioc vectorial £ si para todo ¥e £ es

(¥, MY) = (¥, M®) (2.16-a)
o sea (ef. (2.2))
f‘lf"‘v‘(’z)M Yadx = f‘l’"""?a)N a’x (2.16-b)
Indicamos, '

M N . (2.16=c)

ad
esc
2

1x (mﬁ'*;‘l-”)ﬁ:'m’é(H(I)I(Z))13,15‘

+ Este equivalencia s tambisn una equivglencia en el gentido de los matena-
ticos; ademas, M y N son congruentes modulo O "donde O es el espacio de los

operadores O tales que (¥, 0 %) = 0.
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Es
M ~ N (% Mo = (¥, N9 (2.17)

esc
#
para todo ¥,¢ e #. La demo stracion se basa en unsa conocida i1-

dentidad algebraica (ver A2-3).

Observamos ademas gue en la def'i'nicic;n no se exige que
M y N transformen £ en £ ; basta que transformen A en elementos
de un espacio B tal que (¥, M¥) tenga sentido paraPe®;, M¥cB;
para esto ltimo es suficiente gue el producto escalar (2.2) eg
te definido en el espacio E(Yy ¢ec€) y que £ y B esten conteni

dos en €.

Anélogamente definiremos: M v N son egquivalentes escalar

spinorial en un espacio vectorial & si para todo YeRes

Y, MIP)Sp = (¢2 NY) (2.18=a)
0 sea
+ O _ yt A0
¥ fr(z)MtP- (% Yo Ny (2.18-b)
indicaremos
M (ese) . N. (2.19)
A& SP

Como para el caso anterior se demuestra que

M (e;ele D (Y Mcp)sp = (Y, Ncp)sp | (2.20)
para todo ¥, ¢ A,

&
Ademas es evidente que
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Mie3e) ¥ =—>M 3 K (2.21)
A& SP A ,
aungque la reciproca puede ser falsa.

Se impone una pregunta: La nocion de egquivalencla es-

galar, no es siempre la misma que la de igualdad ? La respues-
) . »
ta es: En nuestro caso, no, como demo straremos a continuacion:

Antes (y para dar motiveo a la duda) recordemos el g0~

nocido teorema: "Sea {% cp} un producto escalar de elementos

Yyoe A, tal que {%Gﬁ} >0 sgalvo ¥=0; sean M y N dos operado

+
res que transforman & "sobre": A&,
Entonces,

{¥, M9} = {v, No} para todo U,pep = M=N" (2.22)*
(E1 teorema se muestra asi: Si M % ¥» evldentemente {v, Mo} =
= {% No}. Si ¥, M¢} = {¥ Ny} es{¥, (M = N)¥} = 05 como ¥
es arbitraria, pongo ¥= (M = N)¢.. {(M = N)¢, (M - N)¥}= 0
de donde, por la hipotesis es (M = NY¢ = 0.

Pero en nuestro caso el teorems no es aplicable pues
++

(problemas aparte con el "sobre") puede ser (¥,%) = 0 con Y£0.

Claro que aun se puede pensar que con otras hipétesis (validas

+  Es decir, que todo elemento ¢ de A puede pensarse como ima gen de otro
elemento ¥ de A (p. o] ¢ = M¥).

++ Observando (2.2) y usendo la representacion (2.6) para +° es intuitivo
qus $# 0 con (¥,%) = 0; la prueba rigurosa la damos en A2-4.

Cabe nota similar a la nots * hechs al introducir la equivalencis es-
calar. Se puede demostrar verificando que si ¥ cumple (2.3), no, 1la
oumple ¢ =15 75, ¥ , o bien empleando la (3.33) a demostrarse mes adg
lante,
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para nuestro caso) pueda redemostrarse (2.22); pero ello es

Imposible pues en A2~5 damos un contraejemplo de operadores &

quivalentes pero diferentes.

2.d=% - HEauivalencis tensorial

Esta equivalencia es importante al estudlar las repre
sentaciones tensoriales del grupo de Lorentz (Cap. 6) del tipo

EM ¥ (ge alli viene el nombre).

Definimos: M y N son eguivalentes tensorial enA. si

para todo ¥e 2 es (precordar .(1.8)).
- ‘VI—M?‘: UNY (2.2%-a)
Indicamos
M%N
Como en A2~3 se demuestra que

MaN &> YMe = ¥N¢ (2.24)
para todo ¥, e

Mends, si £=€ o €5 es My N = ¥"M U= ¥'N¥ para to-

do + +
Ve Re==> ¥ My= YN¢ para todo ¥, pep (2.25)

Por ejemplo, para demo strar gue M;N(—:} ¢+M<P =

_ , o o
= Y’ N¢ cambiese ¢’*-*“}'(-l)’)'(a)¢ en (2.24).

La demostracion de (2.25) exige que si YeA sea

0
’Y(l)‘y(a) (/’67% lo gue ocurre para )E’ =€ o ESim, pero no ocurre

enw’. El caso A=w queda inclufdo en 1la (2.26):
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si A=¢, eI o eg
v9, 0o Mar© 0Oy ey My = ¥Ny .pafa todo pé:;- LeR s
QM A @ VS codo. g

e>¥"Me= ¥'Ne para todo YypeR (2.26)

2od~4 - Fc;rmul_as sobre equivalencias

Sea j?:l un subespacio de £; es evidente que

My N = M%;N (2.27-a)
M, ~ N = M, ~. - _
(e)sec)Sp (e}g;:)sp N = M e};c N (2.27-b)
~r A 1 -
My, V= My N, (_2.27 c)
A %,

También es trivial que

M SN (2.28~a)
M = N= => M 57X '
£ SP

Pasale de equivalencias a igualdades:

Digo que
a) si W?l)’Y?Z) M ¥ 'Y?l) ??Z)N transforman A gobre A en-
tonces

: (o] o] - 0 o s
AT = v T @M T M T (2.29-8)

b)Y si '}'?Z)M v O’?Z)N transforman # sobre A entonces

esc

A
No siempre se cumplen las hipotesis en las que (2.29) es va-

M N :—? ’)’(2) M,ﬁﬁ 7(2) N . (2029 b)
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lida.”
Demostramos e.g. la (b): Definod %, el producto escalar

(?,’P?Z)qﬁ =_ﬂﬁ¢ que es tal que {%,%}>0 salvo Y= 0;

{9,
M

e';c N implica {‘P, ,),C()Z) Mﬂp]= {‘P, ’)’?2) Nq’} § ocomo ?(()2) M v

S
7(2) N son "sobre“rpodemos aplicar (2.22).y escribir w?z)iﬂi;
Yo M- |
En AZ-6 se demuestran las formulas (2.30) -.(2.33):
'y(l) M ”'(1) N &= M (esc) N = M v N (2.30)
)‘B
: ++
A1) Bzy sta B A2 (2.31)
. 1
Migkt = Vi1, Pig,u = M sim ¥ S P (2310
Sp Esp
A B
(l) (2) (esc) ('7 B)(l) ('Y A)(Z) (2-32‘3)
eSJ.m
5p
IT '
AN (e3e). © (2.32-b)
s1nSP
Esp
pese a ser
o IT
AN PEgqp O (2.32~¢)
Esp
+ Ehemplo en que no se dan las hlpotesis' De (2.33-b) (ver mas abajo) es
I ggc £ (%r& * I) pero como E (% +%%) es singular, no tiene inversa;
entonces v, [% (vS7s+ Ij] no tiene inversa. Por lo tanto no puede hal-
larse 4 tal que ¢= 4;,,[ ('r‘,)'?(,,'i- I)]U' con lo que fallan las h1pote-
8is neceeariss para (2.29-b).
++

Aij y Bij son matrices 4 x 4, de dos indices.,



' ~  (AO o
A1)B(2) e (Y B) (A5

Esim
IT ‘ ~
AN ese 0. ° T &% fr?l)’r?z)
sim sim
€ £
pese a ser
IT
A gsim 0
Es surprendente la
—- - — —
%13 P o3c O 3 *2y'P o5c 9
W L2
sin embargo,
—_ — — ——
1) Pee 0 3 ¥ayPZO
w
o —- — ~ . o] — —- ~ '
Y(23Y(1)'P o5c O 3 Y(1) Y(2)'P e3¢ ©
w w

o o
Y(19 ese Y(2) °
w

2.e - CONJUGACION PSEUDOHERMITIANA.™
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(2 033"3)

(2.3%=b)

(2.3%=c)

(2.33-4)

(2933-9 )

(2«33-1‘)

(2.33%~g)

gee=l = Bl procedimiento conocido para un espacio con métrica

indefinida cuando no hay componentes redundantes.

—_
Sea #{ un espacio vectorial de elementos ¢i(x) sin com~

ronentes redundantes; sea v un operador hermitiano (en el senti

do habitual) de autovalores #+ 1, es decir tal que

+ Necesitamos la nocidén de pseudohermiticidad parse poder definir observa=

bles en la teoria de una carga (Cap. 3).



M=%, (2.34-g )**
2

W~ = I. (2.34=b)**

Salvo a veces la nomenclatura, obtenemos de las refe-

224 19, 10

renclas lag siguientes nociones:

Se define un produto escalar
(¥,9) = jfl/"q-cp a°x , Y, et (2.35)**

entonces la metrica en el espacio H es indefinida:

@,320 . (2.36)+*

Definiciones

AY E1 conjugado pseudohermitiano A de un operador A es tal

oue 10
(A%, ¢) = (¥, A9, (para todo ¥,pefl); (2.37-a )**
og 225 19, 10
E=ya'yp. (2.37-b)**
B) Un operador es pseudohermitianoc si 225 19, 10
A=14. (2.38)%*
2.e=2 = Adaptamos el procedimiento anterior a nuestro caso.

El producto escalar (2.2) es del tipo (2.35) con

= T2y 7z 5 (2.39)
y cumpre (2.34).
Sea # uno cualquiera de los espacios M/, Esim o &3 de=-

E.
finimos: A') E1 conjugado pseudohermitianc M de un operador
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M, es todo operador tal que P

(M¢y @) = (¥, Me) (2.40-5)
para todo ¥, ge#.

A
Queremos hallar la incégnita M3: si indicamos
T — &0 + .0 _
M=%y M Yoy (2.40-b)

£ £ _
entonces una solucion M de (2.40-a) es M = M puesto que

u¥9) = [adx(upy*2, 0= (VA2 0% = &, Ty,

pero tambien es solucidn (ef. Sece. 2.d=2) todo otro operador
A

M tal que
#£

) —

M e"}%’c M y (2-40"0)
'de manera que la soluecion puede no ser unica (recordar los e~

Jemplos de operadores diferentes pero que son equivalentes es-

calar). Vemos que tenemos mas soluciones que en (2.37).
Nota: Al igual que en la definicidn (2.26), en 1a

(2.40) no se exlge que M y ﬁ transformen £en £; basta que
transformen £ en un espacio B tal que (M¥,¢) v (¥, ﬁw) tengan
sentido para todo ¥, ve £, para lo cual (si #=w, esin o ¢
basta definir (¥,¢) en €, a imponer que si ¥c€ sea Mg ek,

I\:%cpes.

Llamaremos a M el conjugado pseudohermitiano prineipal

de M35 es trivial que

M+N =M+ ¥ (2.41~a)
MN =T M . (2.41=b)
@M = (¥, 719 = (v, 7Y . (2.42)
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Pambien es facil demostrar que si ﬁi es un subespacio de %3

£ A
M oy, M (2.4%3)
/&1

La (2.43) nos permite pasar p. ej. de la con jugacion pseudo-

hermitiana en esim a la conjugacién pseudohermitiana en v,

La conjugacién en la cual estamos fisicamente inte-
resados es la conjugacién en wﬁ pero a veces necesitaremos las
efectuadas en GSim y en € (p. ej. al estuddar operadores que

proyectan ortogonalmente sobre w).

Como en spin % , a veces puede ser util poder definir

la conjugacién pseudohermitiana en el espaclo spinorial ﬁnicg

sim
D p? Esp

Vgp (recordar Secc. 2. ¢)j definimos el gonjugado hermitiano
2

M°P de un operador M en el espacio.ﬁép, mediante

mente; sea ﬁs uno cualquiera de los espacios €

- %sp
(M‘P,LP)SP - (za(‘, M fP)sp (2-44-8.)
para todo ¢,¢eﬁ%
Si

p

MSP = 49 + 50 -
M (}’(Z)IM rY(Z) (2044 b)
(quf + = conjugado hermitianc en el espacio spinorial ﬁnicameg

te), entonces

Asp A _8D
M (esc) M (2.44-c)
£ SP

B') Adaptamos B) (Seec. 2.e-1) a nuestro caso:

Def.: Un operador M es pseudochermitiano en un espacio # si
£

M esc M (2.45=a)
¥
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0 sea si
M esc M. (2.45+b)
§
Entonces, ‘
(M¥, @) = (§yMep) (2.45~c)

para todo ¥,¢eh.

Por qué en (2.43) no ponemos el signo i ? Porque el
s{mbolo ?%6 es suflclente para que se cumpla la (2.45-c) que

es todo lo que necesitaremos para la ffsica.

Para que (2.45-b) se cumpla es condicicdn suficlente

(pero no necesaria) gue sea

M = }71 29, "d)
b (2.45

2.f - PROYECCIONES

Los operadores proyeccién que mas necesltaremos seréh‘+
los que proyecteﬁ ortogonalmente (respecto de (2.2)) € o ESim
sobre h@ por ejemplo, los necesitaremos para tener operadores
précticos que representen observables en la teoria de una "par

tfeula" (Cap. 3).

2.f=] ~ Repago de nociones conocidas

En general Aﬁ;d

indicara el operador que
proyecta un espacio £ so

bre un subespacio.:&1 en la

+ A1 menos en la aproximacion de una nparticulat,
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direccion de un subespacio

¥ -
2
complementario #é (rig.
@ £ L _ Yef
Z“’l)o {p = A-.L (JJ §
= |
Si la proyeccion gf;t -1
1
es ortogonal (respecto de Al

(2.2)), lo indicaremos con ~f;_‘ ‘Fig. 2=2
un subindice "[". Ademas, :
cuando no hay riesgo de error, podremos suprimir algunas -de..

las especificaciones indicadas.

Sean-ﬁl N #é dos subespacios de (fig. 2-1 o 2-2) ta-

les gque se tiene la suma directa

=% @4, (2.46-a)**
es decir tales que toda Yefes del tipo
p=y(1) 4 yl2) “ (2.46=p )**
con A A R 2
g (1) =Nk y(2) - N behy - (2.46-c >
ESQ
- 2
N ) 2 A g [ A\ A
Al ) = T:( A% - ALY A2 = A 27, -
4, at/\)zp1 = I,(/\’gz ) »zt/\tz_ ,(/\731 ) A’E1 3 (2.46-3)**
/\121?3 12’2;& _ Aﬁzﬁ' A,f'i,ﬁ-—

2, A A% M1 A gy

Si queremos que la descomposicién sea ortogonal respecto de
(l)el Jﬂ,l

X
1

(2.2) (fig. 2=2) es decir que sea para todo ¥

¢(2)e -ﬁé, entonces es suficiente (ef. A2=7) que A

Ay A -
(t)ﬁu% ) sean pseudohermitianas en £
£ A By A
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£,% R A A2 o m A
~ 2 of YHX
/\_L 053 Ay (de donde A ezc A ) (2.46-F)

Ejemplo: TLas descomposiciones €= EI@ EII, ESim =

= ESim IrC)851m II, ete. de Secc. 2.¢~5 son ortogonales por=-

que (ef. A2-8)

T2 AT (o sea AT I), (2.47)

la (2.47), con ayuda de (2.28-b) implica que se cumple (2.46-f).

(Para ser consecuentes con la notacion deber{amos haber puesto
ele
AL y etc., pero ello no es practico en este caso).

Zef=2 ~ Un operador proveccién simple (pero no ortogonal) de

851m sobre We

Definimos los operadores

H .\ H
sim (1) *(2)
AF'fE =1 (1+ ) (2.48-3)
2
pO
H .\ H
sim sim (1) *(2)
/\if =1 -ANETT 21 . (2.48-b)
2 2
| o2

Se trata de operadores proyecciSn puesto que (como es
trivial demonstrar)

vfsim 2 Wésim FSSim 2 FESim wﬂsim Esim
ARE =AT Ay 5A, 3 AYE

Aw’ =

sim sim
o AETT =, (2.49)

D/Es im

Sea.¢eESim; es evidente que Ap cumple la condl-
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cion inieial (2.3-¢) de dondeﬁytSimev/s/\§Sim proyecta g3im
sobre W también de (2.3-c) se deduce que /\Fv:fsmfl'évf 1lama-
remos F al subespaclo-de 1as Ai;Sim Y. Tenemos pues la suma
directa

¢S - e F  (2.50)
gue podemos simbolizar como sigue: representaremos GSim con
el plano del papel y los subespacios w’y F de €5 con las

- dos rectas de la figura 2-3.

Evidentemente:

sim sim )
AVE AT =0 (2.51)

F W W
Pese a gue el opera-

sim
dor /\1;5./8

es muy simple, tie

ne inconveQientes para las a-
plicaciones que siguen pues h Fig. 2=3

la descomposiecion (2.50) no

es ortogonal respecto del préducto escalar (2.2) (ver prueba
en A2-9); es decir, existen ciertos pares de vectores Zp(“/je\/,

¢Fler tales que

@M, oFly 20 (2.52)
esto lo hemos simbolizado en Fig. 2-3 dibujando ejes obli-

CuOS .

veSin - .sim
2.f~3 = 11 operador Ai gue proyvecta oritogonalmente €
sobre wh
sim
Buscamos un operador Azs gune proyecte ESim sobre v
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y otro
sim sim
ABETT o 1L pVE (2.5%)
sim i
€
ue proyecte ESim en g, tales que la descomposicion
q
€Sl = v g - (2.54)

sea ortogonal respecto a (2.2). Es decir, que si ¢ew§ Ye g

sea
(¥, =0 (2.55)
lo que simpolizamos dibujando ejes pervendiculares:
4¢
Vamos a construlr
wgSim
un en base a que cum~
ple (2.55) y que sea , | sim
weSin /\J“?Es "y 4" ————— Yee
AL Yew (2.56)
|
im
para toda ¥e 5™, |
i D-L——- W
Avesmy
La (2.3%=b)  nos L
dice gue podemosg satisfa = Fig. 2-4
ger (2.55) si todo elemento de g pertenece a ESim II; el pré

ximo paso debe ser evidentemente escribir (2.56) usando AI v

AII; para ello usamos la Secc. 2.b y lag (2.5) para due una

WGESim pertenezca tambien 2 w@.es condiciéh necesaria v sufi-

clente que se cumpla

Yoo+t )T

(13t (2)) T

Ay - -( ALy, (2.57-a)
om

Como VW Ay = =g’ y como Y= (/\I + AII)CI/ , es lo mig_

mo poner
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v +-’? g

(Y1)t "(2)) P

Y=Aly- Al . %. (2.57=b)
n

Entonces es razonable ensayar

. Yoy + P D
i R (1) (2)) P
/\f‘ésm=al+ (:L=-=z-1)|}Im-/\II ( P ]

donde a es un numero a determinar, diferente de 1 puesto aque

sim
sim Avf 3

sia#1 toda peg® P que

se proyecta en una ¢=

cumple (2.57) v que por lo tanto pertenece a w.

Hallamos g imponiendo (como ya diaimos) que g este

. sim sim .
incluide en SSim II' /\gs P= (I A“/e )cp sim 1 para lo
gque hasta |
sim
AT (I - AVE )tp- 0
I‘ II - ‘ Fg
(recordar: A~ A~ = 0)3 de aqui obtenemos
a =0
o sea v v -
wesim I 11 ( (y? (2)) P
AY = AT - ATH (2.58-a)
2m

' sim
AUn falta probar que( Ve ) =Ar/'551m 0 sea gue se

trata de un operador proyeccion proplamente dicho, pero antes

sim
indiquemos que el /\V/ definide por (2.58-a) cumple tam-
bien (ef. A2-10)
b/sSim _ 1 —_— . - T
H H
1 (1) “(2)
=\ ) (B "oy * Eea ke 82

s
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1
- o} 0 Lo} o} _
e (H(1)"’(1)*H<a)”’cz)*H(a)”’<1)*H<1)*(2) (2.68-4)
= -}-—(H +H )(ryo +4° ) (2.58-e) .
o VT TR (M) T2
1 — — —_ —
_ o .o o 0 |
" [2m+2m "’cm"’(aa"("m*”’(a)) P*(*(l)"‘(z)*“’(z)“(l)) ]
| (2.58=f)
1
- — o - (o) - -
"l (0 = 220) (Ray - Hipy) (2.58-¢)
sim
En cuanhdo a AP ponemos
sim sim
_ WE
N <€ =1 -A (2.59)

y tenemos p. ej. (cf. 2.58-g),

Agesim i} i
1 4m

("?1)"’?2)) (H(l)"H(Z))
) (2.60)

Se trata de un operador proyeccién propiamente dicho

pues {ef. 42-11)

/QJéSim "y ng551m

I gsim 1
de donde (2.61-b)
/§581m N Agesim
1 8sim L
(no es 1feito reemplazar ;é}h" por "Ef" ni por " gsim" ni

por " = n),

Con (2.61) hemos reficiado (2.55) (ef. (2.46~F)); a-

demés evidentemente
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sim
AWESTE
1 w
Una representgcién:

sim
I 3 /\iﬁ O _ (2:.62)

&

. » sim
En la representacion (2.6) de las qJ‘toda.Aié be

obtenida por proyecciéh ortogonal a partir de una qw;eSim es
de la forma (cf. A2-12), .
: 3 5 3
Y a ¥ BTUATVA AT $ordee ?}3;%
11 12 L 2m o m )
& o Flgte b p ¥ ey by 2P bt q’:e*”,q’u,
21 22
. am 2m
ck@“z _
A 5 L] : :
. f’%fﬂ%’é P 8/}55'*’-4’34 P (b*a*‘*’-qé'a'pﬂés*;qﬁ& ' ) ¥
53 54
&wm 2 m
5 3 3
b %f"" Gl Ui Py, PGP q’ea'ﬁapﬂf %
\ 2m o 2m 3
(2.,63)
- . = i - 2
_Cordlario:
Comparando con (2.9) se ve que para construir por
R , sim
proyveccion ortogonal * un elementOJ\l @efé.nartir de

una ¢e€sim’ 5510 se necesita la parte ¢I de ¥, A 1a miema

conclusion se 1lega observando (2.58=b), Es decir, si.quSim,

#eSim Esim

w'gSim I _ W
A Y= A7 ¥t = A

i . (2.64)

+ Salvo lo de “proyeccién ortogonal" este corolario no es nuevo (Ver
Belinfante 7).
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2.f=4 - Productos de operadores provececion tipos 2.f~2 v

2.£-%.

En A2-13 se demustran las formulas que siguen; si se
recuerdan las fig, 2-3 y 2=-4 1los resultados obtenidos se hacen

intuitivos con las figuras asociadas a las ecuaclones que si-

guen: ¢ ¥
sim sim sim Lsim
/\"{e N AT (2 65ma) vet
/ W
—-
HA“}’F”"'W
Fig. 2"5'&
#Esim P sim _ FESim gE:sim
AETTATT S AT (2.65-D)
9 ¥
sim
85""'q, —— o Ye€ E> )
Ai 7 sim a::’ S e sm'q,
v J/ < sim
N weBM o sim - AVETM FET Y,
AL Ay ¢ e w
Figo 2=8=b
" h
F
‘ sim sim
g€ wew Tt -
N Ap 0 (2.65-c) poe®™
7
/|
/|
T -
wsslm
Ay y



sim sim sim sim sim
g€ FEZT_ g€ g€ Fg
(2065’&) .
w
] ¥
AWES imA,/Es j:m.___,\u/e sim 7 sim
F 1 1 (2.65=e) Yet
I W
:sLsim -
A (]
I"/_sim sim We sim sim -
e g€ ~ W€ _AWE
AF'_ AJ. AF /\L
(2.65-1)
-

Fig o 2"5":8
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T¢ ¥
esim Jjesim .
/\I:/ /\"_{e =0 (2.65-g) e
|
|
wesﬁnq, - W
Fig. 2-5-g
%
sim sim sim
AFu;’E A§€ = AFM/E “aim ?esim
(2.65<h) im AT AT
A?f ¥ —~F~ S Yo"
—

Fig. 2~5-h

af~8 = Proyecciones (no ortoponales) de € sobre gsimyiant:

Las necesitaremos para 2f-6. Definimos & los opera~

dores
gsim ~ ¢sim
A =l(I+I)- A j = L(& 8 + 8 § )
gant 27T\ eant Aylosd T 2\ 10 Tl 135050
(2.66-8.)
Eal‘lt Esim 1 ~
sim = 1 - Aea.nt =3 (I-D)

AESTTe C1l(s s - & s (2.66-b)
eSim /1115373, 2 \ 1039 L0+ 14 105, )

Sea ¥ un elemento de €; es trivial que (ef. A2-14)
gant

csin Ycegant (2.67)

g(sim) _ Agzgngg YeeSin | glant) _ A
€ .

+ T = § 8 (cf. Secc. 1-c).
hindidy  Tipdp iy,
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y que se trata de operadores proyeccién pues

gsimg 2 _ Esim ] Ea.nt 2 _ cante 1
A = A 3 A =
eant eant E,Sim Esim
RSN ' } (2068)
AGSimE AEa.nt _ Aeante ¢Sim

Ea.nt ¢ sim T gsim 7 cant =

con lo gue

sim ant
) anf: = I3 Aeim = 0
£ gsim ol gsim
& (2.69)
sim ant
y ang = 0 3 ¢ sim = I

Las proyecclones no son ortogonales y (cf. A2-14)

simg ) /\Esir‘ne

€ +
A gant esc ' cant (2.70)
£

sin embargo en el punto siguiente estos operadores nos permi-

tiran proyectar ortogonalmente € sobre hf

Finalmente, si Aij es una matriz 4 X 4, es (ef .A2-15)

. . )
gsimg A _ gsimg A _ 1 Esim
Rant (1) Topp Neant N@) T, 2 Nant( (1) ¥ (2)
e
Ean‘t Eante 1 eante
A = = A = = N
ESim (1) gsim (2) gsim 2 Esim ((l) (2))J

(2.71)

+ E1 simbolo X es la negacién del ~ .



57

2f-6 - Proyeccion ortogonal de € sobre v
| » ESim » »
Asi como para /\L s aqui tambien se puede construir el

operador /\‘f‘: a partir de propiedades prefijadas, pero su obten-

cion es mucho mas engorrosa. El resultado final es (ef. A2-16)

WE “/Esim gsimg 1 /., — ) - T Eante
A = A A o+ e | P - Y, oA (2072" )
L gant om (1)7 "(2)/°P Aesim a
wesim gsimg 1 AT (-> - -\ gante
=/ Aea.nt o5 A "1y "2y P AESim (2.72-b)
wesin sim 1 o ) o gante
AL Alant ~ 2 iy - H(a)'r(zg/\ Acsin (2.72-c)

:AV/éSim /\ESim£+ ‘E’%} (’Y?l) H(l) —W‘?Z)H(a))/\/\gante (2.72-d)

Eant sim
Y/S_ 1 o ~
A= Zﬁ(Hm*H(z)) ("’(1) . +"’(2)'I> | (2.72-e)
DA SN CF (2.72-£)

es un espacio tal que sus elementos son @=AY¢ ¥, es

»f@\[:ﬁ; (2.73)

/\i"E WA /\fe VeV (2.74)

Wt

€ ' .
(/\L Yy /\ie son operadores proyeccion propiamente dichos pues

(ef. A2-16)
WE wE wE Ve wE

Evidentemente,
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we

wr
/\‘f6= /\‘J‘_’€Sim (2.76-b)
€sim

La_descomposicién (2.73) es ortogonal pues (ef. A2=16)

weé JE_ L UE :
AT RATER AV AN (2.77)

Debe observarse en (2.72=-a) que aunque aparece AE§?§E

Eante¢

-1 N o Al - )
¢ === Y1y ?12)) P AT A gim ©S tal que ;34 7 Pyq° La con
tribucion de 62?56 a la formacion de w se debe a que los espa-
clos 8Sim vy Eant no son ortogonales (cf. A2-14). E1 que la no

ortogonalidad de & ¥y eant obliga a la contribucion de 6ant

cuando se proyecta ortogonalmente € sobre w se visualiza en 1la

fig. (2.7) cuyo plano simboliza al subespacio subtendido por W
ant '

vé .

PN
| {
£
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CAPfTULO TERCERO

LA APROXIMACION DE UNA PARTICULA

3+¢a - RESUMEN DE NOCIONES GENERALES CONOCIDAS e

Es sabido que 18, 10

para spin entero no se puede construir
la aproximacién de una partfcula con p = densidad de probabilidad,
I p d3x = +1, sino 1a aproximacién de una “partfcula" O carga, ¢con

€p = densldad de carga, ejé d3x =+ e = carga del sistema (e> 0).

Elle esta conectado con el hecho de que puede definirse un

producto escalar indefinido adecuado en el espacio de los vecto-

res de estado.

Varios autores'han trabgjado sobre spin entero y sobre me -
tricas indefinidas; no todos trapajan con la misma generalidad,
ni emplean la misma nomenclatura, ni proceden de la misma manera.
Hémos tomado ideas de varios de ellos-formando as{ el esquema que
sigue; dicho esquema es educuado para nuestro trabajo (salvo pro-
blemas conectados con W # €518 £ ¢) ¥ por lo menos libre de con-
tradicciones internas +. No estudiaremos partfculas nheutras pues
Feshbach y Villars mostraron que al meﬁos para spin O es.prefer;

ble atacarlas aparte, via teorfa de campos

.I) Con una métrica (¢,¢) indefinida en el espacio de los vecto-

res de estado [(¥,¥)% 0] se pueden describir estados en que

+
El esqyema que sigue es el mas frecuentemente usado (salvo detalles) pero
no el unico; de Broglie ? usa uno escencialmente diferente,



II)

ITI)

V)

)

vI)

vIiI)

VIII)

la carga total eg * e (e >0). Si (¥,¥) 2 0 normalizaremos
% en forma que sea (¥,¥).= + 1. La carga total es e

(%,9) 18,

La métrica en el espacio de los vectores de estado se defl
ne asf: (§,¢) = I ¢+q ¢ x donde v (que es unico para una
representacion dada) es un operador tal que ﬁ+ = 9(+ = cop
jugacién hermitiana habitual, es decir respecto al produc-
to escalar ¢f¢); qﬁ = v implica que la carga total es real.
No hay restriceion fisica si uno se limita a y tal que q2=
= I, cosa que hacemos. ze
p = ¢+q ¢5; la densidad de carga es e p = e J o, 185 10 1

A 18, 10;

cuadrivector corriente es e j a menudo abreviare

mos llamando densidad de carga a p ¥y tetravector corriente

a jP (es decir, e =1).

Fd
La conjugacion pseudohermitiana se define como en A, Secc.

Zoe""l 22? 19’ 100

Los operadores pseudohermitianos se definen como en B,

Secc. 2.e=1 225 195 100

Los observables se representan por operadores pseudochermi-

i 1 3 19,10
tianos para que sus valores medlbles sean reales. 225 19,1

Los valores medios se definen por <AD> = ($, AY), Y= fun~-

cion de onda.

Sea A 4, = ay, la ecuacion de autovalores de un operador

pseudohermitiano A, con q% perteneciente al espacio de los
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” »
vectores de estado: como en mecanica cuantica ordinaria A

es un autoestado de A. Pero el valor medible Igue indica~-

remos con (a) | no necesariamente coincide con el autova~-

lor a. FBn efecto. Se definen 14 los valores medibles -
(a) _del observable A como 1los valores medios C<A> de des-

vigciéh nula. Por lo tanto s1 €= (¢g, ¢%) es la carga del

estado representado por ¢, el valor medible es
(a), = (4,, A ¢,) = a € que (ef.I) no necesariamente es i~

gual a 3.

a
IX) 8ii %% H% con H = H la normalizacion (¥,¥) se conser-

va en el tlempo 22.

st}

) s192 =94+ i[n,a) es<d>=A <522

XI) Llamaremos pseudounitarias a las transformaciones § —= ¥' =
= U¥% de los vectores de estado, yp~~vyt del operador que
da al producto escalar, tales que (%', @) = (%,9). E1 pro
ducto escalar transformado es (%', ¢') =4[¢“+q!¢' a3x y debe
ser ?= U+Qt U. 22

XII) Los operadores se transforman segin At = U AU™Y con 1o cual
<a>=<qany , 2

Nota
‘Admitamos (cosa que ocurrira en nuestro caso) que existen so-

luciones ¢(+) con (¢(+), ¢(+)) =+ 1y (=) con (W('), ¢(-)) =

= ~ 1 gue sean ortogonales: (¢(+); ¢(")) = 0. Entonces es inme-

diato que
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¢(O) - q,(‘*') + q,(“) (3.,1’_&)

es tal que

@le) ylody - g (%.1=b)

»
Es evidente que estas soluciones caen fuera de la normalizacion

indicada en I. Caben dos posibilidades: Incluir o excluir es-
q,(O) 14

tos como funciones de onda de una part{culao Ki Heitler—
ni Feshbach y Villars 10 siscuten los estados ¢(°). Tampoco 1o
haremgQs nosotros, pues no afectan nuestroé resultados; solo se-
nalaremos que todos los valores medibleés con précisién son nu-

los para un estado w(0) (qr, A3=1):

() = (B) = ... =(g)y =0  (3.1=c)

%.,b =~ LA DENSIDAD DE CARGA3; BL TETRAVECTOR CORRIENTE

De III con solo usar (2.2) es

p =W =¥ 0¥ (3.2-a)*

En la seccidn 6E.g se demostrara que el unico 4-vector no

nuloc que se puede formar combinando bilinearmente +'¢ y ¥ es

1= Py Y 0= p =T Y=Y 0,y ¥
(3.2-b)*
I @ Sy W)

consecuente con (3.2-a).

Por otro lado, y como era de esperar, la teoria de &ampos

(cap. 8) confirma (3.2-b).

Utilizando (2.31) (2.33=a) se pueden poner las (3.2-a)

+ Sin usar M,
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y (b) en diversas formas que dan igual resultado numérido;'en
particular se obtilene que
0 o 0 o o
. ({1y +7%y) - . (“’(1) (2)* "))
p=¢ . 5 =¥ »

(302"‘(! )*
que es el j“ de Belinfante 3 y el de de Broglle, ? de manera

que no hay novedad esencial en nuestro (3.2-b).

Usando la representacién (1.6) se ve que jp se traslada
en el J¥ Ae Kemmer. Ademds traslando j* a la formulacidn
original (Proca) se obtiene el 3P habitual en esta (ef. cap.

6) lo cual tambien se conocide.

Es sabido 3 gue | '
3 =0 (3.3)%x

lo cual se demuestra de la misma manera que para spin % .

3eg = BEI HAMILTONIANO
Z2.¢=1 - Su obtencion N comggracién con los hamiltonianos de Kem~
mer ;

S1 H =&'-F+f3' m es el hamiltoniano de Dirac para spin %,

las ecuaciones de BW se pueden poner en forma hamiltoniana,

oy

1 TFY =501y He2)
(3.4)
Fig = ¥

para lo cual basta multiplicar (1l.2-a) por ¢%1)' Compérese esta

trivial demostracion con la necesaria para escribir las ecuacio=-
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15

ries de Kemmer en forma hamiltoniana.

En el caso de Kemmer la forma hamiltoniana 1 g% = H¥% no

es equivalente con sus ecuaciones (1l+5) (ﬁF %= m¥) porque en

: » » ];;‘
la demostracion se debio multiplicar ambos miembros de una ecua
cién.pbr_un operador singular +, tal como 1o explicita el pro
pio Kemmer en su trabajo. Tal dificultad no aparece en nuestro -
caso porque hemos multiélicado (1.2~a) por W%l) que no es sin-
gular (por lo tanto FY?l))-l existe y la demostracion

(1.2) =>(3.4) es imvertibles (3.4) = (1.2)).

Taﬁto en el formalismo de BW como en el de Kemmer la cor-
respondiente condicion iniclal es consecuencia de la ecuacidn
escrita en forma manifiestamente covariante [(1.2) e (1.5)] ¥
no es necesarlo postularla aparte. Lo propio ocurre en el for~
malismo BW cuando las ecuaciones se escriben en forma hamilto-
niana. En cambio, en el de Kemmer es necesario postular por
separado su condicidn inicial si se escribe la ecuacidn en la
forma hamiltoniana ++n La pseudohermiticidad de H se verifica

T + o] _ .0 o] _ _
facilmente: H =95y Hiqy ¥ oy 7(py Hipy 8(p) T Hpy = H

mw - 0 4= O _ 0 o o _
=y By ) T ey By Yy THay =E (3.8)

v, ansp es igual a la densidad de znergia que obtendremos en

*+ Recordar que 0a=Ob dice menos que a=b.

++ En los dos formalismos se necesita la condic@én inicial para plantear un
problems de valores iniciales (dar una ¥ (0, X)ew).
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teorfa de campos (ecap. 8) la cual a su vez es consecuente con

las densidades de energfa obtenidas en otros formalismos.

3,0=2) Comgaraciéﬁ gon el hamiltonisno de de Broglie.

Por (2. 13), en la ecuacion 1 at H(l) ¥ puede reemplazar
se H(l) .por otros operadores que den igual resultado (enaf); en
particular puede ponerse i g% = % (3(1)4-H(2)) ¥, y se tiene el
hamiltoniano de de Broglie .

+H
Preferimos H = H(l) I(Z) en lugar de ﬁ&ll~—~L§l porque,

L4 »
ademas de ser mas breve,

?
az = Hopy¥
1) las < F implican la condicion inicial (2. 3) En
1013 = iji azp g;z*H(aﬁ
o / 1Lag = 2
camblo, de las < -> no podemos deduecir
\ /

la condieion inicial,; y es neeesarlo postular esta por sepa
rado como una 3§_ecuac16h.

2) % (H(l)'*H(Z)) es singular, lo cual hace mas delicadb y en=

gorrosc su mane jo,

”
Pero la elecclon se hace por motivos de convenlencias no

hay argumentos ffSiCOS Pues H(l)I(Z)W 2 '

Usando la representacion (1.6) es facil ver que el hamil-

toniano de de Broglie es anélogo al de Keﬁmer.
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3.c=3) - E1 operador m Bi1y=Z(2)

En lo que hace a encontrar un operador tal que mediante
VIII (Secc. 3.a) obtengamos los valores medlbles (E)m de la e~
nergia, tenemos una libertad aum mayor que la de elegir entre
varios operadores iguales en U’a-H(l) I(Z)’ En efecto,.si H =
= H(;)I(py da los valores correctos de (B) , todo operador M
tal que = M %59 H da los mismos valores correctos de (E)m, aun

cuando sea M £ H.
o

En particular, por (2.33-d),

H ese Pe1ym © sea W,EW = (Yymf 5%, (3.6)
0 sea ''valor medible de H "=" valor medible de mﬁ(le(Z)".

Por ser mﬁ(l)I(Z) atn mas gsimple que H(l)I(Z)’ uno estaria
tentado de trabajar con m P(ljl(?) como operador energfa; no 1lo
hacemos para mantener (dentro de lo posible) la similitud con 1a

F.Y »
mecanics cuanticz ordinagrias:

1) Los autovalores + m de mfB 1 yT(5) no tienen nada que ver (aup
que los multiplicque por €= + 1) con los valores medibles

i«/ﬁ’zp: n®  de la energfa. Ver mas adelante (Secc. 3.e).
.’ oy
2) m B(l) no da la evolucion temporal 3% -

2) Ia obtencion de los autoestados de mp(l)I(Z) es artificiosa
sil este operador representa a la energfa (se demostrara en Secec.

Z.e~3),

* Recordar (2.16).
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3.0=4) = Sobre el autovalor cero del hamiltoniano de Kemmer.

Kemmer 15

hace notar que su hamiltoniano tiene los autova-
lores + po = i.wp24-m2 ¥ 0y perc que para una plana monocromati-

. +
ca ng se obtiene C como valor medio, sino Pge

Creemos que la introduccidn de los espacios ufy ESim ¥y la
forma (2.3-c) de nuestra condicion inicial en el formalismo de

BW permiten clarificar la cuestion.

En primer 1lugar, gueremos demostrar que los autovectores

de H con autovalor O no pertenecen a &, es decir, no son posi-

bles funciones de onda. Para ello trasladamos el hamiltoniano
de Kemmer al formalismo de BW3; obtenemos el hamiltoniano de de
Broglie (usar (1.6)):
= H

HeyIeey * Tz

de Broglie 2 (3.7)%*

HKemmer

Ahora, si ¢(°) es una autofunciondel hamiltoniano de Kemmer con

autovalor nulo, debe ser

HKemmer ¢(0) =0 ‘ (38-a)
(o) - o
H(l) v - H(a)q’ (3.8~b)
Con (2.48-b)
AF € sim w(o) - ylo). ylode g (3.8=c)
sim

slendo F un subespacio de € que te s0lo tiene en comun con w

el origen (ver fig. 2-3).
S 0) g o (3.8-a)

Puede darse una segunda demostracion utiliéando la descomposi-

: = R
la existencia del autovalor cero la deduce de Hiemm. P, HKemmer'
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cion en ondas planas de Cap. 4 (ef. A3-2).

Habiendo demostrado gue ¢(O) no es una posible funcion de
onda, basta releer VIIT (Secc. 3.a) para comprender que "€X (ay
tovalor 0)" del hamiltoniano de Kemmer, no tiene conexion con
ningﬁn valor medible de 1la energfau Por supuesto ello no signi
fica que el hamiltoniano de Kemmer sea incorrecto, sino que
nuestra que hay que tomar precauciones antes de conectar con va
lores medibles los autovalores de un operador (aunque los multi

pliquemos por £).

2,c-5)'~ Estados de energia + positiva ¢(+) v negpativa w(-)’ o=

rd »
peradores provecclon. Valores medibles de la energia.

Por definicién,
¢(+J = superposicién de auntovectores de H con autovalor + Po*

2;;( =) = n n " noonon "

- po.
El desarrollo en ondas planas monocromaticas se da en de-

talle en el Cap. 4.

Seancﬂ(+) ytﬁ(“) los suﬁespacios de W correspondientes a

W) o g2 g+ ew (3, 9(=) cwl=), gy g(-),
=) gui-) (3.9)

Es evidente que los operadores proyecciéﬁ decﬂ'sobret¢(+)

yu)(h) son

t+ Decimos formalmente que las sgluciones son de energia positiva o negativa;
por (3.17) ambas son de energ{a positiva; hablando con propiedad, hay que
decir que son soluciones de gcarga positiva y negativa (cf. 3.14-a).
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A+  H (=) H
A =.21.<1+;5);/\i" =%(I~-;5> (3.10)

¥y que se trata de operadores proyeccién propiamente dichos,

W+ )2 w{+ ) w(=Yw\2 Ww(=Jw
(/\;' ) = AL ; (/\J_ ) = A, ete. (3,11)

Finalmente, la decomposicicn es ortogonal respecto a:{2.2), co-
mo se demuestra asf: Por (3.10), y (2.40-b) es

O+ w g () w (=Y W=
Ay = A, ; Ny =AL (3.12)

de donde, por (2.46~f) resulta la ortogonalidad en questiéh:
(¢(+>’¢c-)) _ (q,ca), z,,<+)) . (3.13)
Adelantamos un resultado del Cap. 4:

Hay una relacion entre el siegno de 1la egeggfa y el de la norma=-

lizacion (este ultimo es igual al de la cargal). Es,

(949, ) 50 b (6, 6 No e
Por I, Secc. 3.a debemos normalizar a + 1 (carga + e) las solucio

nes de energfa positiva y a =~ 1 (carga - e) las de energfa negs

tivas
(‘//‘”, flz(”) =+ 1 ; (?#(“), !P(")) =1 (3.14«b)
81 €= £ 1, las (3.14) implican
(q,(E)’ W—’) = € §g (3.15)
Coreolario: Valore medibles de H.

De VIII, Sece. 3 a y de (%.14) resulta que si

f ‘P+po * p° Ps po (3.16)
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(can(9+po € ), los valores medibles correspondientes son

(E)m = ("Pi po? Hkpipo ) = + po((pi pO? “Pi pO) =+ Dy (3,17)*
contra lo gue ocurre en spin % en la teoria de una partfcula

propiamente dicha.

Por la completitud en u/ de las ¢, .o e o (ver Cap. 4)

no hav otrosg valores medibles de la energia.

3.d = OBSERVABLES, GENERALIDADES-

Como en VII, Secc. 3.a los valores medios de un observa-

bles A correspondientes a un estado ¥ (i Pew) se definen por
<A> = (¥, a¥) (3.18)

Como en VIII, los valores medibles (a)m de un observable

se definen como los valores medios correspondientes a autoesta=-
agos

(a), = <A . (3.19)

Como en VI, log observahles se¢ representan por operadores

pseudohermitianos en ' (ver Bt, Secc. 2.e=2),

A égc A (%.20)

ya que ello garantiza la realidad de los valores medios, y como

consecuencia; de los valores mediables.

Sea
¢, e W (3.21-a)

14

Este resultado es ya conocido para spin 1; ver Heitler
formalismo de Sakats y Taketani.

que lo demuestra



un antovector del observable Ag

Ag =

a - 2%
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(3.21-b)

como en VIII, el estado representado por q; es un autoestado,

Y, = autoestado (3.21-c)
y el valor medible asociado a g es
(ad, = (¥, A ¢,) = Ea (3.21-4)
donde
E= (¢, tPa) =+ 1 (3.21-e)

es el signo de la carga del estado.

A =

OBSERVABﬁES, EL PROBLEMA DE 108 OPERADORES QUE TRANSFOR-

MAN & EN €.

La importancia préctica de

la cuestion que discutiremos a-

quf se vera mas adelante, al estudiar el spin.

Z.e~1) = Log Operadores de Segunds clase Pueden Repregentar Ob-

servables.

Agruparemos los operadores
clases:

Operadores de 12 clase: Son los

en W tales que para todo ¥Ye es

a

0 o) de 2= e: Son los

pseudohermitianos (en o) en dos

operadores A pseudohermitianos

A ‘Pew:)

operadores B pseudohermitianos

en W tales que existe al menos um Yew tal que BYe€ péro Bg o,

r I »
Como en mecanica cuantica ordinaria se trabaja unicamente
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con operadores de 1% clase, y como otros autores han utilizan-
do en formalismos de este tipo operadores de 22 clase (sin dig

cutirlo, dentro de lo que sabemos), es razonable plantearse es
ta preguntac:

Cual de los dos puntos de vista que siguen es el correcto?

12 punto de vista: Los observables se pueden representar ﬁnl

a
camente por operadores de 1= clase.

22 punto de vista: Operadores de las dos clases pueden re-

presentar ohservables.
o 2
Solucion:

Se a B un oOperador de 22 glase s llamaremos operador tipo W aso-~

ciade a B al operador
W) - B A ; (3.22)

evidentemente {(cf., (2.74)}, BOU) es de 12 clase,

Tha descomposicign tipo Peirce

B =AT" B AYS+ATE BAYE+AYE BASE +AE BATE

(W)

conecta B con B o

(2.23-a)*

Todo ¥ de (3.18) pertenece a W' entonces por (3.22), (2.77)
y (2.76=a) es™t

* Usando (2.72-¢) 1a igualdad es trivial.

o+t . . ° S I R s ?
Esta discusion seria mas dificil si nuestros operadores proyeccion no
fuesen ortogonales respecto a (2.2).
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(BY= (P89 = (¢, 3 ¢y = (@) (3.23-b) "

B egc (W) (%.23-c)

Si gf“” (operador de 12 clase) representa aun observable,
lo propio hace B (operador de 28 clase) pues B v z(W) tienen

los mismos valores modibles. Por lo tanto, ¢l pertenecer a
la 2% clase no impide gue un operador repraesente a un observa-

ble.,

%.e=2 = Autovectores gue no Corresponden a Autoestados. Fal-

sos Valores Medibles. Fslsas Degeneraciones.

Sea
B fb = b fb (3.24)

la ecuacién de autovalores de un operador (de 12 o 22 clase);

si es‘fb,¢tdl no existe ningin estado r{sico cuyo vector de

estado sea fbiAy por lo t@gto, j% no es un autoestados v el

numero (b)lu = (fb, B fb) = Sb no es realizable experimental~

mente .

Excepeidn: para (b),: que ademds de f e W exista otra
fgezuf++ (con igual b)Y, o sea degeneracion} pero entonces el

numero (b)m corresponde al estado f% ¥y no al fb’ de manera qué

+ Por 1o tanto, tienen los mismoe valgres medibles; pero, como veremos
mas abajo, el metodo de calculo de estos es diferentes B tiene autoesw
tados que no gon autovectores, cosa que no oocurre con B &),

++ Mag adelante se eomprenderé que esta fg'deba ser gdemﬁg autovector de
B™ (of., Seccs 3.0-4).
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en este caso lo que origina la f, £ w es una degeneracion a-

parente, no realizable experimentalmente.

Toda fy ¢ W es un autovector que no corresponde a un au-

toestado.

Notacion: Si B representa a un observable, indicaremos con
(e)

f(&b) el autoestado de carga £ correspondiente al valor medi-

ble (b)m = Ebp.

2.e-3 - Obtencion de los valores medibles v de los autoesta-

dos de un operador tipo uh

(w

Sea B un operador de 12 clase (3.22).

(W)

Teorema: Sea B un operador tipo o', Todos sus sutovecto-

res (en £€) correspondientes a autovalores no nulog pertenecen

a W(vy son, por lo tanto, autcestado.

rd
Temostracion: Ses

(W) Py =Db@, 5 P eE (3.25=a)

su ecnacion de autovalores. Premultiplicando porj*f‘deducimos

(usar (2.76)) c
0 =bAf ¢, (3.25-b)

de manera que si b # 0O es AY€ @, = ¢ , o sea
1L b b
P e (3.25-¢)
Por VIII (Secc. 3.a)

“’Egégwb donde &€= (¢, F) (3.25-4)
| Q.E.D.
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. . . r
Corolario: Todos los numeros

(b)m = &b con b A0 (3.25-e)

son valores medibles.

Para un operador cualquiera, es necesario verificar cuales
de los numeros £b son valores medlbles (es condicidn necesaria
tpbew“), Para los operadores de tipo ¢y 35010 es necesaria dicha

verificacion para los autovalores b =0,

El conjunto gE] (W) de los autoestados ggsg)g un operador
de tipo uwres el conjunto de sus autovectores ‘_{1 con b 20 mgs ,
wh
el de aquellos Q: tales que /\! Eﬁ = gg .4‘§;:-:',§;g;bélicamente,

{ %53,} {650 %0}  nds 19,5 AL% 0 = @,} (3.25-0)

Existen realmente autovectores ¢ €)WV ? Pueden existir
(w) («) e
=T = /\
(3.26)

y evidentemente todos los vectores de J son autovectores de AYE

como 1o prueba el ejemplo: Sea B = I; es B

con autovalor nuloe.

Bo@=d = Obtegciopg de los valores medlbles v de los antoestados

de un operador B de Za. clase.

A) DIFICULTADES. DEMOSTRAREMOS INTUITIVAMENTE QUE OUEDE OCUR-
RIR QUE NINGUNC DE LOS AUTOVECTORES DE B (MULTIPLICADO POR
€) SEA AUTOESTADO.

Es Intuitivo que si B es un operador arbitrario de 2a. cla
se, el espacio w no es privilegiado para el mismo de manera que

existen operadores de 2a. clase (probablemente son la mayorfa)
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cuyos autovectores fb tienen cualquier orientagfon respecto de

u]o

El plano del ditujo simbollza a , Simw
bolicamente se redujeron a 1 las dimensiones
de los espacios y {las dimensiones wsping
#lalas reales son 6 y 16.6m10),

Es entonces intuitivo
que existen operadores de
2a. clase (y probablemente
son los mas) tales que no W
tienen ningﬁg antovector =

+ o $
= autoestado y por lo b

tanto para ninguno de los
meros (b) =¢b h -

ra

r de gue gea verdade-

ro valor medible.

Fig. 3=1
Como la demostracion de la existencia de tales Operadores
patolégicos no es rigurosay conviene rigorizar, lo que haremos
en B. Pero antes, reforzaremos la demostraciéh aportando un e-
jemplo: Sea el candidato a,energfa mﬁ(l)I(Z) de Secc. 3.c=33 en
A3-3 demostraremos que este operador pseudohermitiano es de 2a.
1. .2

clase; y que si p~ = p~ = 0, p3 # 0, ninguno de sus autovectores

++
pertenecen a w .

Cabe ademas la cuestion: Admitamos que para muchos operado-
res de 2a. clase ccurra la situacion antedicha. Pero, no existi
ran clertos operadores de 2a. clase tales que tengan un nﬁmero
suficiente de autovectores en w? La respuesta es negativa, y

se da en B.

B) DIFICULTADES. DEMOSTRAREMOS RIGUROSAMENTE QUE NINGUN OPERA-

* Un fb £uw' no es estado, por lo que menos puede ser autoestado.

++ [a dificultad no se debe a que la autofuncion no sea de cyadrado integrable
(por ser autoestado de p) puesto que esto es subsanable via autodiferencia-
les.
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DOR B DE SEGUNDA CLASE ES TAL QUE SE PUEDAN OBTENER TODOS SUS
AUTOESTADOS MEDIANTE LA REGLA HABITUAL DE IGUALAR "AUTOESTADO" =
= "AUTOVECTOR PERTENECIENTE AL ESPACIO DE LOS VECTORES DE ES-
TADO",

Admitiremos como hipétesis que los autoestados wggg) de

un operador forman sistema completo en /. Demostracion por el

absurdo: Supongamos que (B) es faiséjreﬁignceé“paré cada estado

*PEGE.?)) existe um autovector fb que 1o es proporcionalt Sea el con
Junto de esos £ (€)

S1 f,€C es fyew(pues @icpy€ W) y para toda Yewes (3.28-a)

¢¥= a, T
2 8 Ty
(por la completitud de las ¢E§g);° Entonces,
B9=3 a, Bf, =9 a, b f e (3.28-b)
G b b & b b

le cual es imposible porque B es de 2a. clase.

Por lo tanto, existe al menog un estado ggsg) tal gue ningﬁn

autovector f] tiene su gigeccién (que es lo que querfamos demos -
trar). |

¢) SOLUCION,

Sabemos ques 1)} E1 operador (&) de (3.22) da los mismos

valores medibles que B (solo que para B(“n

conocemos por 3.e-3
los autoestados (= autovectores mientras que para B conocemos
sus autovectores pero existen autoestados que no son autovecto-
resy y éuya determinacion esy por lo tanto, engorrosa). 2) Los

valores medibles (b)m de (@) se obtienen a partir de su ecua-

* En cuantica ususl la constante de proporcionalidad es de modulo 1; no la
especificamos para que la demostracion eontinue valida si se admiten au-
toestados de pseudonorma nula (Secc. 3.8) 1os que no son normalizables.
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cion de autovalores segin (3.25).

Por_lo tanto, para hallar los autoestados vy los valores me-
dibles de un operador B de Z2a. clase, 1o gue corresponde es cal-

WJE wré s
(@) =”& B AL resolver la ecuacion de autovalores de ﬁ&ﬂ

cular B

(v no la de B) y usar (3.25).

Para completar demostraremos que aquellos eventuales (e_su-
ficientes) autovectores fi de B pertenecen a W son tambien auto-

vecotores de B(w) + con iguales autovalores.

We WE
En efecto, si be =b fb’ es A, B £y = DAL fy v si es
we_  WE ,
£, € Wes (A B/\l):fb =b f) de donde f, es tambien autovector
de I.

B(“’)stb::bfb = 39 ¢ =y ¢

b b (si fbetﬁ)a (3.29)

Z.6=5 -~ Tos Operadores de 2a. Clase gon Correctos pero Incon-

venientes, Su sustitucién por operadores eaquivalentes tipo «.

El que sean correctos esta demostrado en (Z.e=1); por lo
tanto los autores que representaren observables con operadores
B de Za. clase no cometieron ningﬁn error; pero por 3.e-4 B, en

ningén caso el coniunto de numero €b donde b es un antovalor

de B proporciona (por ese solo hecha) T4 a1 total de valores me-—

dibles, v disentimos de guienes los utilizaron como tales. E1l

procedimiento correcto es (a nuestro juicio) el indicado en C,

w

+ 8i el conjuntec de los autovectores de B( ) es completo en W, es falso el

teorema inverso (pues las fb€: C no forman sistema completo en vy son
por lo tanto menos numerosas).

++ Lo que es seguro es que los autovectores no dan todos los autoestados;
en cuanto a los valores medibles podria ocurrir que gasyalmente todos
coincidan con los €b, b = autovalor, pero la demostrgcion de £€b = valor
medible no puede basarse en b = autovalor. Ver tambien (A3~4-d).
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Sece. 3.e=4, 0 sea usar el operador B asociado a B.

»
Pero entonces es claro que es mucho mas simple olvidarse

de B y sustituirlo por BGV) desde el comienzo, haciendo todos

» +
los calculos con este.

Es 1lo que haremos cada vez que aparezea un operador de

Z2a. clase.

3.e=~6 - Teorema sobre la pseudohermiticidad (ver A3-4),

"Sea B un operador (de 1la, o 2a. clase); siendo B psgeudo-

hermitiano en W, B(wo es pseudohermitiasno en € y en w".
B esc B ==b g(¥) esc ) o (W) esc (¢ (3.30~a)
W W w
Ademés, demostraremos que
B =8 = g(¥) = (W) (3.30-b)

3.6=7 ~ Que ocurre cuando calculamos el operador de tipo « aso-
ciado a un operador A de la. clase.?

Por hipétesis,
A Ye para toda YeW (3.31)

Usando (2.76) v (3.31),

+ Gy

AUn puede sustituirse B*/ por un operador A tal que & = B(w) (ef. Secc.

e=7).
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A g A AYEG=AYE (A w) = ay

A0 oy (3,323

€N

Puede reemplazarse " j_" por " =" 0 sea por " =" ? S5l-
vo qasﬁs particulares; no. En efecto: Sea A = I (que cumple
(3.31); usando (3.26), I(w) =/ff€. Es IUU)tj I (recordar (2.76))
pero I(w) = 0 .. I(w) £ 1.

La demostracion de (%3.29) es aplicable al caso de un ope-

rador de la. clase:

()

Ag =ay, = A P, = aqy, (3.32-b)

para todo ¢a€ w. 81 las q% forman sistema completo en 'y es

(w)

Ag, =ag <> A ¥, = aq, (3.32~c)

a

Lo que las (3.32=-a) y (3.32-;) demuestran es que camblar A por
AW

no_introduce resultados fisicos diferentes, 0 sea represen-

tan al mismo observable, ¥ que no perdemos ni autoestados, ni va-

(€)

lores medibles sl ponemos Piea) = Pgo

(a)m = £a obtenidos de A P, =aP 9 ew (3.32-4)

[hg ,
Pero como en general es A( ) # A, no sera necesariamente

cierto para un operador.de la. clase (que no sea de tipo w3,

I
que si se resuelve en € su ecunacion de autovalores los autovec-

tores de antovalor distinto de cero pertenezcan a u.

-Como no perdemos autoestados ni valores medibles usando la
ecuacion de autovalores de A' en lugar de la de Aﬁun, no egs im-

ortante i — (uws es mas, hay casos (e. g. H) en
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()

los que pueden ser mas simple y comodo usar A en lugar de A .

=2 = Do ondiciones necesarias suficlente ara gue un o=
perador gea de la. clage (ver A3-5).

A) "la ecuacion (3.32-a) es condicidn necesaria y suficlente Pa

ra que un operador A sea de la. c¢lase,

B) "La ecuacion
[E1yo A]w = (5o 4] (3.33)
es condicion necesaria y suficiente para que A sea de la. clase",
Daria lo mismo usar
By Ay 5 Hpy A (3.34)

en lugar de (3.33) (ef. A3~5, 2) pero la (3.33) es mas comoda
de usars En muchos casos se ve a simple vista que se cumple
[A, H(:L)] = 0, [A, H(Z)] = 0 de donde se cumple (3.3%3).

u;__’ L) ! o8,

) A= =Ryl
Bs [H, Hpy) = 0y (%, H(a)] = 0, por lo tento H es de la.
clage por (%.33) (como era de prever)., Verifiquemoss 81 ¥e/,
. 2w = - r '
By ¥= Biay ¥ o0e Hy ¥ = pg = Hipy¥ = HipyHey ¥ L0
HY= ¢ cumple (2.3-c) y por ende pertenece a u.

Como consecuencls de la férmula'gral. (3.32=a) es

BY) 2 A8 g AVE g (3.36-a)
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Verifiquemos: Si %eules H/\UIG‘P= HY (pues /\%Eu'}—' I); ademas si ¢
cumple (2.3=c¢) tambien la cumple Y= H¥Y, de dondeiAieq’= ¥; en
tonces, H(w)kP= HY, o sea la (3.35-a).

B) B =mfR1y Ipye
Fue discutido en Secc. Z.c=3 ¥ en Secc. 3.e=4A como posi-
ble (e inconveniente) representante de la energfa; en particu-

lar se demostrd que es de 2a. clase. Verifiquemos:

Bl) Redemostraremos que es de Za. clase con ayuda de (3.33):
Las

Heayr m Bay I(zﬂ == 2m Y(1yI(py)PL 0

— (3.35=b)
Hzyr ™ By I(.a)] =0

muestran que

por 1o que m f44I(,y es de 2a. clase.

BZ) Por otra parte, por la formula general (3.23~¢c) es

(w)
)

©
(m (1) Ica)
Verifiquemos (3.35-d). En A3m6 calculamos explicitamente

egc m “‘?1) . (3035 )

o (@) _ 1 /.0 o 1=({0o
(m"’(l)I(z)) =m2 (’Y_(l) * q’(2)) "2 p(“’(2)”(1) *
* 117y 3 ~ (3.35-¢)

entonces,y con (2.33=f) y (2.33-g) queda demostrada nuevamente la

(3.35=d).

T = O contra (2.33-e).

—
o+ > - _ £ o_
Si fuera tr(l) 1(2)-p 0 seria o 'Y(l) A
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Nota: En 3.e~9 completaremos la discucidn de m B(l) I(Z) ecomo

energ{a.

5.e~-10 -~ Representan el mismo observable los operadores de segun-
da clase B y C si son escalar en o?

Pareceria plausible que la respuesta fuese afirmativa, pués
B esec C 36
SC (3.36«a)
e {B> = (KC> (%3.36-b)
por lo que B y C tienen -~ al menos aparentemente - los mismos va-

lores medibles,

rd . rd »
Pero la cuestion merece un analisis mas cuidadosa. Veamos

primero que el observable representado por un operador no esta u-

nivocamente determinadoc por el operador, aunque trabajamos en u-

na representacion fijas

S8i hacemos caso emise de su impracticidad, los operadores
de 2a. clase By C Cy ... representan 1egftimamente observables,

o4
pero para salvar a los operadores de 2a. clase hemos tenido

que asoclar a cada B una regla para construlr sus autcestados:

Para tener los autoestados de B, hallar B(wj ¥ calcular los auto-

vectores de éste". Es una regla razonable, pero que no deja de

tener clerto grade de arbitrariedad.++ En efecto, supengamos

+ Importa salvarloa pues hay operadores bien conocidos, como el spin de Kem-

mer (cf. Secc. 3.1i-2) que son de 2a. clase.

** En la cusntica usual, el observable determina ug{vocamente al operador pa-

ra una representacion dada, porque la regal es unica: "Para B, hallar los
autovectores de B"; pero en nuestro caso esta regla es inadecuada sl B es
de 2a. class, y la arbitrariedad reside en gue pueden haber variass nuevas
reglas.
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por un momento gue podemos construir un operador B(*) de la. cla-
se tal que

B %Eb g(*) (3.36=c)
pero que cumpla
| (W) £ p(*) (3.36-d)

B(W).. i

Con el mismo derecho con que hemos ordenado: "... hallar

podrfamos haber impuesto "Para tener los autoestados de B, hallar

* 2
B( ) ¥y caleular los autovectores de este'. Posiblemente la re-

(W)

gla "..., hallar B «.." sea la mas natural de todasy pero no

por ello deja de ser arbitraria. Ahora, si se cumple (3.36-4),

(ar)

N »
entonces las autovesctores y, 0, los autovalores de B seran

{(*)

diferentes de los de B ¥ las des reglas tendran consecuencias

ffsicas diferentes.

Esto muestran gue el observable descriptc por el operador
()

B usando la regla "... hallar .o &8 diferente del observa-

ble descripto por el mismo operador pero usando la regla'... hal-
B(*) 1

L ] L

lar

’ * »
Como construir B( ) ? Ello es faeil si existen By C de

2a. clase tales que cumplan (3.36=a) y sea

glw) # c(w)

5 (%.36-e)

basta elegir N
g(*) = ) (3.36~f)

ya que entonces se cumplen (e¢) y (4).

Existe al menos un par B y C que cumpla (3.36-a) y (3.36-e) ?
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s{, porque en A3-6 damos un ejemplo.

Resulta claro gque salvo gue gse elijam sdeguadamente las
reglas, los operadores B vy C de (a) y (e) no representan al mig-

mo_observable.

Caben dos procedimientoss

ler. procedimiento. S6lo usar la regla 3.e-4C, este es: Para
el operador B solo usar la regla "... hallar B(Wj.o." (1llama~-
mos B al observable asi deseripto). Para el operador C gélg u=-
sar la regla "... hallar C(w)..." (1lamamos C al observeble asi

descripto). BEs_claro gue si se cumple ( ) los observables B y

C_son diferentes, pese a (a).

2do. procedimiento. Describir al observable 13 tanto con los o-

peradores B como C, de la sigulente manera: Para la descrip-
cion con By usar la regla "... hallar B(w)q,o"; para la descrip
" i (*) " (*) (Qf)
cion con C usar la regla "... hallar C sa0" donde C =B .
Por otro lado, describir al observable C tambien con C e B: Pa-
ra la descripciéh con C usar la regla ".,.. hallar C(wgo..“; pa~

ra la descripcién con B, usar la regla "... hallar B(*)..." don
%
ge B(*) = (@)

Con el ler. procedimiento, los observables representados

()] [v) ado B ents ese

§_§5§ Co Com el 2do. procedimiento, log dos operadores B y C
tales que B %gb C pueden representar al mismo observable, e no,
seg&n el par de reglas empleado. Regulta claro que los dos pro
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cedimientos son fisicamente equivalentes, pero que el 2do. es

muy complicado, ¥ no lo emplearemos.

Aplicacion: EI operador m ﬁ(l)I(Z)

En Sece. 3.¢c=3, 3.6=4 y 3.8-9 BZ hemos discutido a B =
= m'??l)I(Z) como posible competidor de H = H(l)I(Z) como opersg
dor de energfa. Es,

, o o
| Baytzy 5 vz
Y (3036-g)
H. o oI (e £ mfa2. .1 (o)
(wteey L ot
(para la 2a., ver A3-6. Por lo tanto, si nos atenemos al ler.
criterio H = H 143X 5y 7 m 3(,)I(,) representan a observables di

B »
ferentes; como H representa a la energia, resulta que con 1la

regla de Secc. 3.e=4C (".,. hallar (mq%l);(z})(w),.."),

o
m Q(l);{a} no represents a ls energfa.

Para que m 7%1)1(2) representase a la energia, habria que

recurrir a uno de los pares de reglas del complicado procedi-

miento numero 2. Ello es factible pero artificioso.

Como verificacién, demostraremos en A3~6 que si se usa el

(w)

primer procédimiento los valores medibles de m'Y?l)I(Z) dai

fieren del valor medible + P, de H = H(l)I(2)°

- ° e .
§ e ol & P B s

* En la discusion precedente hemos supuesto B y C de 2a. clase; 1la discusion
es similar si uno de los dos es de la. clase.
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3.f - OBSERVABLES, 1.0S _OPERADORES QUE TRANSFORMAN w EN £5im,

Bof=l = Simglificgcién del caso general 3.e.

Definiciones:

Operadores simetricos de 2a. clase: Son los operadores B de 2a.

clase tales que para toda Yew es B ¥ e gsim,

Sea B un operador simetrico de 2a. clase; llamaremos ope=-

rador tipo w simétrico al operador

(w)
BSiN = apesin p suesin (3.37)

Es facil demostrar que (ef. A3=7)

(w)
psim Sstn (W) (3.38-a)

entonces, por (2.11) (W)
pSin - (W) (3.38=b)

w) D¢ (3.38~b} deducimos como en (3.e~7) que cambiar BGU)QQE

B51® 1o introduce resultados f£{sicos diferentes v no perdemos

valores medibles.

Como se modifica la (3.25) ¢
de (3.25) y (3.38«a) deducimos que si en

0
B ¢£ = b wb (3.39)
es
Ype €51 b £ O (3.40-a)
entonces

q’b c u} (3040‘1))
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o sea
{(Pb(w)} = {q’be ESimi bfﬁo} mas {%boe ESim wesimcp q’}
(W) "~ (3.40-¢)
La tnica desvantaja de BSim respecto de B(w) es que puedé

existir UJ.D ¢ weon b #O0 (si ZPb ¢ SSim), de manera que aparente-
mente cuesta mas trabajo seleccionar las (Pb correspondientes =a
sutoestados; pero en la prafctica ese exceso de trabajo es muy

pequeno ya que por simple inspeccic;n saltan a la vista las (Pb

tales que (;ob) ij (‘Pb) j1°

g5 im . we .
Como AJ’ es mas breve que A '~ , resulta mas simple usar

()

‘, BS:"m en lugar de Bcw) ecuando el operador de Pa, clase B es sim_e:

Adamé’s, como en (3.e-7), s1 es de la. clase no se intro

(uoh)
duaen resultados fisicos diferentes si se usa A%IM, Es,
(u)
Asim 5 A (3,41)

"Oomo en A3-4 se verifica que si B es simétrico de 2a.

(w)
clase, siendo B pseudohermitiano en w es BSIMm pseudohermitiane
en s . (w) o (uy)
B e:?'c B wmes BSIM o5, peim (3,42)

(ar)
En cambie si B = B puede ser Bﬁ.m # psim, 1o cual no afesta la

pgeudahermiticidaa.




S.2 = DERIVACION RESPECTO DEL TIEMPO.

Como es usual definimos %% por
dAN . 4
(§F>= 3% <& (3.43)
El resultado es ' (cf. A3=8) ‘
d A
3% efrc i[H, A] (3.447.

y sélo puede reemplazarse la equivalencila escalar en « por una
- igualdad en o si se usan argumentos précticos y de conveniencias
no con argumentos fisicos (observese que todas las g% definldas

por (3.44) dan los mismos valores medios).

Pero (como hemos hecho con el hamiltoniano) privilegiare~
mos arbitrariasmente wna de las soluciones de (%.44) para traba-
Jar con mayor comodidad. Llamaremos deriggda principal respecto

del tiempo al operador *

%E = [H, 4] (3.45)

derivada principal esta relacionada con las demas por

%% e%g %% (3,46-a)

Motivo de la eleccion: Hemos visto la vantaja-préctica de los
operadores de la. clase sobre los de 2a.; en (A3-8) demostra-
mos que si A es de la. clase, dA/dt tambien lo es (y no puede a

segurarse lo mismo para las restantes dA/dt).

+ 81 dA0% = 0.

*+ 5i la derivada es principal ponemos d4/dt ¥ no d/dt.
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Por otra parte, aunque B sea de 2a. clase, es (cf. A3-8):

~ ()
Q% esc éig;——l (3.46-b)
W
Eeho - EL MO}{ENTO LINEALO
Es el conocido operador
T=-1 3; (representacion X ) (3.47-a)**
ax
P=7 (representacién '1'3' ) (B.47=b)**

que coincide con el usado por todos los autores.

Es trivial demostrar que

A) P es un operador de la. clase.
B) ET==¥T (pseud;hermitiano) (%.48~a)
c) P es una constante del movimiento: |
| —_—
%g = 0 (3.48-b)**

Casi todo lo anterior es bien sabido.

Finalmente, (3.47) es consecuente con los resultados de

teorfia de eampos (Cap. 8).

3,4 - BL MOMENTO ANGULAR,

Z3ei=] = El momento angulsr total.

Com¢ es sabido 1, 17

el estudo de las rotaciones infinite
simales 4-dimensionales de Lorentz provee el momento angular to-

tal
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- (5&21)*‘_”(2))

—

IJ=xXxp+ (3449 )%*
2
Para aprovechar caleulos de spin % es conveniente poner
s —_— it .
= 23 = i3
I =3y 5%y = 2y * 2 %1y (3.50)
donde
=X x -pbi-%-? (3.51-g)**
es el momento angular para spin %,
"Es bien sabido gue _
(2,9] =0 . (3.51=b)**

Ademas es evidente que

EI(_'L)’ 5'?2)1 = E{(a)’ &flﬂ =0 (3.51-¢)

la. consecuencia de (3.51) T

EI(:L)’_:”] = Ei(g)’:}j =0 (3.52-a)

con lo cual J es de la. clase (ef. (3.33)); este resultade no

es nuevo: esta contenido en el bien conocido hecho de que g'ge-

nera las rotaciones infinitesimales.

Yew -——s,sjk Yeuw (3.52~b)
por (3.32),
Y= Jlw) (3.52~c)

* El formalismo de BW presente e 1a teorfa de 1 "partfcula" las complicacig
nes que son notories por las paginas antericres (y que no son peculiares
de ol sino inherentes a cualquier formalismo de compenentes reduendantes),
pero frente a formalismos similares tiene la ventaja de poder utilizar re-~
sultados de spin 1/2,
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Za. consecuencia.

Es tambien trivial queigies una constante del movimiento:

—

%% = 0. (3.52-d)

ror otra parte W%Z) conmuta con Eﬁ entonces como Eres hermitia-

no, es también pseudohermitisno (ef. Secc. 2.e):
—

j =j’ (3-53)

9

?Tcoincide con el momento angular de de Broglle “ y si se

usa la representacién (1.6) el momento angular de Kemmer 15 ge
traduce en (3.49). Finalmente (3.49) es consecuente con los

resultados de la teorfia de campos (Cap. 8).

La consecuencia natural de (%.49) es llamar spin a % (3?1)+
*-5?23) 3 % (Eil, * 3?2)) es el operador de spin de Belinfa.nte4
y el de Kemm de Broglie *1 eon la representacidn (1.6) el o=
perador de spin de Kemmer se traduce tambien en dicho operador}
finalmente, el uso de % (E?l)=%§?g)) eomo spin se ve gparente-
mente refirmade por el heoho bien eonceide de que

3 3 3
Ay * 9z Ayt 72)

= +54=8)
2 - (3 a

* Pero debe recordarse que los prineipies de 1a teeféa de de Broglie difle=~
ren del esquems de Seee. 3.8 por le gue la diseusicn que aigue no €8 apli=
cable al spin de de Broeglie,
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1
implica que 3 (0(31)4- O_(%) tiene autovalores + 1, 0, - 1.

Desgraciadamente, mas abajo veremos gue -]-"-2 gc(31)1g(g)) es
un operador de 2a. clase por lotanto: el gue sug autovalores

sean *+ 1, 0, = 1 no gaprantiza que los valores medibles sean

+ €1, €05 = €1 (cf. Sece. 3.e=4). 2) Al menos uno de los

autoestados de la %a. componente del spin no esta dado por nin-
: 1l63 . +63)
gun_autovector de > _0'(1)-*0*(2)),.

B) %(G&)+G(g)) es de Z2a, clase,

Bl) la. demostracion: Verificar que viola (3.33)..
BZ) 2a. demostracion (por reduccidn al absurdo).

Supongamos que para toda e W sea Y =% (cr(%)-t- c(g))weu/q

Fd ' (3 054-b)
Usando la representacion (2.6) es facil ver (cf. A3-10) que

V=5 (o o) 9=

3 . .
P° Yoo~ Py P iy b
am

(3.54-c) +
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" wg':; im
Por la hipotesis (3.54-b}; ¥ satisfacs ¢=A Y 5 basta enton=-
{

ces comparar el elemente 14 do com el de (3.54=c) para
demostrar que

P, ij...l e (Pfi&i = 0 (3.54-d)
0. (2.9-b) se ve que (Z. 541} as una restriceion sobre ¢I con
lo cual hemos contradiche {Z.54-hl: en efectos por la Secc. 2.f

sabemos que si ¢ es arbltraris {econm tal de pertenecer a ), su

parte ¢I es arbitraria, contira (5.54=31,

Por lo tanto, existe &l menos w:a Yew tal que
e W & (3.55-a)

Siendo % (ofa)-FOIZ;) de Za. nlase savemas que (ef. Secc. 3.€-4B)

o

hay autoestados que no &zian sapresentsdos por antovectores. Sin
embargo, para mayor seguriiai demaogiraacs independientemente lo

gue sigue:

- _ - .
€) Al menos para cilertocs valores 38 vy ninguna de las autofun~

3 3 o aaPerdd ontes o Y
ciones de 3 (01134‘012)) sorvenpendicntes ol autovalor +1 (0=1)

pertenece a .

En efecto: Sea

3 3
HEORIES)

r,w s iy (s o 3y Uy - 1) (3.55=b)
2
# .

la ecuacion de autovalerss. Junongamds

aopn e s e dsdon 4 3 >
(1o cual es compatible cor wra: mediclon de 3 (6{134'0(2)> En
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A3~10 demostramos que para toda fiq (en €) es

f14 O f15 O
0 0 0 0
£4q = . (3.55-4)
f29 O fz5 O
0 0 0 0

we
entonces £, =A; f413 lgualando los elementos 14 y 32 de (2.63)
(con ¥ - f+1) v (3.55-d) es (teniendo en cuenta (3.55=c))

l — . 1 -
Pero como p:L A0 es
f+1,11 = fh1,33 =0 . | (3.55-1)

Volviendo a (2.63) resulta entonces

£ = f

+1,31 +1’13 =0 . (3.55-g)

Entonces f . = 0 contra (3.55-e); por lo tanto, si vale (3.55-~c)
(10 cual es 1fcito: 1a no convergencia de las autofunciones de

p es solucionable via autodiferenciales) es

fi1 #w (para toda £, 20) . (3.56)

Anaflogamente para f‘_l; en cambio, pueden existir fo e W,

Como no pertenecen a &, esas i-l-l no son estadoss v menos.,

oestadog. Por lo o o 1e_existe tovalor g =

= + 1. no significa probar que existe un valor medible €Eg = +1,
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I d »
Por supuesto, cabo aun la esperanza {que se confirmara en

' 1yt 9
D) que al usar se obtengan autovalores s = (los
q 2

cuales si correspondan a vectores que pertenecen a @) entonces

si que €x1 =+ 1 sera valor medible.

La coincidencia casual del conjunto de los autovalores
+1, 0, =1 de % (01134-012)) con el conjunto de los autovalores
+ 1y 0, - 1 de % (okl)-+okz)) (y que son los fisicamente espera-

dos) es lo que ha ocultado hasta el presente el hecho de gue lo0s

+ 1
— -_
autovectores de > (011)4-0123) no son_estados posibles del

estados posibles del sistema. Si uno dice que el estado corres-
pondiente a s = + 1 es f+1 y efectﬁa algﬁn calculo con ese fal-

»
so estado, esta errado (a nuestro parecer).

Cabe la pregunta: Sera realmente casual la coincidencia ?

No habra un teorema por el cual siempre el espectro de un opera-
dor de 2a. clase B coincide con el de B ? La respuesta es: no
hay tal teorema, pues existe el contraejemplo del operador |==AII

discutido en A3-4c.

D) Un Operador de la, Clase gue Representa al Spin.

Es evidente que % (011)+ ckz)) es un operador simetrico de
?a. clase (ef. Secc. 3.f=1). Por la discusién anterior el opera-
dor % (okl)+-at2))“”) representa al spin tan correctamente como
l = .
3 (Otl)-Foizj), pero con la ventaja de que:
1) (ventaja principal) por ser de la. clase, no se plerden au-

toestados si se buscan sus autovectores,

+ Qorrespondientes p. ej. a 8 = +1, p2 =0, pl # 0, P3 # 0.



97

2) (secundaria) por ser detipow"sim", todos sus autovectores
pertenecientes a ufSim con autovalor # O pertenecen a w ¥ son,

por lo tanto, autoestados. Ponemos, pues

T —  (w) _ ,wesim - — gsim
Topin =2 Gy * 92y =AU 3 Gyt )AE T (3us7)

Para la 3a. componente sus autovectores + ¢ée) son tales que

2 (03y*+ 05y 4 = s ¢, (3.58-a)
Como en Secc. 3.e-2 indicamos con
q,(c‘f)
(es)

a los autoestados correspondientes al valor medible &€s.
Por Secc. 3.8 ¥ 3.f los autoestados ¢§g;) estan formados

por aguellas ¢g€) que pertenecen a .
En (A3=11) demostramos que si ¢;8)e €sim’ es

s =+1, 0, =1 j (3.58-b)

Los autovectores son (en wgp) e

1 0 p/em p/2 0 0 -p’/zm ©

©c 0 0 o 0O 0 -p/2m O

P p/amo 00 [3¥ts \epP/omep/em 1 0
p/2m 0 0 0 o o 0o 0

*  Indica el signo de la cargas €= (q;ée)s ()bgﬁ)).

, .
+ Ver definicion de wﬁp en Secc. 2.¢=3.
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0 1 p_/em -p/em 0 0 -p_/2m -p°/ezm
= 3

° p_/2m p3/2m 0 Y -p_/Zm p3/2m 0 1
-p°/2m p,/2m O 0 -p>/2m ~p,/7m 1 0

0 0 0 0 0 0 0 -p_/2m

g 0 1 p_/2m -p°>/2m o 0 0 0 p°/2m
\ o psam o o | * 0 0 0 0
0 -p’/zm O 0 ~p_/2m p/2m O 1

En el mismo apéndice se demuestra que para s fijo, no

hay otros autovectores independientes del par ¢g+l) y ¢(;l)

donde + 1y = 1 corresponden a los dos estados de la carga.

Las ¢é€> forman sistema completo en ‘Jgp y son lineglmente in-
dependientes; ademas son ortonormales respecto de (2.2):

{8, ¢l g s, (3.58-d)

Recordando que si el autovalor es s y la carga € el valor

medible es s, es evidente que los autoestados ¢Er§ de valor

medible r = €3 y carga € son

(1) gD (-1) _ (-1)

¥y = ; Yy =

@Eg‘;; =31 ‘P("l) = 4{-1) > (3.58-e)
(1) 31 (=13 _ (-1

Yeoy=¥a’ s ¥y =%

J
Queda por discutir una ;gportgpte cuestion: El1 spin esta

conectado con las rotaciones para 3’= 0, vy es sabldo que el es~-
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tudio de las mismas conduce al operador (0_';1)4' 5‘22)); parece-

rfa, pues, que nuestro operador de spin

MO Pof

(0-(1)"" G.(Z)) fuese
inapropiado; pero no es as{ pues de (A3~11.1) y (A3~11.2) vemos
que §i —*E = o

M1 0 0 0
%( Oﬁ)""r?z)) % (o 1)+ A imy o ia ” 3+59=a)
33
0. 0 0 «-Sb%
(w)

de manera que tanto %—(6“'('1)**3'22)) como %(6‘?1)4- 5_2-2))511:1 generan
las rotaciones parag "Q =0. Otra manera de expresar lo mismo es
decir que esas rotaciones definen al operador j pin a menos de
un Aj pin Que es tal que
lim A Y. =0 , (3.59=b)
p—s 0&Jspin - (w)
Finalmente, a) tanto 5 (0-(1)+°-(2)) como 5 (0'(1)4-6'(2))

son consecusntes con lsa teogig de campos, "formglacic;n % " (Secc.

8.f=4); b) es trivial que % (_El)+°:€2)) es pseudohe lano.

(es hermitiano y conmuta coxe )(2)) por lo tanto, tambien es ps ey~

dohermitiano (0’(1)4-0‘(2)) (cf.((‘p;AZ_)).
w
- - i s —_ —
2 (F1y* Gy e30 2 (57 4+ &5y
(3059-0)

=2 « Bl momento lar orbit

De (3.49) se deduce:



100

a) Si se adopta como spin al operador de 2a. clase % (6"-(1) +
. 5—?2)) entonces el momento angular orbital es X X p; como J

es de la. clase, X X f)’es de 2a. clase,
(w)

. l — — sim -
b} Si se adopta al operador de la. clase 5 (0'(1)4- 0(2)) en

. ces el momento angular orbital es

T o= Gx . (3.60-a)

81 1lamamos AY al operador de 2a. clase

- (w)
- — i i — —
A= 1 (G py+ T,y - 3 (5 O(py) (3.60-b)

gse deduce con ayuda de (3.52) que
_ ()
ATz = @xPrPP+ & xD) . (3.60-c)

Es trivial que 3(:1;; Fes pseudohermitianoj por lo tanto,
tambien 1o es (X x BB (ef. (3.42)):
(u) (@)
(@ xprsim &¥e (X $ysin (3.60-d)
4,7 = LA HELICIDAD
Es (ff) ;u{;
‘—* —_ — sim .—p- — — '—»
Jgpin)'P  Ha(1y* 2y) P 3oyt 9(2))°P
T = = = ) ;
|pl {pl | p|
(3061-3)

pero es bien sabldo de la teorfa de spin % gue

'é-(—’.—,)
E{, _....._] -0 (.62
il
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(6(1) +0(2y)-P

- L
per lo tanto > N conmuta con H(l) 2 H(Z)’ por lo
que es de la. clase (cf. (3.33)); entonees, r = AUESHE (011)
+ 012)) TBT ‘1 (61134-012)) TBT son lguales en w (ef.
(3.32))3 por lo tanto, puede reemplazarse mas simple
?
r sz; 2 (0?1)"'0-(2)) * Ipl (3061"b)

Es trivial deducir que r es pseudohermitians; finalmente,
de (3.62) se deduce que el 2°m. de (3.61-b) es una constante del _
movimiento; por lo tanto tambien lo es el 1°:

dr
— égc 0
dt W

2.k = BT OPERADOR POSICION HABITUAL

En mecanica cuanticano relativista es X = ia/afr(represen-
tacion p)s en spin % relativista (aproximacién de una partfcula)
se usa a veces formalmente el mismo operador, aunque puede ser

cuestionado, como es sgsabido.

51 procedemos anélogamente y ponemos §T=fia/a§hreencontra-
mos (como era de esperar) el operador posicién usado para spin 1
en formalismos similares a éste; pero es un operador simetrico
de Za. clase, por lo que podemos reemplazarlo por el operador de

la, clase,

1o '
- m sim S sim
T=(1-L ] ey 2 e (3.64-a)
dp ap
(a)

Como tanto 13/9F como (13/37Y°1™® tienen el mismo espectro (con-



102

tfnuo), la importancia de reemplazar el primerc por el segundo
no esta en obtener el espectro correcto de valores medibles si-
no en obtener el autoestado correcto asociado a cada valor medi
ble. Ademés, para ambos, tratandose de espectro continuo las

~ut>yfunciones debieran reemplazarse por los autodiferenciales.

Es trivial probar gque x es pseudohermitiano:
Fi e;s;c X . (3.64-b)

Finalmente; como era de esperar,
- gedim d gsim sim 3 sim
Eia Pj:l = lz\.l. i S"'EA(?L ’ PJ =Af8 i P Pj ASJ—E

p p

wesim

1 8 =1 6 (3064"0)

=AMy 5T Oy

%.1 - EL OPERADOR PARIDAD

P(o)

Sea el operador tal que

plO) g (%, R = ¥y, =) . (3.65-a)**

Fn la Secc. 6.b se considerara la transformacidn ante reflexion
del campo ¢; comparando la ecuacion (6.9) con (3.65), deducimos
qué el operador paridad para spin 1 en la teoria de una "partf-
cula" ess

p(1)

= 4 A0 o
= A.’Y(l) ")’(2) P (%.65-b)

donde = + 1 esta determinindo per (6.10).

2
Como [%(0?] =14 P(O), P(1) no puede expresarse en la
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forma
(F) L($)
Py P23
donde P(%) sea el conocido operador paridad para spin % g
P(%) =9 ° p(©) (3.65=c )**

Egsto es una gxgeggic;n a un comportamiento bastante general de
los mescnes de spin 1 descriptos en el formalismo de BW: La de
permitir expresar un ente asociado a spin 1 mediante una combi-
nacion simetrica que gﬁ;_g incluya los correspondlentes entes de

&
gpin 3

3o = JTRANSFORMACTONES PSEUDOUNITARIAS

Pl

=] = De

Sea U una trans.f‘ormacic;n de los vectores de estado

G U’ = U Y (1ineal) (%.66=a)
¥ de la forma dsl producto escalar,

819 = [$92,50% = (' ¢y = f"*(f(u"’?a))' @' a%x

(3066-b)
diremos que U es nseudounitaria si

(s9) = (¥, %) para tode Yeu. (3.66=c)

(Ver XI, Secc. 3.a). Como en A2-3, se demuestra que U es psey

dounitaria si y solo si

(¥,¢) = (W,‘PVJ para todo ¥, ved, (3.66~4)
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No detallaremos la mas general de las transformaciones
pseudounitarias posibles; impondremos algunas restricciones;
éstas seran lo suficientemente fuertes como para que la com=
plicacién matematica no sea demasiado grande, pero lo sufi-

rientemente suaves como para que,

1) dejen traslucir la inusual libertad que las equivalencias

permiten en este formalismo y,
2) incluyan una transformacion tipo Foldy-Wouthuysen-Tani.

Por otra parte, como se vera en Z.m=4, gran parte de las
transformaciones de los vectores de estado puede ser pseudouni-
taria: La restriccion no se encuentra sobre la transformaeion
de los vectores de estado sino sobre la forma del producto es-
calar en la nueva representacign (ver mas adelante); ello per-
mitira crear transformaciones que simultaneamente seran unita=-

rias y pseudounitarias; como la de Foldy-Wouthuysen=Tani.

Nos_restringiremog a las transformaciones tales gue

[} ¥
q/ij - qui (3667"‘3)
o sea ‘

Yegsin (3.67-b)
Llamaremos regresentaciéh de BW (=Bargmann-Wigner)} a toda repre
sentacion que cumple (3.67); por supuesto, con (3.67) emitire-
mos otras transformaciones de interés: Por e jemplo, la gue nos
permitir{a pasar de la representacién original de BW al forma-

lismo de Sakata y Taketani (Secec. 1.d).

La condicion inicial (2.3) se transforma en
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(HpyIepy) @ = (IyH5y) ¢, con
| > (3.68)

LI -1, ' -1
Ft)) =0 Baykzy U5 (Taye)) =0 pyfcpy U
que define el espacio w en la nueva representacion (e; por breve-
dady en &) (Consideramos U como una transformacion que "reta" la

base dejando fijos los vectores: W' es el mismo espacio que w3

r'd »
solo varfa la representacion).

2 M=y = Condigiéh necesaria vy suficiente para gue una transfor-
gacién sea pseudounitaria.

Por (3.66)

@292 = W', 0') = [0y 08,00 (TP [0 0 (1 h 9 U padx

_ + o #
- (ql‘f?a) U (Tyrey) ‘ﬂ"’)

Como ¢y ¢ pertenecen a & se cumple (3.66) si y solo si

I egc "'?2) 2l (I(l)')—?a)) 1] (%.69)

que es la condicion pedida.

- Irans

Evidentemente (recordar (2.28)) la (3.69) se cumple si
_ AO + 0 41
I(E "}‘(2) U (I(l)')"(z)) U (3070)

Pero la (3.70) no necesariamente implica la (3.69); en efecto,

si ¢ed, W?Z)I % no necesariamente pertenece a (¥ por lo que no
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se cumplen las hipotesis bajo las que (2.29-b) es valida. Tambien
son suficientes las igualdades mas restrictitivas.

I Ssim 729 v’ (I197(2y) U s (3.71)
=09, 0" (1(1)&‘(’2))‘ U (3.72)

Llamaremos transformaciones pseudounitarias restrictas a
las que cumplen (3.67) y (3.72).

Z.m=4 = Transformaciones pseudounitarias restrictas mitarias

Por (%.72) las transformaciones pseudounitarias son restrig
tas si
o v _ =l 0 -1
(Ty¥zy) =0 "7V (3.73)

(consecuente con (XI, Secec. 3.a)e

Obsérvese que mas que una imposicion sobre U, la (3.73) es
ona definicion de (I(ljtv?zj)n; ello permite considerar el caso

2
en que U es ademas unitaria:

L1

U = U (3.74=-a)

LY 1]

entonces,
0 T ) +
Ty Y(2y) = U Xy U s (3.74=b)

Reemplazando en (3.66~b) se tiene la forma del producto

2
escalar en la nyeva representacion

L ¥ - L o] (i -
(Y y P ) = Iqb (I(l) '}’(Zj)q’ d3X =
= (4 o,y 1 @' o (3.75)

Como es de esperar, es
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2
o ' -
(1) 78,907 = 1 (3.76)

Las propiledades algebraicas de las igualdades y equivalen-
glags (Secc. 2.4) se trasladan a la nueva repzesentaciéh reempla-

zando donde el buen sentido lo indique,

L) [#) 1
Y2y T (I1y7(5y) (3.77-a)

~nt 1" ~
|le1 L (3.77-b)
"égc"—————*— uégcu

W
ete.

La invariancia de los valores medios (y por onde de 1los

medibles) ante U implica que el transformado A' de A debe ser

tal que
¥y A¥) = (¥', o' y")

O sea
+

UAU e5¢ &',
wl
Pero ademas queremos que si ¢ es un autoestado de A, ¢'
sea autoestado de A'; entonces la discusion de Secc. 3.e~10 mueg

tra que es preferible reemplazar la equivalencia escalar por

uaU =a" (3.78-a)
la (3.78-a) se satisface i ponemos

A'=oavt (3.78-b)
pero serfa 1f{cito sustituir A’ por cualgquier operador C tal que

C = A . (3078"'C)
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Al transformado A' dado por (3.78~b) lo llamaremos trans-
formado principal de Aj salvo mencidn en contrario, solo usare-

mos transformados principales.

As{ como en (3.33), 1la condicidn inisial (3.68) implica
ae la condicion necesaria y suficiente para que un operador A

sea de la. clase es
[H(l) I(z) ; A] o [H(Z) 1(1)5 A]i (3.79)

Ademéss (efo A3=12) el transformado de un operador de la. clase

es de la. clase.,

De manera similar a (2.40), el conjugado pseudohermitianc

J 1 ; »
A de A , calculado en la nueva representacion es

T 0 41 4P+ O yf .
A - (I(l) ’)’(2)) A (I(l) ’7’(2)) 3 (3980"‘&)
resulta entonces (cf. A3=12)

A" = () (3.80=b)

como es de desear.

3.n - UNA TRANSFORMACION TIPO FOLDY-WOUTHUYSEN-TANTI

2.n=1 = Lntroducgién

La transformacion de Foldy-Wouthuysen-Tani (FWT) para

spin % fue preppuesta independientemente por Foldy y Wouthuy-

27, 28,

sen 11 y por Tani $ para la partfcula libre es

m+7.p +p°

U= [zpo(Po"m)]%

(3.81=a Y**
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gov=urt=1. (3.81-b)**

Tiene por propiedad.relevante la de desacoplar maniflesta-

mente la ecuacion de evolueion de las solueliones de energ{a posi

11

tiva y negatlva y ¥ la de mantener invariante una forma defini

tiva, diferencisndose en egste de las transformaciones de Lorentzsi
puede ser generallizada el caso de ls partfcula interactuando eon
un campo electromagnético permitiendo obtener el limite no rela=-
tivista de manera mas correcta que con el visjo metodo de las

eomponentes grandes y pequenas 11. Ademés, la nueva representa=-

11 de

eldn es tal que suglere nuevas ohservables Interesantes

propledades,

Por ejemplo, se puede definir un operador posieién mediall
¥y tal que en la puevs representacion sea

X =7 (3,R2-8 )¥*

donde ¥ = 13/97 (representacion P)j entonces, en la representa=

eldn original se obtiene (comparar aon referencia 11},

1y A +cﬁ?>

Tf?+? - — — (3,82 )%*
P PalP
o 2 pgip,tm) o ¥o
E1l correspondiente operador posicidn media es
X 7O
Mo B o e | (3.83)**

at Po Po

7 es mas satisfactorio que el operador velocidad ¥ = aF/dt = &
de Dirac., misntras que los autovalores de vk sen = ly loa de Vk

sen = pk/po (segin el signo de la energ{s) como es de desear.
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12 y Case—8 obtuvieron independiente~

Tiomno y Giambiagi
mente transformaciones tipo FWT para spin 1 usando formalismos

sin componentes reduendantes; haremos lo propio en el formalis

mo de BW.
Z.N-2 «~ Proponemos una transfdrmacién pseudounitaria restrict&
unitaria.

Ensayamos

donde U esta dada por (3.81-a); evidentemente U cumple (3.67),
y por (3.81=b)}, U es unitarias

+ _ 4+ i R, |
U =0y Upy =03y Uzy =0 7 - (3.85)

o
Para que esta transformacion unitaria sea pseudounitaria

restricta debe ser (cf. 3.74-b)) [definicion de (L %5y,

O L 0O A O + + - O
(Im ”’(2)) Uy U= U1y U2y Y2y Yy By T Iy T2

(3.86=a)
donde 0 = -
mao -o-p
v = A ut = (3.86=b)**
Py
es 11 el transformado de qp en la transformacion de FWT para
spin %o

En la nueva representacion el producto escalar es (cf.(3.75))
@'y 0 = (¥ aRly ¥ aPe (5.87-a)

es (¢f. Secc. 3.m)
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W', ¢) = W, (%.87-b)

Z.n=3 = La gzggsgo:mggiéﬁ propuesta es de tipo Foldy-Wouthuysen-
Iani.

Debemos demostrar que U descopla manifiestamente las solu-
ciones de energfa positiva y negativa+; procedemos como en el
trabajo de Foldy y Wouthuysen para spin % 11. Sea

Y' = vy (2.88)
Decomponemos
Y=o+ xr (3.89)

donde

H

[ t

; (3.90)
_1 of 3
5 (I=7(1y)¢

s
I

entonces se puede demostrar que (ef. A3-13))
¢! = yl+) (3.91-a)

I P »
es una solucion de energia positiva en la nueva representacion,

y que
x = gl=) (3.91<b)

lo es de energfa negativa.

Nota: Aparentemente (3.90) es tal que ¢ij 2 ¢G1; sin embargo,

es ¢ij = ¢Gi ya que en la nueva representacion la gondlcion ini-

glal es (ef.A3-14),
7(1) = 712) (3.92)

+
e, mas propiamente, las de carga positiva y negativa.
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Entonces (3.90) implica {)i =% q'i +% (0’?1)*' '}’?23) 4'7 gue es clara-

mente simetrica en los fndices spinoriales, o sea

p(H)g gsim (3.93-2)
analo gamente , .
?/(")e: gsim (3.93-b)
En spin % es 11 , |
- H =URU =9°p, (3.94)**

Entonces el transformado (principal) de nuestro hamiltoniano es
(ef. (3.84) v (3.81=-b)),

s‘ - + + N =)
B = 00y Yy Hy Yy By * 7 L2y Po -
. (3095“&)
Con ayuda de (3.10) obtenemos los operadores que proyectan w so=-

bre los estados de energia M positiva y negativa:

o] = L (1+99y33,) p#20] = 3 (1081515 (3095-0)

Es trivial que la ecuacion de evolucion se transforma en
¥

L TN (3.96)

Combinando con (3.95=b) obtenemos que (3.96) se desdobla en

(+)°
¥ . (+)
i at = 4+ Po 4’ (3097'&)
a%‘/(“)u ( )7
i T o= - . ( - 7"‘"b)
31 P, ¥ 359

Por lo tanto, las soluciones de energfa positiva y negativa es=
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tan manifiestamente desacopladas,y v la transformacion propuesta
es del tipo FWT si adoptamos como caracterizacion de la trang-

formacion FWT el que efectde dicho desacoplamiento.

Pero tambien podemos caracterizar a una transformacion de
FWT por el hecho de que (a2l menos en spin %) anula para todo D &
(+3s

quellas componentes de ¢ij que en la vieja representacién son

las "pequenas componentes” del limite no relativista.

Nuestra transformacion para spin 1 cumple tambilén esta 2.

4 L
caracterizacion; como se demostrara en Secc. 3F.n-4.

Finalmente, en 3.n-9 demostraremos que tambien eumple la

caracterizacion propuesta por Bellini y Giambiapgi.

Usando la representacion (2.6~a) de las »M y procedlendo
como en Sect. Z.c=b Orgj = 618133 se obtiene facilmente que
(%.95=b) implica

lp(*)“=

(3-99‘&)



0 0 : 0 0
f
|
0 o 1 0 0 |
q,(m)*: ______ -E ------ (3.99-b)
| w(=)r (=)t
o o B30 Ui
|
(=31 (=)
0 o | zp34 Yis

Cada una tiene explfcitamente s0lo 3 componentes independientes,
(explicitando, pues que se trata de partfculas de spin 1). Las
componentes que se anulan para todo Eren la representacién de
FWT sen agquellas que en la antigua representaciéh eran pequeﬁas

en el limite no relativista, como ocurre en spin %o

Observamos ademas que para spin 1 esta transformacion de

FWT no solo anula P- €J. para ¢(+) las componentes 33, 34, 43 ¥
¢(=)

44 asociadas dominantemente a s sino que por anadidura anu=-

la las componentes redundantes 13, 14, 23, 245 31, 41, 32 vy 42.

Definamos .
AR AR 2 Wt (3.100)
(no confundir con $1' = (AT ', gII' = (AT ¢)'; entonces g+

es del tipo ¢I (comparar con Secc. Z2.¢=5).

3.n=5 = _La representacion de FWT origina trivialmente una formu-
lacion sin coﬁgonenges redundantes.

La condicion inicial (3.92) implica

Yew' ——m s YPII - (3.100-a)
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0 sea, en la representacion anterior,

! ' |
Y11 b1 | O 0
i
2 ¢, | o 0
12 22 |
‘ |
¢ = | e oo A —————— (3.100=b)
I i !
0 0, Yz ¢34
|
| ] i
0 o Y5 Yy

Se obtiene, pues, una formulacion sin componentes redundantes si

se define

Hc

z‘bt

(3 0101"3)

. .

T o ! Y v r. "o " _uw .
con §y =819, 4 =¥y, (/’3 - Hop0 q,4 - T2z ¥5 = “’34’ Ye = $pad
La formulacion propuesta viene dada desde el comienzo en una re-

presentaciéh FWT, con

%1 0
¥, 0
, 0
ek 3 A . (3.101-b)
0 4
0 5
bg
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= =453, ¥ x 3 (3.101=c)

En la formulacion propuesta la situacion es pues idéntica
a la de spin %; representacién de FWT, salvo el numero de conpo-

rsinges.

3.n=6 = Operadoresg proy

De (2058‘:3)3 (3086) Y (3095)?
O e} o -l -
1mr(yy+7(5y7 = ((qy + %(zy) P

wesin 0
(/\_L y = ("J’
o Ve b,
o]
A&Sim 0 T i 1 o )
1 3o=AT I - . (q’(1)+v(2)3 £y (3.102
m
Es facil demostrar que
(7Y’ = 1 3 (%.103) *F
entonces; de {2.66) se sigue que
gsime)' ¢ simg . ganty ° Eante
/\eant :"/\Eant 9 AESim /\Esim o (30104:)

Reemplazando en (2.72) se demuestra que (cf. AZ=15)

wEy1 _ A1 (= — \ 31 gsimg 1 ( ~ eantg

W)= E“m(“’m""”’m)'iﬁ Ne 7 (22 )p/\esim
(3.105)

(£

Los operadores que proyectan ' sobrs W se transformaran

+ En este trabajo no emeplearemos la formulacion aqui prepuesta. Queda, pues

sobreentendido que cuande diganos representacion de FWT nos referiremos en
lo que)s:.gue a la representacion de FWT en la formulacién BW (=Sece. 3.n-l,
coo g &

++ I se define en Secc. l.c.
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a la nueva representacion en (3.95-b),

3Z.n~7 = Transformacion de alpunos observables ya conocidos.

En primer lugar, es trivial que
(P =7 (3.106)

(w)

Por otro lado, es evidente que si B es el operador de tipo w

asociado a B, we
B(w‘) =AJ_ B/\(i."e

su transformado (principal) es

[ I
i)t o pwepr \WE (3.107)
por lo que basta calcular B'.
Bs sabido 11 que en spin %9
_ cade ol {-o"-)(p
o= U5 U+=6"+im=px -o] (3,108 )%*
Py Py (D *m)

1 = pa— t = —
2 (91y*9(2y) = G(1y+ 0y (3.109)

Entonces el spin (3.57) se transforma en

— sim! E';:El)' * EEZ)' sim
jspin =(A<f-€ ) ( > )(’\'.‘L}€ ) (3.110)

que debe combinarse con (3.105) y (3.109).
Analogamente la helicidad (3.61=b) se transforma en
- ; — — =y — '
re =5 (0'(1)-!-0“(2)) v/ | pl (3.111)

Algo mas complicada es la transformacion del operador x
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de (3.64=-a)j esquematicamente, sabemos que para spin % es
— 9 _+ d *
Xt =UL—TU =1i-—+M(B); (3.112)*
op dp

donde M(DP) es una matriz 4 x 4 que depende de D pero no de /2P,
‘n.onces,
s/ + a .
ey L33 U2 =15t My P

pero como [U, 5’] =0 es

E?(z)(gj’ U(li] =05

de donde
!
2\ _ 9 3 .+ -y _
(i g‘-g) = U)oz Y% Yy L pm it ey )
= i %"‘ M(l) (5’) + M(Z)(F') (30113""3.)

Si indicamos con (§??)(1) al operador (3.112) perteneciente

al espacio de los operadores gque operan sobre ¢(1)(spin %), es

a ' - — o .
(-_i.%) = (xvj(l) + (xe)(zj - ié-:_l} 3 (3»113=b)

con (3.107),

- are Sim\ - - 3 gesim

XK :A_L ) {(Xﬂ)(l)"'(xﬂ)(z) = i ;;](Al o (30114)
Y

Finalmente, de (3.60) obtenemos

- [wesin\ - - 3 geSimy' )
jOI‘b —(AJ_ ) EX')(l)‘*(X')(Z)@iB%:l (A.L ) X p;
' (3.115)

de (%.50),

‘—);_ -bu o—b‘a 3 i <omen -
= [(X dpyt (X )py~1 ;’;ﬁ]"?*z (001 5* %29’
' (3.116)
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y de (3.65), el operador paridad,
0 - o

(1)) _, (mr -&D o (o) _ mY - F (0)
] ‘*3< 5 1y T2 BT =, 2 F
o] .

(3.117)_

2.n=8 - Lds operadores posicion y velocidad media

Recordando (3.82); lo mas razonable pareceria ser definir

s — -, —_ -
al operador posicion media X como aquel tal que X'=X = 1 i%; 3
Op —
pero entonces se tiene la desagradable sorpresa de que tal X

no serfa pseudohermitiano; en efecto, usando (3.80=-a) ge obtig
ne que su conjugado pseudchermitiano es (e¢f. A%Z=16) se obtiene

que su conjugado pseudohermitiano es

- o — — —_
) P mAa =oep 1o
fm— =i — - | ————— (29 (3.118)
Op 2 2p Po
Ps o

Entonces uno piemsa corregir la dificultad redefiniendo

— o 0
X = i-:;_+i'“,;/2
b P

que es evidentemente pseudohermitiano, pero entonces nuestro o-

‘perador posicion seria (en la representacidn de FWT),

) ? m2° =27 =
i'-':;-»%“z’m i (_‘f_) (3.119)
p P 2P, (2)\ Py / (2)

que slendo asimétrico en los fndices spinoriales transforma ¥'c
(. o€ ESim') en @t = ! {t & gsim! S £ wt); es decir, se trata

#
ria de un operador de 2a. clase, con todos sus inconvenientes
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(Secc. 3.e)e

Por 1o tanto, la ultima modificacion que debemos hacerces

reemplazar (3%.119) por su operador asocilado tipo W's

- 0O — =

. p m Yy ~ot«P - we

Al (/\i&-)“li — % - i ___..2___m (2)01(2) (AL ) (3,120..3)
p
o] Zpo

que es, en definitiva, nuestro operador posiciéh media (en 1la

£
nueva representacion).

Para pasar a la representacién original, es mejor escribir

previamente . 3 3 -
Xt = —% (/\.[LA‘)’Q)G E '5-;. 4+ i ;_';J (Afejao (30120”13)
P P

Entoncesy con (3%.80-b) es

- we we
X = %A.L qu*"'_qj/\‘j_ (30121"‘&)
donde Eres tal que
qr = 1 i%; (3.121-b)
Ip

Se obtiene (ef. A3=16),

?=§21)* ‘}E’(Z)‘:;: (3:122"&)
. My * "2y \:("’(13”(2)"9]1’ [531 (o¢19* G(a)]
=x + 1 =1 +
2P, Zpg (p,+m) 2 py (py+m)
(3a122-b)

Para {3.121-b), ET debe calcularse en la vieja representaciéns

- 0 oo O
=%y 1
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entonces, — — —_ > - —
- i,u"’m 171y plp . [P "(‘fm*“(z)’] we
A .

1
2Py ap§(p0+m) 2Py (py +m)

(3,123)
(DPe paso, gueda redemostrado - ahora en la vieja representacién -
- que % (E_’+ Tf) es asimetrico en los indices spinoriales, y que por

lo tanto, transforma w en un espacio # w).

Puede observarse que (3.120~b) es una generalizacic;n posi-
ble del operador posicion medla para spin% (3.82=a) pues en
spin % 9 1a_/a‘f>’ es hermitiano respecto al producto escalar alilf

usadco, de manera que %‘ (i f_—;+ i 5‘2_;) —_— i é—a_-* ¥ no hablendo
p

componentes redundantes, /\fap — I, de manera que (3.120-b) —>»

(3082""&)0

Nuestro operador posicion media origina una velocidad media

—t

V razonable (ver (3.83) para spin %): en A3-16 se demuestra que

para spin 1, e
V == esc I (3.124-a)
dt W “o %o
——
de manera que los valores medios de V son
P
- P
<V =4+ {— (3.124~b)
Po

segun el signo de la energ{a (o mejor, de la carga).

8

Caso obtuvo anteriormente un operador posicio'n medla y

otro velocidad medla para spin 1, pero traba jando en el formalig
mo de Sakata y Taketani.
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3.n=9 = Conexlﬁh con los trabasjos de Bollini y Giambizgi.
6

Bollini y Giambiagi 135 demostraron que'hay una cone-

xion entre las transformaciones de Lorentz L; gque reducen ET g
cerc+, ¥y las transformaciocnes U; de FWT; la correspondencia es,

pora spin %,

Lorentz FWT
— ' e &
Y = (vy, =) S Bu= (75 = Bs)
p# = (p°, 7)) > g, =@ P  (3.126-a)**
métrica indefinida métrica definida positiva
’)’Ppp Y=m ¢ > quF(P=EU’
Se déﬁuestra entonces la correspondencia,
¥ = o
Lp o> Up 3 (3,125-b)
para spins mayor que un medio, en lugar de demostrar
L; ‘—s Ug (B.126)**

se usa (3.126) como definicion de U;; al efecto, se procede asi:
Partiendo del L§ conocido, se lo representa con ayuda de los ele-
mentos de la columna "Lorentz" de (3.125); a continuacion, se re-
emplaza cada uno de esos elementos por su correspondiente en 1la
columna FWT, y al operador asf construido se lo 1lama: Transfor-
macion de FWT para spin s. En el trabajo se Bollini y Giambiagi

se aplicé dicho procedimiento en el formalismo de Rarita=Schwine-

8 = spin; p = momento.

++ Por supuesto, estas (3P no son las de ecuacidn (1.5).
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ger.

Es facil ver que en el formalismo de BW el procedimiento
citado conduce precisamente a nuestra transformacion de  FWT
(3.84)., Para ello basta tener presente que (Cap. 6) en el for
malismo de BW la transformacion de Lorentz Ll para spin 1 se

puede poner,

=ohy iy (3.127)

entonces el procedimiento de Bollini y Giambiagl conducirfa a

definir

1.t ot
UT = Tny Utzy (3.128)

que coinecide con nuestra (3.84).

En el tragbajo de Bollini y Giambiagl se demuestra que pa
ra spin 1 su transformacion de FWT mantiene Invariante el pro-

duecto escalar positivo definido

Uy Up = U U (3.129 y**
donde Ul es el 4-vector de Proca (ecuacidn (1.7t). Como veri-
ficacion de (3.84) podemos demostrar que nuestra transformacion
de FWT tambien cumple (3.129), En efecto: La conexidn 17

1

¢=-—I¥¢%ﬁ B”
2m

i

b e — gy, rir¥r® B
4am

(3,130 )%*
entre la ¥ de BW y las ng GF" de Proca es invariante en forma
ante un camblio de representacic';no Por otro tanto las ecuaclo-
nes (7.9=a) y (7.10-a) que demostraremos mas adelante usando
(3.1%30) valen tanto en la representacién original como en 1la

de FWT3; pero de esas ecuaciones se deduce facilmente gque



* _ o (o] 5 0 5 o} -
Us Tp = Y0001y Yoyt 91y iey) ¥ =
_ 5 5
=Y + 97y iy Y (3,131)

De la invarisncia en forma de las (3,130) se deduce que en la re-

2 rd
= rmentacion de FWT sera

* g

A U,i =¥t T4 (v?l)'r??_)?ﬂw” . (3.132)

Pero nuestra transformacion (3.84) no solo es pseudounitaria, si~
no tambien unitariaj por lo tanto, los segundos miembros de

(2.131) v (3.132) son iguales; por lo tanto, nuestra transforma-
cion cumple (3.129).

= e = o e e e = = s an

Complemento

Podemos trasladar directamente el formalismo de BW la defi
nicion 6 de transformacion de FWT que transforma‘gi en EE@
U (py/p,) = U "(p,) Ulpy) (%.133)
{(que, en el trabajo de Bollini y Giambiagi es sugerida directa=
mente por la correspondencia con la transformacion de Lorentz).
Es Trivial que;
gl v - . —;-—;,rxrq]_ e
U(p;/p,) Ui 3(Py7/ 57 Toip/ D500 (3.134)
De la misma manera, se puede trasladar la definicion de trans-

formacion de de Cini-Toushek dada por Bollini y Giambiagi,

(P = T™Hoo ) (D (3.135=a )**
y el resultado es,
C(B) = Crq9(B) Cppy(BYe (3.135=b)

* Aqui U(F) es 1a U de MWT escrita en la representacion P. con la variable p.
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CAPTITULO CUARTO

EL DESARROLLO FN ONDAS PLANAS. CUESTIONES CONEXAS

4.8 = INTRODUCCTION

Nuestro objetivo es efetuar el desarrollo en ondas planas
para spin 1 ym # 0 procurando:
1) paralelizar el desarrollo usual en spin %—;
2) representar los spinores u(r, p) de spin 1 mediante una com
binacion de las u de spin —%, ya que entonces calculos -para spin
1 podrén ser hechos mediante simple utilizaclon de calculos ya

hechos en spin %

A efectos de notacion y de posterior utilizaeic;n, damos el

siguiente, RESUMEN DEL DESARROLLO EN ONDAS PLANAS PARA SPIN l:

2
Es blen conocido que
¢(x) =90 () +q’(”)(x
(+) 1l 1 ( d3p - i O °+ . ghongl W%k
Lr(x) = —————F a(r, p) o ~1P X X (4.1)

(or)>/2 p=uy J ¥2Pg

1 r .3
- 1 AP = - O, 0, >
p(=)xy = - b (ry=B) u_(r, F) o 1P X HIP.X
(2nY/2 p=a1 ) V2P0
donde r = + 1 describe la polarizacion +, P = +a/i3'2+ ma y las

o
cuatro u _,_(r,F) poslbles para un dado '15’, son linealmente Indepep

dientes.

Si

—

H(P) =P + m .15#= Py s (4.,2)%*

s

. Ny = r
« * Por ejemplo las u,(r,p) pueden ser autofunciones de la helicidad. % —
con autovalor r/2 (definicion "B" dada en A.4-1), Ip|
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Yy
€=4 (4,3)**
es
H(B) u(ryp) = €p  ulr, B) (404a )%
o lo que es lo mismo,
b ug(r, €p) =€m u(r, €9 . (404-b)**
Ademas, (4.1) equivale a
1 - o_0O — =
‘P(s)(x) = /Z J' ac (T, P) u(r, D e~ fipx +ipx
(ZTT) r= 1 (401'_a)**
si
a+(rgf) = alr.p); alrsp) = b* (ry=p). (4.1 1=b)**
Es
u';(r D) us.(r',-ﬁ) = 2p, srr' aes' 3 (4.5)**
ugryp) u (r1,8) =€am § ., (2.6-a)**
E_I_(r,f) u_(r'g“'}-:;) = E_(r';ﬁ) ‘u_,_(r,—p') =0 . (406"1))**
Pyede ponerse
— 1 e ey
u.(ryp) = ~—————— (m+p_+Ex-p) u (r,0) (4,7 )**
£ o €

MZmEm-I-pos

donde las u.(r,0) cumplen las (4.2)y «..) (4.6) con P = 03 [p.e;].

B(0) ug(ry0) = mBuy(r,0) = Euglr,0)] . (4.8)%*

En A.4~-1 explicitamos las dos definiciones (A v B) de r

que usaremos en lo que sigue.

Es usual definir,
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u(r,;) = u+(r,¥;§ 3 v(r,;) = u_(r,-;) (4,9 )**
que tambien son linealmente independientes entre sf. Entonces
(px = p%%° -7 %),
by = ¥ + ¥

1 ( &3« _ .
‘P(+)(x) = > . alr,p) ulr,p) eiPX (4,10 )**
(2r Y2 (p=a1) J 2Pq
1 rdBX *

zP(m)(x) = > b (ryp) vir,P) e 1PX,

| (2r)3/2 (p=-1) ) 2P

ESg

pulr,p) =mulrsp) 5 B virsp) = =m virsp) ; (4.1)=g )**
ulrs,p) b =m ulr,d) 3 V(ryp) P = - m v(r,p) 3 (4,11=p)**

u'(ryp) ulrsyp) = 2 P, 8.3 v (r;p) virt,p)=2 Py 8,pr3(4.12-a)%*

u+(r9ﬁ v+(r',:ﬁ) =0 3 (4,12=b)**

H

v r,p) ulrs p)

ulryp) ulrt,yp) = 2m Spper ¥(ryp) v(rt,p) = =2m § oyt 3 (4.,13-;'1)**

Wr,p) vire,p) =¥(ryp) ulre,p) = 0 3 (4.13=b)%*
— —— —r—y — —o-—|

g[ui(r,p) uj(rg'p’) ~ v,y (rsp) vj(r,p)J =2m 84 3 (4.14)%*

S[E B i) - T v@eB)] =8m . (4.15)%+

r .

Los operadores proyeccidn Ay tales que

AL us=n 3 A, v =0
* ’ * (4.16)%*
A_v=v ; A_u=0
cumplen p+m 1 -

/\+= — = — ¥ ul(r,p) U(r,p)
moomT (4.16=b)**
: 4.16=b )’
m-;S 1

A = — — ¥ v(r,p) V(r,p)
2m Zmr
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4.b = LAS BASES U:j,UFJ oos QUE SUBTIENDEN LOS ESPACIOS SPINORTA-

LES wi%)P, wP ,ggplegim, eas“;t v €_ . EL CORRESPONDTENTE DESAR-

ROLLO EN ONDAS PLANAS DE UNA ¥ SoLUCION DE LAS ECUACIONES DE BW.

4,b=-1 ~ Basesg parsg los espaclos gspinoriales.

Para la definicion de dichos espacios, consultar Secc. Z.c-3,

200“‘4’ 2of=2 Yy Z2of=%3,

Sea r un parémetro
| r=-2,0,2 (4.17)
gque posteriormente estara conectado con la polarizacién de los
mesones vectoriales + la cual se discute en A.4-2. Recordar 1,

s =+ 13€=+ . Defino los 6 spinores

a.{r=r+sy;p) = Ez (rop) u,, (s,p)+ u_ {s,p) u (r,pﬂ
€ 2 /lrl s m‘ e £(2) E,U)( €(2)

(4.18=-a)

0 sea,
\

1 _ o
u,(2,p) = = u,019(1sP) uy(5y(1sp)

— 1 — — —
u,(03) = == [0y (1) 1, (14F) + 1y f 15D 1,157

2 vV
—r 1 —_ —_
u, (=2,p) "’j§§‘u+ﬁ§’lgp) u+&§wl,p) N

u_(2;p) =‘;%§ u_c13(1sP) u_(54(1,p)

~ 1 - o - R
u_(0,p) = - Ez_m(l,p) U_gy(-1yp) +u_,(-1,p) u_, (1y i\
u (=2,p) = —— u_,.y(=1,p) (<1,p) /
- R R A (4.18<b)
N .

P. ej. las Ux(r,p) pueden ser autofunciones de la helicidad (Secc. 3.j)
con autovalores r/2 (definieion B de A.4=2).



Defino ademas los otros 4 spinores

(r3578) = —m (198 u_gy(s38) +u_ (5,5) 1, ,(rsd)
UniTys 9D ;i;T:T::T Upy ToP) u_,)syp U_ () 89D uz(z)r;p .
4.19

Utilizando el hecho de que las ue(r;ﬁ) de spin %»son lineal
mente Iindependientes entre sf, es facil demostrar que los 10 spi-

nores (4.18) v (4.19) son linealmente independientes; como la 4i-

mension de Szgm es 10, se deduce que el conjunto de los 10 spino-
res uggggﬁ), qurgs{E) subtienden Ezég_(forggg base ), |

Usando (2.48) y (4.4) es inmediato que

sim _, - sim _, -
NETEY ugle B = uglr BB AT () uglrsd) =0 5 (4.20-a)

FeSim —_— . — O}SSim —_ —
N (p) uplrys,p) = up(rss,p) 5 A (P} up(rys,p) = 0 ;
(4.20~b)
++ .p
por lo tanto, los 6 spinores u. subtiepde opr-Jilen=

tras gue los 4 spinores Up s D tienden el sube 0 _com=
plementario (en e:im ng (recordar fig. 2-3), |

* & diferencia de €; el sub;nd;ee‘f no toma valores numericos; meramente
expresa que (comc se vera mas adelante) lag U subtienden el subespa-~

cio '}"gpa
Expresar la parte spinorial u de ¥ mediante productos de spinores u de
spin 1/2 no es nuevo: una vez desarrollada esta secciog hemos hallado

qye de Brogliz (cap. VII, §5) expresa la onda monocromatica § de spin
g

maximo = 1 as '
X x
AU
j_j . cj_ - cxpe
p-x
MMe¢yWsmoMmmmmmﬁﬁma%smnV& Esta relacion de
de Broglie es esencialmente igual a nuestra (4.18) salvo la simetriza-
cion’(con lo que eliminamos spin 0) y el factor 1/ Irif en la normali-
zacion (con lo cual conseguimos que lss propiedades algebraicas de las
u paralslicen las de las u de spin 1/2), En cambio, dentro de lo que
conocemos casi todas las ecuaciones posteriores a las (4.18) no se hen
escrito para spin 1 en un formalismo tipo BW=-Belinfante-de Broglie (ex
cepclon: Belinfante, op. cit.4, ecuacion 36). En cuanto al formalismo
de Kemmer, hemos encontrado posteriormente un estudio de Booth and Wi}
son 7 sobre "spinores"; Booth and Wilson no usan una representacion ti

po (4.18).

++
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Como el espacio spinorial de interés fisico es wgp, resul=

ta que los 6 spinores de interes fisico son los (4,18). Usando

los operadores proyeccion AW( Y definidos en (3.10), es trivial
demostrar gue las u+(r,p) subtienden w( )p y las u (r,p) subtien
3an aﬂ 3po Obseérvese una vez mas que la dimension spinorial de

e

tivamente 6, 3 ¥y 3).

U(") es la que f{sicamente habria que esperar (respec-

ant
8P
6 spinores que se obtienen reemplazando en las definiciones (4.18)

Por completltud mencionemos que € es subtendido por los

y (4.19) de u+(rf§3 y u {(rys,p) las sumas por restas. Con esto

queda completa una base para Ggp

4,.b=2 - Degaprollo de ¢(x) de Bargmann-Wigner en ondss planas.

Usando la base ue(r,53 para los espacios spinoriales, es
trivial obtener que toda ¥ que cumple las ecuaciones de BW es

tal que (er. A4-3)

)
Wy = ¥y + ()

i dsp —_ 00 —_
¥+ (x) = —-3:-;-/; — a(r,B) u, (P emIP X DX (4 21)
(2m) T Po
1 [ &p «
¢(")(x) = ————575 v@ﬁr‘b (r,p) u_(r, p) eip xO+1 7 X
(2m) r) o)

(r solo toma los valores (4.17)). Es lo mismo poner

3
(), . 1 d”p - - -€1p°%%+1 7 %
' (x)-———7§ZJ'—-——a(r,p)u(r,p)e P p
(2m)>/2 7 V2P, ‘ (4.21-a)

donde
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a,(ryp) = alrsp); a_(rsp) = b (Ty-p) &

4.,b-3 ~ Las propiedades algebraicas de las gegr,E),
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(4.21t-b)

Salvo la normalizacion {que es arbitraria), las propieda=-

des algebraicas de las ug de spin 1 pueden deducirse de la mis-

ma manera que se obtienen las propiedades algebraicas de las

u de spin 1/2. Un segundo camino (que seguiremos aquf) es de

ducir las propiedades de las ug usando la representacién (4.18).

El resultado es que 1la unica diferencia entre las propledades de

las U ¥ de las ug esta en algﬁh signoj se puede afirmar que

esa diferencia de signo esta conectada con la diferencla de es-

tad{stica.

Usando (4.4) y nuestro H = H(l)I(a) es inmediato que (4.18)

implica

H(T) ug(rsp) = € p, uglr,B)
0y, lo que es lo mismo, ¥

B(1y Ue(rsED) = B,y u (rs€D) = Em uy(r,€p) ,
analoga a (4.4).

En lo que sigue sera util el sigulente lema:

Si r =r+s, rt =rt + gt
es +
Sppe sss' srs' 8s'r s
izl drrl re?

Agregando (4.5), (4.6) y (4.18) se deduce que +

+ é(l) = gﬂqgi), eta.

(4.22=3)

(4.22=b)

(4.23)

++ Vor en (2.2) la definicion del producto escalar en el espacic spinorial.
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8.y 8 (4.24)

— —
(us(r,p), ue,(r’1 p)sp = &2p rrt Yggt

o]

que solo difiere de (4.4) en €= +; 1a (4.24) es 1a (correspon=-
diente de (4.4) porque en spin 1/2 el producto escalar en el eg

+
pacio spinorial es (ugy ug,) Ug Ug, -

sp
De la misma manera, con (4.5), (4.6), (1.8) en (4.18) se

demuestra que

Ee(rgf) ue(r', -];) + Zm 81‘1" .
(4.25)

E_,_(r,_ﬁ) u_(r',-i)’) = 1—1'_(1',3) u,(r? ,=p) = 0

que corresponde a (4.6); nuevamente solo hay una diferencia de

signo.
Tambien , >
ue (ryp) u (re,p) —-*;—-GEU 8pp ¢ (4,26)

De (4.7) v (4.18) se deduce

—_, l — - u —
ue(r,p) T ——— Eg+po+e«-;€l(l) Iiu p0+£ot-1£|(2)ue(::,0)7)
4.2

4o¢ = SUBSTITUCION DE TAS y, POR u Y v.

Como en spin 1/2, resulta conveniente definir u{r,p) =

u.,.(rs—l;) 3 i — —
(ryp) = u_(ry =p) (4.28)

con lo cual el desarrollo (4.21) en ondas planas de toda ¥ de

BW pasa a la forma *

U(x) = () + 90 (5
()4 - 1 a’ e !
(! : (x) = (ZF_)?VEEJ _E;i a(ryp) ulrsp) e px > (4.29)

("‘) = 1 d3 ke — ipx .
T (x) W%J’/}p—z b (r,p? ulr,p) e J

0.0 =
+ ox = % - pex.
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De (409), (4.18) v (4.27) se deduce que

1 ‘ - —_— — — --a-—w
Z-'———*"’ u(l)(rgp)u(z)(s ,p)+‘u(1)(s ,p)u(a)(r,p)
V[I‘I miv - -

1 - - - - -
2/Ir] m* z(lj(rﬂp)v(a)(s9p)+v(1)(s,p)v(2)(r,pl

Asi como para las U, las propiedades algebralcas de las

—
u(r=r+s,p)

H

u(r=r+s,53

u y v pueden deducirse: 1) de 1la misma manera que las propieda-
des de las u v v de spin 1/2, o blen, 2) a partir de su repre-

sentacion (4.30)., E1 resultado es:

Byt = fpyu = mu

(4031-3)
By =Py v =my
analoga a (4,11); entonces,
Uy =udp=mu
- - (4.31-b)
VB(1y TV By T -mVs
(u(r,?),u(rﬂ,p))sp% Podpps (v(r,?), v(r?,_z;))sp=2po Sppet
(U.(I‘,;)’ v(rw;))sp = (V(I‘g}—}.), U(Tnsa)sp =0
(4.32)
que corresponde a (4.12) (barfa un signo).
- -, -, _ — - _
u(r,p) ulrtyp) = v(rsp) virryp) =2m &, (4.33)
W(r,P) v(rty3) = ¥(rsB) virtyp) = 0
que solo difieren de (4.13) en wn signoo
— —_— —_ — p
u (ryp) ulri,p) = v (ryp) virt,p) = m° 8ee' 8.1
(4.331)

+ — — o —- —
u (ryp) viriyp) =v (ryp) u(rry=p) = 0

+
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La (4.14) no se traslada directamente, en cambio, vale
— — - — —
Z':u (ryplu (ryp)+v (rsplv, . (r,p)|¥, , =2m @
r| 11tz J231 Lhip J231 3132 Lz

(4 034-3.) +
nara toda ¥YeW; la (4.34) implicarfa una relacidn tipo (4.14) st

no fuera por las componentes redundantes. La (4.34) se demuestra
usando (4.29) y (4.33).

Z[E(r,?) u(r,p) + 7(r,0) v(r,f)’)] =12 m , (4.35)
T |

T

corresponde a la (4.15). i

Los operadores proyeccion /‘\_,_(E;) tales que

A (';) 11(1‘9?) = u(r,—f)’) 3 /\_,_(53 v(r,-l;-) =0
- - - — — (4.36)

A _(pd vir p) =v(rsp) 3 A _(p) vlryyp) =0
cumplen

o Baytm Bpytm )
N, (p) 5 - = - = P g u({rsp) ulrsp)

\ (4.37=a)
N m?éUJ_bm”mz)_ai - .
_(p) ;P o 5 el z; § v(r,p) v(r,p)j

que corresponden a (4,16). Si se desea pasar de " b=3 Mmagtnt="

%*
se puede poner,

S u, , (repha

r 111

- 1
353 (ryp) = Z; [(ﬁm)iljl(ém)izj; (pm)iljz(pm)izjj

—_ 1

S vy s (zypW, . (r,pY=— [(gm), , (P+m), .+ (F+m), , (F+m)

T 4l J231 am 1,9, 123, 535 153

= (4.37=b)
Para demostrario, usar (4.18) y (4.16-b); pgrtir en dos ciertos sumandos, pa
ra agruparlos con otros (esto se comprendera al efectuar los calculos).
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entonces la (4.34-a) puede completarse con

%uilia(r,p)uj i (r,p)-!-vili (fgp) vj (r;") =

N 2
?m l}ﬁuil P1,3 ”513 551 4113, ”212 . 611-'1;3 &iajl_.l'

(4.34=b)

4,d -~ SPINORES EN LOS ESPACIOSE ; -%sp
ﬂog“’l = Q;trodgcgig;

Los espacios q’gp ¥ ?’EP se definen a partir de los espacios
7y 3,de la misma manera que se define el espacio spinorial u)’sg

a partir de ¢}, o sea como Sec. 2.c¢=3.

Es inmediato que una matriz simetrica mi;j pertenece ag‘sp,

me sfgp, si /\?’E ) m=nm (4.38)
ni;]_ gsimetrica pertenece a (]'sp’
sim
negly st AP @in=n (4.39)

Por (Secc. 4.b=~1) los 4 spinores ugy (rysyp) (4.19) forman base en

g’;ﬁs no disponemos aun de base para %p‘

w? e A a ropiedades algebraicas de los ores 4°

Respecto del produeto egcalar (2.2) son ortogonales entre si ¥y
de pseudonorms nula,
—
(u(f (rys,p) uy (rtyst,p! )sp =0 (4.40)
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pero no son ortogonales al espacio ng; estas propiedades son con
secuencia de (4.19), (4.18) y de las propiedades de los spinores

de spin 1/2; la no ortogonalidad con u)'gp es consecuente con Secce.

Zof"'Zo

Zpg

u?,+ (rys,0) uff(r';s's—p') = -;— Srr' SSS, (4.41=3)

£
Ademas,

u'; (rss,p) ue(r', D) =0 (4.41=b)

LS Sl o= LO irl p @
4.3-3 s spinores gg, base de %sp

La figura 4-1 (simbolica,

como las 2-2 y 2=3) sugiere

que podemos obtener un sistema ¥sp
de veetores (no necesariamente
normalizados) que sea ortogonal A‘im 4y

:w”
a u}gp respecto de (2.2) si pro g sP

yectamos los Uy ortogonalmen

p -
te sobre t']‘,sp, definimos pues, Fig. 4.1

— sim .
ug(r,s,p) =/\%E (p) u (rgsg) o (4.42)

La misma figura sugilere que pueden obtenerse los ug cono combi=-

nacion lineal de los ug y de los uj Usando (4.42), (4.18),
(4.19), (2.60) y la formula de spin 1/2

Pu (r,p) =E= u (r,p) +y — ju (r',p) ua(r,p):'u_ (rtyp)
Po rt 2p 7€ €
© (4.43)



se obtiene
[r+ 1|

u (r,s,_ﬁ) = (r,s,p) - ;% mes | [ﬁ_,,(r',p) u_(s,pﬂu_,_(rﬂ-',p)

| ot + s||
4 " |' [u__(r 3p) u_,_(s ,p):lu (s+rtyp) (4.44-a)
m r' |r+s

Usando la definicion A de r (ef. A4-1) se obtiene
ug(lglg-ﬁ’) = u,y(l,l,fn’) + g; {p3 u_‘_(Z’E) + %2." p+u+(0;ﬁ) -

- 0 0 (28 - F5 p, w000} 5
B,(15-158) = u(1,-1,8) + 2 {20 u,(2,8) - Pu,(03) -

- p3 u_(O,E:T) - /Ep_,_ u_(-Z,;)} H

ug(-l,lﬁa’) ug_,(“lglgi;) + "21;1‘ {p3u+(0,3) + /Ep_,. u,,_(-Z,_I;) =

2p.u_(253) + p° u_(oa'ﬁ)} ; ‘.;

ug(-l,-l,*p’) = u,f(lg"’l,-;s + %ﬂ;{}z\ u+(0;‘5) - p3 u+ ("‘Z;I-;-) -

-fé u_(0,p) + p° u_(-z,-;-;)} 3
(4.44-b)
en cambio, usando en (4.44-a) la definicion B se obtiene un re-

sultado mas compacto:

s|pl -~ rlpl
u+(r+s ,p) -
2m

ug(r,s sp) = u?.(r,s;lb’) + u_(r+s,p) .
(4.44-c)
La formula (4.44-b) (def. A) fue reobtenida ortogonallzan~

do respecto de (2.2) al sistema de 10 spinores Ugy Uy 5 Dara la
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(4.44=c) no se uso este 2° procedimiento.

4,3-4 ~ Algunas propiedades algebraicas de los spinores ug.

Para (4.44-b) (def. A) se verifico
(ug(r,s ’B’)’ ug(r*,s'g—p’))sp =0 (4-45-3.)
Ademas s por cons truceion 3

(ug(ryp)y u (reyst,p)), = 0. (4.45-b)

A.,e = APLICACION: NORMALIZACION Y ORTOGONALIDAD.

Usando (4.21) v (4.24) es facil demostrar que

(‘I/(+), "P(+)) = ZJ d3p Ia(r,;’)lz (4.46-2)
T
@), 9=y - 5 {dsp Ib(r )| 2 (4.46-b)
r
@+, =)y 2 o (4.46-c)

Las (a) y (b) demuestran las (3.14-a); la (c¢) redemuestra
(3.13). Agregando las (4.45) podemos formar la

s +
Tabla de correlacion entre subespacios ortogonales Yy _normas

pseudonormag ) para Ye gsim,

Yeol*) — (@, 4) =+ 1
¢eﬂf("’) = Y, ==-1 Tabla 4-1
“9%* = (¥,¥) =0 |

]

+ Respecto de (2.2)..
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Notese sin embargo que estas implicaciones no necesariamente pue-
den ser invertidas. En consecuencia, sea %n}, o Ye SSim pero ¢ u},'

es

@, =5 a3p[|a(r,5*>iz - lb(r;ﬁ‘n?-} (4.46-3)
r

La (4.46=b) no se repite en spin 1/25 pero si en spin 010.

4.f - APLICACION: UNA INTERPRETACION ESTADISTICA RESTRICTA (TEO-

RIA DE UNA "PARTICULA'.,

No es nuestrc objeto en este trabajo discutir y o ampliar
las bases de la teoria general de una "partfcula“ para spin ente-
ro. Por lo tanto, en 1o referente a interpretacidn estadfstica
nos liﬁitaremos a seguir las lineas expuestas en el artfculo ae

Feshbach y Villars. 10
De I, Secc. Z,a v de (4.46-d), es:

"carga total" = e 3 dgpﬂ {Ia(r{ﬁ)la = Ib(rgﬁﬁlz} (2.47) F
T

Esta ecuacion se puede Interpretar diclendo que la(rg;3|2d3p
da la proporcién relativa de carga pogitiva aportada por un estado
componente ; de momento comprendido entré Ery'ir*-diﬂ enq;gfa com=-
prendida entre Py = +.¢p2-*ma vy po-%dpog ¥y helicidad ++ ﬂ,.P
igual a r/2; analogamente |b(r,-g)|% para 1la carga negatix;?l

De (3.4), (4.21)y (2.18) y (4.4-a) se deduce

<@ =7 a7 1° {la B2 + Intz, BB} (4.48)
r

[ R

¥ “Mediante un-cambio de variabls de integracion, da lo mismo poner aquf 5
b(r,B) o b(r,<F) ; sin embargo, ahora colocamos b(r,-g) para que Ib(r,<0|
sea la proporcion de carga -e, helicidad r/2 y momento +p (ver (4.49) mas
adelante).

++ aqui adoptamos la definicion B de r (cf. A4=2).



L0
de (3.47), (4.21) y (4.18),
p = Z_dep p* {Ia(r{53|2 e T L P (4.49)
r

de (3.61), (4.21), (4.18) y (84-1.4),
spin P 3 2 2
(2= =T | £ {late:DI2 + [o(e,DIE} , (5 = 15 0,-1).
r

Utilizando la interpretacion mencionada de |a(r{§3|2d3p y
Ib(r,Jgjlz dBp, se obtiene que la energfa media <H> es el pro-
medio de las energfas * Py de los estados especificados por su
momento, el signo de la carga y la helicidad, ponderando el
promedio con la cantidad de carga de cada estado. Analogamente

para los valores medios del momento y de la helicidad.

+ Recordar que el valor medible de la energia es + P, (cf. (3.17)).



CAPTTULO QUINTO

REPRESENTACION DE LAS ¥(x) DE BARGMANN-WIGNER MEDIANTE DOS
CAMPOS SPINORIALES Y1(x) Y ¥"(x) DE SPIN %
(TEORIA NUMERO ¢)

-~ UNA REPRESENTAC ION
Beg~1 = Teorema

Tesls: Sean tb(s)(x) y X (E)(x) dos soluciones arbitrarias ~ Qe
la ecuacion de Dirac para spin 1/2 correspondientes a un mismo
signo € de la energfa, sin mezccla con componentes de signo -~ €

+
sea la funclon

é‘5’<z;x°)=7’§—zﬁ[ {lp(g%’cm)ig- $E ) (x)+ (1) e (20} (5.1)

donde {1) 4 (2) indica un sumando identico al primero salvo el

intercambio de subindices spinorilales 11-*—F12. Entonces,

a)’ Como funcidn de z, & satisface las ecuaciones de BW (1.2):

1 5?“ rY(Fl) <I’('s)(z; x°) = m éce)(z; x°) (5.2va)
2

$1€ (23 x) = 457 (25 2°) (5.2-b)

b) pese a la apariencia del 2° miembro de (5.1), ¢ es indepen-
diente de xC:

2 )55 20 = 0 (5.3)

VO

- ' -
+ x=(x% x); z = (zo, z)s



»
Demostracion:

Para demostrar (5.2-a) basta observar que por hipétesis

— y'(€ )(z) =m ¥ (e)(z) (5.4)**

az
12 (5.2=b) es consecuencia del sumando (1) <> (2) de (5.1). Pa~
ra demostrar la (5.3) usaremos (4.11'): Como 4f(€) esta formada

por conponéntes de energfa Epo'es

1 d3p
$(€)yy = > al (ry p) ulr, p) e"Eip 2419z
(2m)?/2 p=a1 ‘/Zpo (5.5-a)**
anélogamente,
1 a’>
q,"(e)(x) = : Han (g pu) a (s pn) e Eip X +iP x
(2m)3/2 =1 ) V2o (5. 5-b Yo

Sustituyendo en (5.1) se demuestra

1
é(e)(zs %) = ZEA;ZT:{Z:[ p ae(r,p) aé(s’p)[e,()r’p)ue(a(s’-ﬁ)"'
rys==-1
-
+ (1) *—*(2):] X eEip =+ 15 (5.6)

00 - troo »
€ip7x ve tip gque contenian la dependen-

Las exponenciales e
cia aparente de ¢ en x° se han cancelado debido a wna §(p- p").

De (5.6) se obtiene inmediatamente (5.%).
QtE.DC

5.a=2 = Teorema inverso

Tesls: Toda solucion ¢(€)(z) de las ecuaciones (1.2) de BW for-
mada $010 por componentes de un signo definido € de la carga pue
de ponerse en la forma (5.1), es decir

i
H
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q’(e )(z) =/_12—;;[d3x {¢%§_§(z= X’if‘a zJ’"(E)(x)-i-(l) 4—+(2)} .

X
(5.7)*
Una regla para determinar explfcitamente las q;(E) vy

q/n(e )

que deben usarse eg:
a) desarréllese ¢(€)(z) segun (4.211), o sea

1 a>p

_ 5 ~815°2°41 57,
(2#)3/E r Jv2p,

ac(rs B) u (r3) e (5.8)

1]
) ¥' v ¥ se determinan hallando las al 'y ag de (5.5), 1las

que deben cumplir

(2r9%/2 2.4 al(rsB) antsB)e (5.9

a.(r=r+s 352 <
€ T VT
Pese a que (5.9) no determina wnivocamente 4:(8) N

(IJ"(S),

es condicidn suficiente para que se cumpla la (5.7).

»
Demostracion:

Por Secc. (4.b=2) sabemos que para demostrar que toda solu
cion ¢(€)(z) de las ecuaciones de BW (eon carga pura € e) admite
la representacion (5.7) basta demostrar que é(E)(z; %) admite

un desarrollo identico al (5.8).

Sustituyendo (5.9) en (5.6) se demuestra que
1 3

é(ﬁ)(z;xo)z ___3;72 % S : ar lz|! a (r, p) ue(r{ﬁ)
(21r)? rosom1 ) ¥2Pg €

e-Eip°z°+ 192 (5.10)

con r = r+s. Por otra parte, siendor =r+s =2, 0, 2 se

+ Modificando edecuadamente la (5.9) puede conseguirse uga formula a.naloga.
- 8in el "3/9x°", o sea como el 29 miembro de la ecuscion (a) del apendice
A5-~1, 8in embargo, preferimos mantener el 719/0x°" pues puede demostrar-
se que entonces la representacion es invariante ante una transformacion de
Lorentz.



cumple que

1
> et e(e) =23 £(2) . (5.11)
I

I‘,S=“‘l

Entonces, comparando con (5.8) es

¢(€)(z; x°) = ¢18)(z) . (5.12)

(La aparente contradiceion originada en que ¢(€)(z) es indepen-
diente de x° no es tal debido a (5.3)).
(Q.E.D.)

Observaciones:

A) Pudiendo representarse mediante (5.7) las soluciones de car-
ga pura ¢ toda otra solucién de carga impura admite representa-

cion, combinando (5.7) con

Uiz) =42y + 400,y (5.13)

B) El parametro adimensional A se introduce en (5.7) para una
eventual normalizacién; para soluciones no normalizadas,;A es ar
bitrario y puede hacerse A = 1,

¢) TFijada la ¢(e)(z3 que se va a representar, puede elegirse u-

11
na ¢g(e) casi arbitraria, determinando ¥ (€) mediante (5.9)3 el

q,'(E)

inico requisito sobre es que contenga todos los momentos
;'que contiene @lel peso de cada onda monocromatica no impor-
ta en ¢'(€) ¥, para un p dado, que contenga todas las polariza-
ciones r que contribuyen a las r contenidas en QXE)O 0 sea, si
ag(r = r+s, P AO (5.14-a)

debe ser
al(r, PYAO . (5.14-b)
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5,b - OTRAS FORMAS DE LA REPRESENTACION. FORMA MANTF IE STAMENTE

COVARIANTE

De (5.7) se deducen las representaciones

{2y = —%_\Jcﬁx {@'E’j;( ) 13 ¢"§g§(z-x>+ (1) 4—»(2)}
ad
" (5.15)
y
y€(a) ﬂ/'l: H(Z,(z{@x {fp('f-,’(x) 4" €+ (1) == ()]
2m
(5.16)
donde .
H(z) =~ (—:‘Lh 58:::,>+ nf ; (5.17)**
Z

(ver las demogtraciones en AS5-1).

Se designamos

a0, = (ax‘axfax?, @ x°axfax’, ax®ax ax®

, dx’dx Lax2) (5.18)
entonces la forma manifliestamente covariante de la representacién
(5.7) es

(€ .y - (€) n(E) —
A=) @Jd }'{(.b(l)(zﬂx) i = " ¢ (x) + (1) (2)}

d
* (5.19)

5e.c = COMPARACION CON LA REPRESENIAC;GN DE DE BROGLIE

De Broglie + utiliza la "fusion" de dos partfculas ¢(1) y
q(z) de spin 1/2 como Instrumento para obtener las part{culas 4
de spin 1 y sus ecuaciones (identicas a (1.1) salvo que no se po

e ¢ij = qﬁi con lo que el spin 1 no es puro).

F »
Su ecuacion de la "fusion",

* De Broglie, op. cit. Cap. VII, §2.
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o .. " ' o, w, 1 ;)
mih = ¥y (ZF (%) =904 ( 3[—ih —Y x)/|= —[uih “;q’(x):l _
[ h S x} (2)(%) = %1y -1 “=Hpfx)|= 3 -1h =

( 5 020“’3 )**

3 o " -y 9 " =L 2
Eh ETE Q’(l)(Xﬂq’(Z)(x) -q’(l)(X)E.h é‘%‘q’(z)(x)]— ZE.TI 3t q)(x):]

(5.20=b)**
le conduce a escribir

Y(x) = Ypyx ) nyx) . (5.21)%*

A partir de las ecuaciones (de Dirac) que satisfacen ¢El)

v ¢22), y de la restriccion (5.20) obtiene las ecuaciones (1l.1-a)

y b} para ¥. Pero, independientemente de la idea de la fusion la
§§°21) es una regresegtacién de ¥, v como tal la compararemos con

nuestra (5.7):

Es sabido que una objecién gque se ha hecho a (5.21) es que
solo proporciona las ¥ que cumplen (5.20); o sea esencialmente se
trabaja con dos partfculas no ligadas cuyos momentos * son'F.-/Zo
Es claro_que el sistemg resultante debe ser de spin 1 (o cero) vy
momentorﬁg pero tambien gue no cualguier ¥ de spin 1 puede re-
presentarse_asf (en caso contrario @ no representaré & una pare
ticula elemental, por ser $010 superposicién de partfculas no 1i-

gadas ).

Nuestra'representacién (5.7) no adolece de la objecidn an-

terior,

+ —
Si se trata de autoestados de p.
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CAPITULO SEXTO

LAS OPERACIONES DE SIMETRIA. LAS FORMAS BILINEALES UM

Unha parte del materia ofrecido en. esta seccion es conoci-
do; sin embargo, lo inclufmos por completitud; indicamos explfc;
tamente cuando los resultados son conocidos, usando por e jemplo

la convencion de los asteriscos (Secc. l.a).

6.a - TRANSFORMACIONES INDUCIDAS POR EL GRUPO DE LAS TRANSFORMA-

CIONES CONTINUAS DE LORENTZ

»
.a~1 = Transformaciones homogeneas

Es blen sabido &? 13 17 que la transformacion infinitesi-

ma propila y ortocrona de Lorentz,

xtfh =gl 2, et b =+1 , 1®>0, (6.1-a)%*
, A

by = 1;»' . Y s =Lop L¥ F:gﬂ, A by (6.1-b)**

D'fl}’ = g}ly + e}u} % Ie’\}’l((l (601""0)**

induce en ¥ la transformacion

¢'(x1) =D ¥(x) =p¢ @1 x1), D =DD, (6.2-a)%*
donde )
D=TI-2€y o, o =1 (¥ rrrh (6.3~a )%

es la matriz de la transformacidn

$'(xt) =D¥(x) =D¥ (4~ x) (6.5-b )**
inducida sobre los spinores ¢ de spin 1/2.

La (6.2-a) puede ponerse en las formas equivalentes,



Y'(xr) = DY(x) DT (6.2-b)

W) = [1-dey (offyralay ¥ . (6.2-c )+

De (6.2) se deduce 2

—_ —_ - T
$(x1) =9(x) DL =¥ @) D7y Dy ¥=07t eI DTH L (Glade

Sea EFV una rotacién;3-dimensional de éhgulo € alrededor
del eje z:€y,= =€ ; Eij=()si (143) # (1,2) o0 (2,1). De (6.2) se

deduce ; como es sabido,

Y(x) = (X + 16 3,) ¥x) (6.5)%*
donde jz esta dado en (3.49).

6,82 = Traslaciones

Es bien sabido 1, 2

que ante
xiht = g+ xH (6.6-a)**
es .
Y (x) =(I-1 a, o) ¥ (x) (6.6=b)**

6.b = TRANSFORMACIONES INDUCIDAS POR REFLEXIONES ESPACTALES

6.b=1 = La transformacion. Caso vectorial v caso pseudovecto-

riagl

Sea la reflexidn espacial
x = (x°%, T) —> x1 = (x°, -x)3 (6.7)%*
es sabido que mientras los spinores relativistas de spin 1/2 se

transforman segﬁn 16

¢ (x1) =9 2°%x) (6.8~a )**
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con
N=+ 1 (fermiones reales) (6.8=p)**
o
M=+ 1 (fermiones imaginarios), (6.8=~c )**
los spinores relativistas de spin 1 se transforman segﬁh 2
T
P xr) =0y Yoy ) =0 YY) O (6.9-a)**
donde
=41, (6.9-b)**

Es facil verificar que las ecuaciones (1.2) de BW quedan in

variantes en forma ante (6.7} y (6.9).

Témbién es sabldo 2 gue

V= o= > campo vectorial, (6.10-3)*

=+ 1 ~———=> campo pseudovectorial. (6.10-b)*

Es frecuente democstrar (6.10) con ayuda de una determina-
da representacion de las v#; puede demostrarse (6.10) independien
temente de toda representacigh de las Wﬁ si se usa la ecuacion
(7.2) (ver mas adelante) que conecta la ¥ de BW con las Uﬁ y Gﬂv
de Proca (recrodar (1.7¢3).

6.b=2 = Sobre la representacién dada en el Cap. 5..

De (5.7), (6.8) v (6.9) se deduce facilmente que los cam-

pos spinoriales ¢ y ¥" con los cuales obtenemos nuestra repre-

sentacion (5.7) de § cumplen lo que sigue:

AY % v yy" pertenecen a la misma familia; es decir, son ambas

reales 0 ambas imaginarias. Matematicamente no hay razones pa-
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ra excluir este ultimo caso.

B) Si representa a un gampo vectorial deben elegirse ¥ y @
de parldades opuestas.

C) 81 representa a un campo pseudovectorial deben eleglrse ¥
vy ¢" de igual paridad.

o.b=3 = Seggn a cuantificacion - Trapsformacion de los operado-
res creacion Y degtggggion.

Cuando se efectua la segunda cuantificacion los coefici-
.entés a y b* del desarrollo en ondas planas (4.29) se transfor=-
man en los operadores destruccion v creacion a \'g b+. ¢ (x) pa-
sa a ser un operador que actﬁa sobre el espaclio de Hilbhert de
los vectores de estado:

-ipx +

Y(x) = ——)37—ZJ = a(r,-’)u(r,-ﬁ"e
Y <Pg

+ bt (r, ‘5) ri(r, p) eipx:l . (6.11)

La reflexidn espacial induce una transformacion unitaria

P
$x) = ¥'x) = P Yx) P o=y AR 0,y Yl (6.12-a)

donde P actua sobre a y b+ pero no sobre u y vs

at(r, P) = P alr, 7) P~ 3
btHr, ) = P v¥(r, D) PT . (6.12-b)

De (6.11) ¥ (6.12) se deduce (ef., A6=1):

2 at(ryp) ulr,p) = /D) alr,=p) 'Y(()l) Y°  alr,-p) (6.13=a)
r

r

2 b (ryB) v(ryBY = 9 X bT(ry-B) 7Py 7T,y virs-p) (6.13-b)
r r
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En A6-1 demostramos que r?l) W?Z) u (ry ;5) pertenece al

subespacio subtendido por ulr, p} (P fijo, r = -2, 0, 2), 0 sea:

”’?1)"/((32) u(r, -p) = %. Alr, vty p) ulrr, P) (6.14-a)

’ F
con %= numero; analogamente,

Y1y ¥y V(TsP) = WACTER B) v(r', B) (6.14-b)

De (6.13) y (6.14),

ai(r, p) =N 2_ Alr", r, ?) alrt, =p) (6.15=a)
rll .
bi(ry B) = 5= K (", ry D) b(z", -p) (6.15-b)
rll

Ayp solo pueden determinarse si se especifica la definicion de

r [ver las definiciones A y B en A4-1 (spin 1/2) y A4-2 (spin 1)].
En -A6=1 se demuestra que:

A) Con la definicion A es

A-(I'g r'??) =+ 51-,19!

p(r, r1, p) =+ 8 (6.16-a)

Tyt

i

por lo que

at(r,B) =+ nlr, =) 3 Dbilr, ) =+ M (rs ~B) (6.16-b)

[%ara spin 1/2 es
ar(r,B) = qale,H) 5 b = - o b(r, ). (6.26)%

B) Con la definicidn B es

Alry 1, P) =+ 8, i plra T, B =+ 8, o, (6.17-a)

g1 1 !

por lo que

ar(r,p) = +yal-r, =p); b1(r,p) = + q* b(=r, ~p) (6.17-b)



152

[para spin 1/2 es 16

ar(rsP) = qal-r, B) ; br(r,p) = - 7 bl-r, -FZ] (6.171)%*

6.c = CONJUGACION PARTICULA-ANTIPARTICULA

En las definiciones y desarrolles seguimos el ordenamiento

dade en el libro de Leite Lopes 16, Caps 4. _ALbrevichiénz "Conju=

gacién partfcula-antipart{cula" = "Con‘;}-ugae:i.é'n-(l'"° La conjuga-
cién-c para partfculas de spin 1 en formalismos de este tipo fue
estudiada por primeira vez por Belinfante 20 Belinfante usa la
ecuacic;’n‘ (6.21) como definicion}j no conecta la misma con la 2a.

” ,
cuantificacien. Nosotros procederemos as:fs

Sea 11;@ el vector de estado del vacfo; en base a los operadg

Tres creacién v destruceion se define eloperador conjugacic;n-C me -

diante
¢ at(r,p) ‘Po = 97* b (r,p) ‘léo (6.18=a )**
Cu (e Y, =& a (r,B) (6.18-b)**
c ‘l’o = ':[:’O (6.18=c)**
donde 5 es un factor de fase:
§§* =1 (6.18-4)**

Definimos una matriz C iliz’ jlja que opera en el espacio

spinorial mediante +

11(1‘;}-;) = C ;(I‘,_p’) (6.19-a)
v(r,p) = C u(r,p) (6.19-b)

Usando el desarrollo en ondas planas (4.29) es facil demos

r'd
1

+ En spin 1/2 se define C tal que u=C 77T pero aqui T T=%
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trar que

H

cyco-l
cyc-t

Ec ¢ (6.20)
A

Entonces,; usando 1la representacién (4.30) de las uy v en
termicos de spinores de spin 1/2 (Cap. 4) se deduce
= *
C =Cryy Cepy (6.21)

doende C es 1la matriz usada en la conjugaciéh partfcula-antipar—

ticula para spin 1/2:

wWr, P =CcvT(r, Y5 vir, B =Cuat(r, P (6,22=a)%*
c™lokc = - AT (6.22ah )**
¢l =-¢ (6.22-0 )+

-

6.4 = TRANSFORMAC IONES INDUCIDgg POR LA INVERSION TEMPORAL

FJ I » . »
Solo nos ocuparemos de la teoria numere c. Sea la .inversicn

temporal ‘
x = (x% P —x = (=x% ). (6,23 )%

Toda transformacicn antilineal inducida sobre ¥ sera de la forma

— *
Yx) =¥ (x1) =£BY(x)y 6= 1  (6.24-a)
donde hemos separado el factor de fase g por conveniencia poste-
rier; Bil i2 jl 32 €3 una matrlz que opera sobre el espacio spi

norial. En spin 1/2 se suele poner ¢i1{xt) = B¥T(x) pero aqui
4T = ¢,

Exigimos invariancia de forma de las ecuaciones de B-W ante
la inversion (6.23); hemos encontrado (la verificacion es directa)
que se mantiene la invariancia si penemos

donde B es la matriz usada para la inversion temporal del electrén,
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es decir tal que
g7l 42 B =4°T, B 1¥p=.7T (6.25-2)%*
B (6.25=b)**

Usualmente se pone
B=n°+2¢c , (6.25=b)**
con ¢ definida por (6.22).

1La invariancia de forma de las ecuacliones de B-W se mantie-

ne cualquiera sea el factor de fase E.

—_— rd
{ se transforma segun

Tlx) — §'(x) = §* Y(x) -1 (6.24-c)

Pere por que exigimos una transformacion antilineal ? Es
facil demostrarle imitando un argumento usado para otros spiness
Por el Cap. 10 la ecuacion de B-W en presencia de un campe electro

magnetico Ays Fuy 5 es (ec. 10.3)
' ieE,
Bm

po # T R #
(1.a}1 - e AP) Yi1y¥= mny- (vipy= (2)) W(l)q‘y(a))q’
(6.25)

v=y7T ;
imponemos invariancia de forma de (6.25) ante la inversion (6.23);
usamos la transformacion conocida del campo electromagnético:
AL (xr) = 8GO, Kr(xr) = = Ax)
] (6-26)**
Fop(X1) = Fp(x)y F}“xﬂ-«~ﬂd&);
si ensayamos satisfacer la Invarilancila de (6.25) mediante una
transformacion lineal

Y(x) =—>Yr(xr) = g§BY(x)
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obtenemos facilmente contradicelon. Este problema no se presen-
ta usando la transformacion antilineal (6.24). Finalmente, ad-
mitiende continuidad respecto de AP’ no podemos usar una trans-
formacion lineal ni siquiera para los campos libres que conside-

ramos en los Cap. 1 a 9.

6.e = LAS FORMAS BILINEARES ¥ M@ Y LAS OPERACIONES DX SIMETRIA

REPRESENTACIONES TENSORTALES DEL GRUPO DE LORENTZ

b.e6=1 = Tntroduce 1on

Como en spin 1/2 estamos Interesados en formas bilineales
en la funcion de ondaj; la forma bilineal algebraica mas general
es

¢ Mo
donde M ilizjljz es una matriz arbitraria. En spin 1/2 se plan=~
tearon dos cuestioness
1) Hallar una base en el espacio de las formas $M@;
2) Seleccionar la base de manera que sus elementos sean repre-

sentaciones tensoriales del grupo de Lorentsz.
Es blen conocida la soluciéh:
FTI1¢;0089;F a®” ;0799 ¢; 1Tad¢ (6.27)%*
La solucion (6.27) de las cuestiones 1 y 2 para spin 1/2

es uno de los instrumentos mas importantes con que cuenta la teg

ria.

Intentaremos plantiar y resclver (dentro de lo posible) las
cuestiones 1 y 2 para spin 1. En esta seccion consideraremos la

» .
cuestion 2: Proponemos 167 formas ,
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= Tab 05
YLk $1¥ Ty Tzy O e ¥ Y@ (628

vy despreocupéﬁdonos de si forman base ¢ no, demostraremos que
son representaciones bensoriales del grupe de Lorentz; tambien
estudiaremos su comportamismte ante la conjugacién-c. En 1la
s2sclion 6.f analizaremes el problema mas diffeil: Como restrin-
gir e modificar (6.28) de manera que forme base (cuestidn 1) gin

aerde 8 CQ ala i .

f.e=2 = Lemg

"Si ¢, e w, las cantidades

7YY VAR VI VD VSN S o A Ay A Ay A A
Q (x ’y) = df ZP(JC) 'Y(,') "((1) s 'Y“) ’Y(Z) 7(2)7(2) tP(Y)
(6.29)*

se comportan ante el grupo ortecrone de Lorentz como tensores de
ordem mt +m",
Nota: Tomamos ¥y ¢ de la misma paridad: en (6.9),

My = o (6.30)
Demogtracion: Basta hallar por separado las leyes de transfor-
macion antet

A) Subgrupe de las transformacions Infinitesimas (propias):

Por secc. S.a~l ante la rotacion (6.1) Qx’“""’""“"'”"""

(xyy) sa transforma en

[arCxeay 0]
a E(x y [D =l ~3‘1 D]“)' . [D'!l qu‘g]m[n"l ,‘,ﬂ“ D]“f . [D -] ,Ya'{m D](,,"’(Y ),

Por la teoria de spin 1/2 es blen sabido que

-.‘xmli A“'l” "ﬂ" - | ‘e AI \ Al
= T D™yl adviden pety) =

p=lat g A 4, (£,31)%*

¥ naen aignifioa "per definicidnts
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De donde,
}\'1 N ;A . A.“mn x, b - AS A"Yn"
[Ql(x?a y‘i):l =R.y; -"R'vlfn' H’V: "-lvum“
i 5 Ve Vi

x [Qlxs 331 (6.32)

B) Reflexiones espaciales:

Usar anélogamente Secc. 6.b; las fases q¢ ¥ M¢ desapare-~

cen debido a (6.30),

6.=3 = Tabla de 162 formas bilineales gque se agrupan en repre~

sentaciones tensoriales del grupo de Lorentz

En la tabla 6-1 se dan las propiedades de transformacion

de todas las 162 formas del tipo (6.28) (la demostracion se eg~
bozara mas abajo), ¥ wna abreviatura que usaremos para las mis

mas.

Los signos menos y los factores i provienen de haber con
servado los factores i al efectuar 1los productos tensoriales
J'Efb ﬁg) donde [* = I, % o™, 5ok, 145, a=1,2,...,16;

' (6,33 )%*
a su vez los factores 1 en (6.3%) son los frequentemente elegi-
dos para obtener E FA‘P= real en spin 1/2; el resultado, eg por

supuesto, ¢ [—(‘%) l_("g) ¥ = real.
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TABLA 6=1

FCRMAS BILINEALES QUE SE AGRUPAN EN REPRESENTACIONES TEFSORIALES

DEL GRUPO DE LORENTZ

Forma bilineal A:s;m giré‘;“’z tensorial
[
¥ (x) 1(1)1(2) @ (y) F eécalar
Y(x) 1(1)7{12) ‘P(_Y) ada vector )
E(x) I(l)a(lzv) ¢ (y) F;}W gigilc;r antigimetrico de 29
1T—‘(x) 1(1)7?2)7(’12)(0(?) F;5P pseudovector
4 (x) 1(1)7?2) ¢ (y) o pseudoescalar
Y (x) 7’(!1)1(2) ¢(y) Fi¥ vector
Zf-’-(x) ')’}(’1)’)’("2) ¢(y) FHY tensor de 22 orden
o A uv AgpY tengor de 3er. orden, anti-
qf(x) rY(l)v(-?) (P(y) F simetrico en KV
‘V{x) Y(l) (2) (2) ¢ (y) FHsoY pseudotensor de 29 orden
zP(:'c) 'Y(l) (2) P(y) pio pseudovectc.)r- .
¢ (x) 6(1) (2) @ (y) il 2:3:21‘ antisimetrico de 20
E(x) 0'(“;)'}’&) ¢(y) FRV3A Tengor de 3er. orden, anti-
I_P( ) vy Ap ) Ao simetrico en pv.
x) ofi oL, Py F7? Tensor de 4% orden, antisi
TP( ) {?32)71 o (5) pAv35A metrico en uv y en ’Ap.
X © y ’ seudotensor de 3er. orden
(1)7(2)"(2) antisimetrico en ’
- py .
Y (x) G{;)‘Y?z) ¢ (y) F33 pseudotgnsor de 3er.orden,
E( ) 5 {l () h antisimetrico en pv.
x)¥ Yiovn L, vy ? seudovector
(1)7(1) ~(2) P
q’(x)"’s(l) (';_) (Vz) ¢(y) poRsY pseudotensor de 22 orden
5A34v | pseudotensor de 3er. orden
z‘J(x)r‘;(l) (l) (2) ¢(y) e antisimztrico en pv. ’
q}(x)'r (l) 'Y(l) (2) (2)‘4’(?) F5F;5y tensor de 292 orden
Y@V 7y ) P55 | vector
i a’-(x)’lj(l)l(z) ¢y} o pseudoescalar
i ‘Pix)’)’(l) (uz) ¢ (y) 20 pseudovector
53pv pseudotensor de 22 orden
1 q)(x)“’(l) (2) ‘P(y) e antisimetrico en MY, ’
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Forma bilineal fbrevia gir“-';ﬁ?; _ bensoriel
pry 5 43 48 354
’
- §(x) fY(l)’Y(z) v (y) F escalar

La regla usada para la abreviatura es autoevidente, y per-
mite por un lado reconstruir sin esfuerzo la forma bilineal, vy

por el otro, tener presente el caracter tensorilal de la misma.

a
Para demostrar el carater tensorial debe usarse el lema

6.e-2 y recordar
i
75:“"’5}'”9 Yy AP  (6.34-a)**
4!

GPVAp es el pseudotensor de Levi-Civita, totalmente anti-

simétrico vy tal que

80123 = + 1 3 _ (6034:“”b)**
(Nosotros usamos el”r5 hermitiano:
¥ =+ 1), (60340 )*

Usando 6.e=2 v (6.34-a) v (b) los caleculos son directos.
Para utilizacion posterior recordamos que

i wv
vS o= . Zef‘ﬁ“ﬁ P (6e34~3 )**

6.e-4 - Transformacion de las formas bilineales ante la conjuga-

cién ggrt{culgwgntigartfcula

Usando las ecuaciones (6.20); (6.21) y (6.22) se calecula
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facilmente la transformacion ante conjugacién-c de los elemen-

tos de la tabla 6-1. E1 resultado es +

— 4 B ok, = A B
vty Dy = &se® Ty [y ?

t

parsa. ,
pi, piBH, 35, gV, pAiw) A pavidp SRS pbKISY
pSriS 53 pdiSk , pdib | (6.35-a)
TrA PB g ety A B
YRy R2? — 5580 i ¥

para 4 V3 Y Asuy
g3t pikY i pRISY pHis, pHYi, gHYi5) pHVi5, poHi” pOAIMY
Ol pSIMY, (6.35-b)

6.f = EL PROBLEMA DE HALLAR UNA BASE MANMIFIESTAMENTE COVARTANTE

PARA EL ESPACIO DE LAS FORMAS BILINEARES

6.f=1 = Introduccion

E1l objeto de esta seccion 6.f es seleceionar o modificar
los elementos de la tabla 6-1 de manera que dentro de lo posi-
ble:

A) formen base en el espacio de YMP con ¢,Qew§p (- proble~
ma 2, Secc. 6.1y ¥ qued.
B) no se pierda la covarilancia relativista conseguida en Secc.

6.e; en otras palabras, los elementos de la base deben continuar

siendo agrupables en representaciones tensoriales del grupo de

+ [qA osta definida en (6.33).
++ Los espacios spinoriales nrgp, +so Se definieron en Secc. 2.c¢-3.
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Lorentz.

Primero debemos resulver varios problemas Previos,; que
r:d rd
consisten en resolver la misma cuestion en egpacios mas amplios

" zims voo) qUe wgpa Para wnificar la potacion, indj

caremos com Kt'K al espacio de las formas bilineales ¥M¢ eon

:PeK" \PeKo

(eogo ES 9 €

Los 162 elementos de abla 6-1 no forman base entdgg
p s p 2 Pt P
%sp porque siendo 6 la dimension de @sp la dimension de ”sp‘”sp

es 62 (# 162); para tener elementos linealmente independientes
encwg;wgpckﬁmrﬂmnosgpues, eliminar 162=»62“elementos de la ta-
bla 6-1., Lo primero que uno ensaya es ver que relacliones de de
pendencia originan las condiciones

¢ij = wji (1.2-b)
Y _ H(l) ¢ = H(Z) lP; (203"0)

usando estas relaciones, uno puede suprimir elementos linealmen

te independientes en la tabla 6=13; perc entonces los elementos

remanentes ya no ge pueden agrupar en repregsentaciones tepsoria-

les del grupo de Lorentz +o Por qué ? Porque la utilizacion

de 2-3) rompa el caracter manifiesto de la covariancisa relati-

vista.

En_cambio, podremos acercarnos (pero no totalmente ) a

los objetivos A v B si permitimos que los coeficientes del desar-

rollo de ¢Me en elementos de la base dependen de los momentog

(con 1o cual el problema deia de ser puramente matricial).

Sea p el momento del cual depende @(p)e U?p; p' el de

¢(p')€tJ£;; entonces en Secc, 6.f-6 hallaremos para toda matrig

»
* Con mas precisiéns nosotros no hemos conseguido agruparlos.
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M (es decir para toda ¥(p') M‘P(p)ecﬁgécﬂgp) un desarrollo del
tipo

$(p ) Me(p) =¥ cMp,p) ¥(pt) MAsp\@). (6.36)
A
En este desarrollo los CA (py p') seran funciopes no ma-

iriciales de pl y p (con p° = ¢|¢p2ﬂjm2 ); los CA seran tensgo
res si el ler. miembro es un tensor (pero no necesariamente del
mismo orden), y las Y(pr) MAq’(p) seran agrupables en represen
taciones tensoriales del grupo de Lorentz; de manera que el 2°

miembro de (6.%36) sea manifiestamente covariante.

En spin 1/2 los coeficientes del desarrollo de YM¢ en
combinacion lineal de las (6.27) no son funciones de Ery';; si

M no depende de ET;rE;, Por que aqgi deberemos trabajar con

coeficientes cA(p, pt) 2 Porgue mientras en spin 1/2 no _ hay

£ s s ¢ e . .’
condicion inicial, aqui el momento p aparece en la definicion

del espacio sninorial.wfp (ef. (2.4)). Esto nos traera incon

venientes (e¢f. Secc. 6.f-6).

Pero, como hemos anticipadoy antes de poder obtener la

solucion (6.36) debemos resolver problemas previos, que son:

§

Base para Esp Esp H

1] 1] EsimESim__ .
sp . ?

- obtencidn de un operador Ay puramente matricial e "in-

variante" relativista que proyecta 85;2 (dimension =10)

IR A P
en un subespacio esprtal que si bien Esp 7 wsp, sea
dimension egp = dimension wgp =6 (6.37)3
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[AI cumple (6.37) (ef. Secc. 2.¢=5) pero no nos sirve

porque no es "invariante" relativisté];

7 v
- base para Esp esp'

v v +
6.,£-2 - Base para Eb esp

En primer lugar, es trivial demostrar que Esp 5sp 8s un

espaclo vectorial.

En segundo lugar, la dimensién de esp es 42 = 16; por lo

tanto 3 .

» _ 2 . )
dimension de €p Esp = 16 (6.38)

una demostracion de (6.38) (con método usual) se da en A6=2.

En tercer lugar, los elementos de E;; esp dados en tabla -
6=1 (con ¢9‘P€€Sp) son linealmente independientes segun demostra

mos en A6=2.

Pero hay 162 elementos F*3B on 1a tabla 6-1. Por lo tan=-

to, (ver (6.38)) las 162 formas bilineales gt 3B dadas en tabla

6-1, con ¢’(Pe€ap” forman base en esp—ﬁsp

(-]

sim Esim
Sp sp

A) 135 FORMAS BILINEALES SUFICIENTES PARA SUBTENDER esgj esifg

Para abreviar la escritura eliminando las reiteradas ¥,

6.f~% - Base (superabundante) para €

» .
¢ 3 conviene usar la notaclon de equivalencia tensorial (Secc.

2.3~3), hallar formas bilineales linealmente independientes en

sim

£ sp ?

q)rA(P A :ls 29 0o 000009 (”’lpeezém
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es hallar matrices I-A tales que

Sc, [ Yy 0 = C,=0 . (6.39
sp

Hallar una base

EFA‘P, Azl, 2’ eo e (P(PeESim

sp
sim _sim . A
en € sp € sp es hallar un numero suficiente de matrices [ﬂ ta
les que
1) cumplan (6.39)
2) para toda M exista el desarrollo
A
sim ZC B (6.,40)
sp A
Por ser las FA’B de tabla 6-1 base para ssp Esp’ podemos
afirmar que para toda M existe el desarrollo
16 A
oim 2— %, L (1) [22) (6.41)

€ sp A,B=l
(las dy g Son nimeros; las [qA se definieron en (6.33)). Por

(2.31) deducimos que para toda M existe el desarrollo

B
M simZ 2 CA B r 1) r(Z) (6.42)

sp B=1 A<B

Con la notacion de tabla 6-1 podemos escribir, pues la

tabla seguiente:
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TABLA 6=2

135 FORMAS BILINEALES SUFICIENTES PARA SUBTENDER egém eiém
8]

Forma Restriccién sobre los Numero maximo de compo=-
indices nentes independentes

Pl - 1

pif N 4

IRy pev ¢

F3oM - 4

F 35 . 1

FI pev 10

FA;FV p<y 24

sy _ 1s

p #39 - 4

p YA f<V; A<Ps REAsVEp 21

p IS pev 24

vass | ,.I(V 6

ForiSY Hsv 10

FSF;S _ "

pdib _

Las componentes que violan la restriceion sobre los

fndices se obtienen recordando que

FA ;B = FB ;A (6043“”&)

2) kY = . VA (6.43-h)

1) (2:.31) ===

y usando la
FMi%u= o (6.43-c)
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que se demuestra en (B).

El nimero maximo de componentes independientes de ca-
da representaci&n tensorial del grupo de Lorentz de obtiene con
las relaciones de simetrfa (6.43); por qué lo de "maximo" % por-

¢ pueden (y deben) haber mas relaciones entre las FA;BC ESimESim;

esas relaciones deben existir ya que siendo dimension Esig = 10,
es -
° sim _sim _ 2
dimension €sp €sp - 10 (6.44)

mientras que en la tabla 6«2 hay 135 elementos: sobran 35.
B) DEMOSTRAREMOS QUE FM3°¥ Es yN PSEUDOTENSOR QUE TRAZA NULA

En A6-3 demostramos que en la representacion (2.6)

de las M es

4’11‘“ q’33 ZILZ:L" 4/34 0 4’14“‘ ‘PZB
¢,.-Y U~ Y=Y 0
_ 1
Hoypew=l = ce aa 2 4 Feg® ™
- 0 You~¥1a  ¥337%11 Yz Voo
$14 b 0 Yoz 12 Yaa ¥

, 5 - (6.45)
En dicha representacion la 4° de (6.34) es :

5 Yo ¥1 - 1 0 (646 yvr
¥1 Yo ’ o 1 ’

Por lo tanto, si Yeesim oq

sp
0 Yra=¥s  Hy- Y33 G- ¥y,
bz =Yy 0 V127 ¥z5 Y27 Y4a
T Y Tuter ¥ Yo=Y G - 0 7
337 711 347 712 23 ”¢14.
0

¥20=%12  Yua~ Y ¢ 14"¢a3
(6.47)
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pero entonces

sim ) M ) ant
Yebgp = 7Y(2) (1) T2)¥<Esp (6.48)
por lo que

A 24 Nm © (6.49)
(1) ¥ (2) "p(2) esin

C) POR QUE NO ELIMINAMOS EN TABLA 6-2 LAS 35 FORMAS QUE SOBRAN

sim _sim
PARA SUBTENDER Esp' esp ?

Nuestro objetivo es en realidad intentar hallar una base

" para wsp }p 3 nos hemos detenido en E:%m Ezém solo para
sistem§tizar algo los pasos gue permiten pasar de E;; Ssp (81~
mensidn = 16° = 256) a (ng (dimension = 6% = 36)., Mas breve
que eliminar ahora las 35 formas que sobran en ESim gg%h €§§m
sera eliminarlas con el mismo procedimiento (uso de AY) que

nos permitiré obtener una base (sin elementos sobrantes) para

simV_ simV ¢ p P -l - -
€ep €ep 7 de alli pasar a &fsp{vsp (Secc, b.f~4, =5 7y =6).

. Sin embargos; por completitud indicaremos un procedimien=

to que permite obtener una base no superabundante para ES;m ;gq
La identidad de Pauli 20 puede escribirse,
— H nv
4,3, 813, 7 Etl)lca)’“"‘(l)”ﬁ(z)“’(l) %y (2) *

12 21

2 . 5.}! 5 ¥ 5§
+ (iv 1)(1)(iﬂ*nﬁ(2)-FW 2)]1 (6,50 )Y%*

1129335
Por otra parte, por (2.311)
(6.51)

48 s ~ 4§ S -
11dp "1p3y  gsim T i1, Vg0,

De (6.50) y (6.51) deducimos
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5 A5 ~ ’ Y I _
Y (1Y (23 csim 3 Iy Ioy =7y M2) T 9(1) Cw(2)
sp
5_p 5
= (1" 3(13 (1 v ’Yp)(z) (6.52)

95

por lo que a2 puede eliminar de la tabla 6-2.

R £ _ &
A continuvacion, pueden obtenerse un cilerto numero de rela=

ciones “"tipo identidad de Pauli' que permiten expresar

H
vi s 6
1137423
terando el procedimiento empleado para pasar de (6.50) a (6.52),

s oo. como combinacion lineal de las fqiﬂi [ﬂ?lj . I-
172 2

se encuentran mas relaciones "tipo (6.52)", con lo cual los ele-
mentos no independientes de tabla 6-2 pueden ser puestos expl{c;

£ »
tamente como combinacion 1lineal de los 100 restantes.

. 2 » T
6&.f=4 - Definicion de los operadores proveccion A} v AyI, Los
egpacios EsimV% ESim VIU Propiedades.
Sp Sp
Definimos

v _ 1 5 5 5, VI _ I\ _ S 5 .
AN =2 (T sy 5y)s N7 =T =N =5 (I=Y(117(2))
(6.53)

son operadores pfoyecciéna
(/‘\vﬁ2 = /\Vg -(/\VI)‘2 = /\VI; /\V/{‘rI = /\VI/\V =0 . (6.54)

2
Efectuancs 1la descomposicicn

sim _ .simV sim VI
€sp Esp @ €sp

mediante 3
= v VI sim
¢ =9 + 4 e
=AY eﬁg%m v > (6.55)

GVIo AVIgesim VI
sp
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Se demuestra trivialmente:

N ,y%l),y%z) =’*?1)*?a) A=AV, (6.56)
5 V . ~5 V. AV _5 — AV ab
YN =Ty NI AT AT (6.57)

A
YA = ATl B AT ATl 1=, 25 (6

con esta ﬁltima se obtiene

oy 2 T\ A\ Ha Hlen

Y(il) 7(12) Yiiony N = A T(il) Y12y Yiion) (6.59-2)
o e o Hane AV o ATT P M F2n+1

(1) V() o Mt g Y TN M e Y (s

(6:59~b)
‘donde (1,) = (1) 6 (2) indistintamente; la (6.59) permanece vali-
da con
AV /yI
De (6,46) deducimos que en la representacion usual (2.6)

de las fY’1 es

b0+ ¥s5 EPRAC 285 Uyt
oY - ! Yp + ¥, ¥or* ¥ Yoty 2:%
2.3 Yozt %14 Y33+ Y9 ¥aqt%en
Y14*95 2o Y24 ¥za* Y4a* Y2,
(6.60)

Como solo intervienen 6 combinaciones de las @ij es:

dimensidn eSIiJmV 6 ; (6.61-a)

por lo tanto,
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. - simV _simV _ 2 _
dimension Esp €p 65 = 36 . (6.61-a)
gimV _simV
6.£-5 Base (propiamente dlcha para €_ &Sp___.,
simV _.simV . simV _simV
Como ESp Esp es un subespacio de 8sp esp 3
st;mVE:%mV puede ser subtendido por los 135 elementos de ta=-

bla 6-23 buscaremos relaciones entre los mismos (pensados co-

mo elementos de Ezimv Ezémv) para satisfacer (6.61-b).

A) RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A DIFERENTES REPRESENTACIO-
NES TENSORIALES DEL GRUPO DE LORENTZ.

Por (6056)3

5 5 -
Y1) Y(2) gg%mvl

) . (6.62) *
(vor) 2 ¥Y) = YioNY
(1) (2) iy D@
sp
POI” (6058)9 }‘
¥ ~ 0 A
(1) gsimV
sp
5t o
= )(13 E:5:'LmVO
sp
A mv N )
Y1) %2) ggin °
P \ (6.63)

5 ~
Y1yr(2) €s_’LmV 0
sp

A 5A ~
%1y Y2y gsimv ©
sp
S 5~
O Y (@) sinv ©
sP
/

+  la notacion para igualdades se did en Secce 2.d-1.
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Usando (6.57) y (6.34=d) se obtiene

pY 5 o~ v 5 _
(137 (2) Zeimy (¢4 =

Esp

N WY g @ |

= o "é’ E O!rj 0'(1) (6.64)
Por 1o tanto,; para subtender ez%m\fezgmv se pueden supri-

mir en tabla 6-2 las formas F;F; F55P; FASPV; FF55; Fﬂy;SA; F5”55y
v FSP;SG |

B) RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A ELEMENTOS DE UNA MISMA RE-
PRESENTACION TENSORIAL.

p3v
Bl) F

Reemplazando (6.60) en (6.45) se obtiene

" .
Yoo Y = 0 ; (6.641=3)
(1) W@ oy
sp
por lo tanto en EzémeriimV'B FP;v es de traza nula:
sz =0 (6.641-b)

Por lo tanto las componentes independientes de FF;V bajan del nu-
mero maximo 10 al nﬁmero maximo 10-1 = g.

J 1514
BZJ F

De (5.641<-a) se deduce inmediatamente que

o
Ve y(rs M) = 03 (6.651=a)
(1) B2 “gpv ] |
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simV esimV tambien priSY eg de traza nula:

_por_lo tanto en esp sp

F;‘:;s =0 s . (6-65'“b)

lo cual es consecuente con (6.49).

. : 1Y N »
Demostraremos ahora que FAIS eg un tensor simetrico: Por

(6.57)

B wBy¥y =l a¥45y =~ (yFeB v oo
UEP AP RANATPUAMARIFO IR ARC PR ED
£
sp
- 5aM v,
= (¥° ¥ )(1) 'Y(Z)’ . (6.66=a) |
usando ahora (2.31),
# Sa ~ Y (a5
YT ) esimv'Y(l)(’* "™z - (6.66-b)
Llamando P
= o Fhidv (6.66-¢)
resulta
a?”= a’t. (6.66~d)

Las (6.651=b) ¥ (6.66-3) bajan el nimero maximo de componen

tes independientes de FP5Y 3¢ 16 2 16-1-6 = 9.

pMY3AD
83) F

Las propiedades de simetrfg de FFV;XP son

phV3Ap - pRpisy (6.67=a)
pHVIAP o | pupidp, pHYVite o | ppYiph (6.67=b)
pRYIAP - _ 26" ap €'F, pP® (6.67-¢)

Las dos primeras son consequencias triviales de (6.43); la 3a. se
puede demostrar usando (6.57) y (6.34-d):

pv o Ap Va5 p,.5 - A\2cpY A
°1) %2 §imV(°"‘ Y )(1)(‘5;L v )(2)“(' 2) e ap &P, v x

SP of3 8
X 01y 9(5) (6.67=c1)
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Escribiendo todos los elementos de F}““AP y usando (6.67)

AV g2 simV ,simV
‘ i) Pe Esp asp
tes independientes; pueden p. ej. elegirse

01302 p01301 01312 o01,13 L01; 202,02 ;02303

puede verse gue tiene a lo sumo 12 componen-

01301

02312 ;02313 503303 {03312

i

F
Una consecuencia de (6.67-¢c1) es

Vv — e —— - e .—h _Al

o1y Gw(z) T 4 %1y %(2) w1y N2y (6:67-e")

sp
donde como es habitual indicamos

X = WO;?} ci==6jk, ijk = 123 v permutaciones ciclicas. (6.671)**
C) NUEVAS RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A DIFERENTES REPRESEN=-

TACIONES TENSORIALES DEL GRUPO DE LORENTZ.

Bn A6=4 demostramos

S(1) %2) Fin I3 (6.67"-a)

esp

por (6.67=c"} es 1o mismo poner

*(1) *(2)_ G (6.67"-b)
3
;L" 2id = o
2 9(1) Tw(2) Doy I (6.67"=c)
€op

Tambien demostramos en A6-4 que

e 70 = 5 "
%I}%Z)%wloeﬁmv8iwg) (6.67")

sp
D) OBTENCION DE UNA BASE PARA egli)mv e:%mv

Hay 36 elementos independientes de tabla 6-2 que sobrevi-
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ven como Independientes frente a las relaciones halladas en A, B
simV

ESimv-(pues los elementos de
5p
tabla 6-2 subtienden a Ezimv :;mv) Pero por (6.61=b) la di-

mension de EsimV’ EsimV es justamente 363 por lo tanto, no pue-

sp Sp
» » »
¢ - :xistir nuevas relacliones gue disminuyan aun mas dicho nume-

ro: esos 36 elementos forman base en EsimV'EzémVL De tablas 6-=1

y 6-2 y de Ay B y C obtenemos una seleccion posible:

y C los cuales subtienden a €

TABLA 6-3
BASE (PROPIAMENTE DICHA) PARA- ezimv esmv
Nimero de °
Relaciones entre elementog
Forma bilineal Aga;zig cigggnggfes de una misma representacion
dienges tensorial
EI(,‘)G"FV(P F;Pv 6 F;,“,= - Fivp
tPfym Yy 9 FHY 9 PRV = pY3 PR = 0
A VA YiAp _ Apspv
¥ ofyouf FAYIOP 12 FrYINP = P
paVirp o _ pYiiAp
FRVIAP - _ pRViPA
FRVIAP - _ ;e,uvP Ap PP 78

Completamos resumiendo las relaciones que permiten expresar a

los restantes elementos de tabla 6-2 en terminos de la base hallg

sinV _simV |
da para Esp Gsp H
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TABLA 6-4

LAS FORMAS BILINEARES QUE SUBTIENDEN ezém ezém PERO QUE NO PER-
TENECEN A LA BASE HALLADA PARA egémv-e:%mv SE DESARROLLAN BN

TERMINOS DE ESTA

. Abreviag- Su desarrollo segﬁn la ba-
Forma bilineal tura se dada en Tabla 6-3
4 ; S Y
, = o=
_‘f_tp F 2 70
% ’Y(g) ¥ Fif =0
q")’s 'YF‘P F55P = 0
e 35 -+ 1 pAYsA
i _tﬁ:”’(i)@ ] FA ,, =+g F P S}WAP
N it =
bl 0w @ F 0
Lol A5 30 =
i f"m v ® FP 0
¢S YAJ(a,LP pHYESA = 0
T Hv5 pv35 =Lt P
1y 07{1”)7(2)4) F ZE «p F
U irBaH 5.V 535y = w3V
Yool 02909 | ¥ F/
1Yoy 08,9 pOHi5 = 0
e a 1 &
- %07 Y _ Fo35 = -7,
bof=6_ = Desarrollo de ios elementos de wf; wf como_comblnacion
_ =

1ineal de representaciopnes tensoriales del grupo de Lorentz

Traba jaremos con ondas de p" bien definido; en esta Secc.
p° = + ‘»/p2+ mag sean ¢(ple wgp, Y(prde wl’s’;) ¥y M = matriz arbi-
traria. Es,
$(p1) MO(p) = Eﬁ"(pv)w”(pe)] MEchpprI(p)], (6.68)

Pero

PB'YFE) ?(p) = m ¢(p), i=1(1,2); (6.69)**



176
multiplicando por /? o NI y usando (6.58) se obtiene

pvPiy ¢ ) = n@()s p

s ﬁfr(ﬁi) ¢ (p) =n ¢ l(p); 1=1,2

(6.70-3)
Cambiamos ¥(p) — ¥ (p') y tomamos adjuntos:
pr PRy vy = m 8V (p)s g ¥V ¥y =n ¥ Hpr); 15152

(6-70"b)
En (6.68)

G(pt) MP(p) =47 (p1) Mp, pt) ¢ (p) (6.71-a)
donde abreviamos

ey 0) = g [“Tlﬁ P T(iil ME“% Ps 'Y(Bjﬂ’ B fé 71-b)

— A »
Por Secc. 6.f=5 ¢v M wV puede desarrollarse univocamente en la ba

se de tabla 6-3:
671y #py p1) F() - a,(ps p) ¥T(p0) SHy @V (D) 4
by + bu(py P B () Yy 7y @ () +
+ euy(ms 20 $T (RO V() 5y @T(p) +
v
+ Qe P ¥ o1y ofy @ V(e (6.72)

donde aHV’ bpv’ CFV y QPVAP son los coeflicientes, y carecen de

{naices spinoriales.

Reemplazando en (6.71) queda finalmente

Y(pr) Me(p) = (p')/\v[aw,(pa ) ofly +
t ooy D) Yy vyt
oy (ps Py @O
+ de\P(ps p') U'(Mf) U(AZ)] /\viP (p)y
AV =% (1 +'Y?l)’}’?2)). (6.74)"

+ A primera vista pareceria haber error, ya que ¥M¢ pueden ser p. ej. un veg
tor, mientras que en lag F que aparecen en el 29 miembro de (6.74) no
hay ningun vector (cf. tabla 6-1). Pero no hay tal, porque las a pue
den ser e.g. vectores, Ver ejemplos en Secc. 6-f-7. Aaene
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Con (6.74) nos hemos acercadc a los objetivbs enunciados

en Secce 6.f=1, Observese, de paso, que no se ha roto el carac~

ter manifiesto de la covariancia relativista.

Pero (6.74) no es el desarrollo del ler. miembro en elemep
tos de una base, porque falla la unicidad. EIl desarrollo de
—n P » A
Y AY M AV¢ segun la base de tabla 6~3 es unico, pero para M fi-
A

jos M no es unica. En efecto en (6.71~b) podemos poner o bien

i=lgjzlaobienizlgj"’detCo

Por que perdimos la unicidad ? Pbr haber especificado pp.
Aciaremos pasando a spin 1/28 All{, si ¢ y ¢ son arbitrarios,
Eq’rx>es combinacion de las ¢ %93 pero si ¢ tiene momento 5. y
signo de la energia p°® bien definidos, es g¥¢(p')’fx¢(p) =
=m ¥(p*) P(p), o sea se pierde la unicidad del desarrollo de u-

na forma bilineal en termino de las (6.27).

La utilidad de (6.74) no esta en la unicidad (que no tiene),

sino en asegurar a $M¢ un desarrollo covariante en 36 sumandos

en lugar dos 135 de tabla 6=2.

6.f=7 = Eijemplos

A M =1
A1) En (6.71-2) pongo i = § = 1:

4 1.t o« 1 B
I= ’:I"'mpot "r(l)‘H}'FmpBT(lJ

¥oPz gl 1 B, (6.75 )*x

Desarrollando y usando

se obtiene
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1 1
T = 1l oL 7 S
I=I+% (pd+po: ) ’Y(l)+m2 p P I i o1y Pa Pp (6.76)

Reemplazamos en (6.71-a) y usamos tablas 6=3 y 6=4:

P' Py
$(pr)9(p) =%(pr) A E‘o-(l) P"(Z)<l+ > ) -

m

of :
Bl - I Vo (p) (6.77)
2 Pa pﬁ:l A ¢ (p

AZ) En (6.71) pongo 1 =1, §J = 2.

A 1 a 1 B
I l}*n‘ap& 'Y(l):ll}"?ﬁpg*(zii

1
o B & 3
I+g (R Tyt P2y * 2 Pa PaM(1) 7 (2)

n

En (6.71-a) y usando las tablas 6=3 y 6-4,
1
F(pr) @(p) = ¥(p) /\V[:— G(Pl) Ty (2)* 2 13 pﬁ"r(al)'rféa;‘-ll\vtp(p).
(6.78)
Sobre la unicidad:

Tanto (8.77) como (6.78) son del tipo (6.74), pero con coe-

ficientes diferentes. Claroque son iguales: Usando

V.o BV
Pg Tl ¢ = ppmzy ¥

ambas se reducen a

o
A T P P
Fpr) 9(p) = (pr) A Ei- cfi) %y (2) (1 + 2“>:| Ao (p)

m
(6.79)

Bl) En (6-71) pongo i-= j = 1.
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X -
SA 1 .+ a o el f
7= E T P 'Y(l):[ rY(l)l} * 2 7B 7(11,

I Sy 1 #
m Pe (1)1 Y m Pe"(l)"’[zl) Foees

donde los puntos suspensivos indican sumandos gque por tabla 6-4
no contribuiran a (6.72). Reemplazando en (6.71-a) y usando
(6.75),
‘/’(p)'YFCP(p) =~E(p') E)'F"' pP - i(polmpa)cr(“f):"P(p)
(6.80)

1 '« H 1 B Z
[I * 1 Pa ‘Y(ll—]"’cl)l} * P,;”’czil =

q ol ;L p
"m Px V(1) "’5‘1) tm P ”’(1)"’?2)

BZ) En (6.71) pongo

s
i
iy
ke
H
A

wH

i

& L0 oo L B
mPp “mPx %1y ti p"'?l) Y(2)

il

§(p) ol y(py = %@(p*)l}g" - % pQ: cr(“z") + psrr‘“(l) ”’[(32)_-] ¢(p)

, (6.81)
Cabe discusion similar sobre la unicidad.

Gog ~ APLICACTON: LA CORRIENTE

En Secc. 3.b hemos recordado que la corriente es (3.2)
i =4 oy
Como en spin 1 tenemos mas covariantes matriciales (36) que en

spin 1/2 (16) puede uno indagar, si no existe otro vector j* tal

que

an'“ = 0 (6.82)

La respuesta ess El unico 4-vector que puede escribirse
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sin usar derivadas v que satisface (6.82) es i =a j* . a-=

L4
= numeroc.

Escribimos "... puede escribirse sin usar derivadas .
porque debido a la existencia de componentes redundantes una for
ma bilineal q;M(P con M = matriz pura puede reescriblirse en una

forma equivalente que incluya los p (ver (6.80) y (6.81)).

En efecto: El 4-vector mas general que puede escribirse sin
usar p!' 1lo obtenemos de tabla 6-2.
jP = g Pt e p inF + o FORIS
- U A # 5 f 5
= IP(XJ a Y[‘Z).'- b1’(1) O—(ZJA + 1 C‘Y(l)Q’(l)’Y(a)]‘p(X)
(6.83)

donde ¥eu ¥ ay by ¢ son numeros .

& )
Por que escribimos el vector mas general perteneciente a

ESim ESim si nuestra ¥ pertenecen al subespaclo W de £

sim
Porque si explicltamos que Y¥e ), las componentes redundantes ha
cen que una misma forma puede escribirse con o sin p“. En cam-
bio, si Yew es Ye €Sim, y en este espacio no se plantean esas
ambiquedadesr(recordar que trabajamos con el vector mas general

que puede escribirse sin p# ).

Calculamos q‘jm usando las (1.1) de BW y la ecuacion ad-

junta (1.10) .5 EL resultado es
NIT T A S 5
% 3% = Zm"’\} I+ ey *e ”(1)”’(2)]"’

Una Ye w es la ¢§l) de (3.58-c) para la cual podemos elegir

pk ~ 03 entonces la unica componente ''grande" en el limite no

* Por (1.4) puede usarse Y(E) en lugar deﬂr%l) en (1.10).
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relativista es (le)) 1. Para esa ¥,

Wo_ A 5 5 -
BPJF = Zm E(I +’Y(l)7(2) ) + ¢ 7(1)7(2)] l’ll—4mbo

La (6.82) == 1p =0 (6.84-2)
(basta una ¥ que viole (6.82) para obligar b =.0),

Otra ¥ posible es 1la ¢(;1) de (3.58-c) cuya unica componep
te "grande" en el 1{mite no relativista es (w(zl’)33 = 1, Para

esa o
’ %ip=2m(0mb)o

Usando b = 0 gueda
¢ = O (6-84-b)

Reemplazando en (6.83) queda probado que el 4-vector mag

general que cumple las propiedades requeridas es *

F=a gl =av ¥y (6.85)

+ Hemos usado (2.31) para reemplazar 7?2) porrrgl).
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cAPfTULO SEPTIMO

CONEXION CON OTROS FORMALISMOS

7.a = INTRODUCCION

La traduccion de resultados desde el formallismo de BW a o-
tros formalismos es tediosa. En particular, el pasaje al forma-
1ismorde Proca (l1.7') de clertas formas bllineales ¥M¢@es bas-
tante engorrosa. Por ello efectuamos de una vez por todas cler-
tas traducclones. Necesitaremos algunas para confrontar nﬁestra
teoria de campos (Cap. 8) con la usual. Tnelufmos otras por con

pletitud.

7.b = DICCIONARIO DE TRADUCCION ENTRE EL FORMALISMO DE BW Y BL

PROCA .

7.b=1 = Introduccién

las ecuaciones de Proca son las (1.7t), (1.7" ). Se puede
pasar de las ecuaciones de Proca a las de BW de la siguiente ma-
nera 17, se definen Uﬁ y

G

= = Gyp (7.1)%*

tales que

1
Y= — (v, e do, rFor)sa-l (7.2)**

Zm 2
donde 913 es una matriz que cumple (T = transpuesto)
yHT =B ofB-1 (7.3~a )¥*

resulta

3T = -3 (7.3ub)**
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Basta luego multiplicar (7.2) por operadores adecuados y
tomar trazas para demostrar que si ¥ cumple las ecuaciones de EW,

Up ¥ G,w cumplen las de Proca.

4
Hemos encontrado que una representacion es

B= g2 (7.3=c)
que cumple la relacion 1{cita, pero no forzosa,
B* =3 (7.4)

ilineares EM‘P. Procedlimien-

Queremos traducir las formas de la tabla 6-2. Usamos (1.,3):
u' =yt A0 o ) =
My Ny =8 vy T2y M1y ¥y

- (,YOT (P“".YO) (M@NT);

reemplazamos ¥ vy ¥'por sus desarrollos (7.2):

v el g 0T, 5 (Bt 4 Tkt
YMqgN 5y ¥ = o Tr YRR (U, YT - 56, Y % M x
x g a By 50% T +
x (U¥+ 36 BT N, (7.5)
Sea N una de las matrices I, fYﬁ“, 0’“’9 ,YS 'YF, 75; obhtenemos
N o= w 8 gt (7.6=a)
con
Wp =@ =W =41, Wy | =0vS vl o 1.
d-l% u%p (706‘-b)
De (7.3) v de YIR=89° = en (7.8),
— w + 4
' - —— o _5 * fi+ _j_.. 4 A
q" M(l) N(Z) = 4m2 TI“B'Y g (UF"Y =3 G’Iy v v )‘YOMX

X (Um,,,ﬂ % Gaﬁ 3% ¥ B8 (7.7)

+ Ia traza del 20 miembro esta implicita en el 1¢ (cf. Secc. 1.¢).
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Usando (7.3-a) y (7.4) obtenemos finalmente
W

— - N 1 P i *
G My o) =-— Ir(U, 7 -2 6,

LYy Mo o Lo vy Py SN AP
an o 2 "ap

(7.8)
En lo que resta de la Secc. 7.b=2 aplicamos (7.8) a losdl

+ersos casos M=I, N=I; M=1, N=fr*", cos} M='v5, N='rs

. Los Ci:_]=
culos son directos; no los inelufmos,porque seguimog nos bien co
nocidos metodos para el caleulo de trazas, y, en total, resultan

bastante largos.

Damos los resultados. Para los tensores de menor rango ip

cluimos la eseritura tridiménsional.

A) ESCALAR F?

. 1 1
Pl =0'0 = g gH . —— g *F (7.9-a)
2 P 2 *f
n om

escritura 3-dimensional:

1

. -,k - -k —
F) = —~ (-V'*V4-U'-II+E'*-E -2 H. (7.9-b)
m
B) ESCALAR F935
- 1 1
555 - §'q5. o5 r > >R
FOW =@y 2 Y= U U+—506G, .G ;
Ty () oz e
(7.10-3)
escritura 3-dimensional:
. 1 * —_— — —p > —p '
o35 = — (v +TT-FTE B . (7.10-b)
m
¢) PSEUDOESCALAR Fi9
Fi5 = 1 ¢' ¢85 = 1 o » MY,
=31 ¢ ¥V = . Z;E Gy Gyp € H (7.11-a)

escritura 3-dimensional:
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) (7.11~b)

D) VECTOR Fil

. i % )V y
Fil =gFol o= - "™ u, -6 o (7.12-a)
escritura 3-dimensional:

i '_’ﬂ* —— —

30 W' A0 - T-F -7,
o ww(zjw 5 (E -U=E T Y3

m
— i - —_— i g - ==
OEANE ENV-Ev'TY + — (oxa'T -0 "% ®)
m . m .
E) VECTOR FI9Hid
1
5138 _ . T 4.5 H .5 - tk otk
PR = 1 YA Y T 3 W e )
(7-13"'3.)
escritura 3-dimensional:
1 e — —
=1 5 o} 5 - - 1% e
iy YY1y (2 J= - 3 (U -E + E -U)
—_— — 1 —+ ok —_ —>qgk —= e ey %
1‘#%?1)7(137?23&2 — (-E' V-BV' "+ B XU+E xT'
m
F) PSEUDOVECTOR Fi1OM3
- 1
S5 _ 15 M a RE 'E ,\,uot{:!.
PR = oy (s = - 2 (Ua Gup* Gap TWIE T
(7-14"’&)

egcritura 3-dimensional:

1

—r 5 _ - %
Vet =2 O

H+ 75 m
—t 5 - 1 § k= —p — ik ek —e
G2y 2y =3 E’(V H+VH J)-(ExU +E xU)]
m
(7014.-b)
G) PSEUDOVECTOR F[i5
i _ i
IS = 1Pl v By ¥ e 5 (070 0- Gog UEMR (7.15-2)

- «B A
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—r gk —rp R

. i -
11Pfr‘(’15r?2)¢=—-2- (-0 B+ H U
m

_ i -
t > 5 — * — —y K - ek =gk
1y "”(1)7(334’* s (V. H-VE )+ (ExU -E xU) (7.15-b)

m
H) TENSOR ANTISIMETRICO DE 2° ORDEN FifY

P i
F’f"’:‘P'*O'(’N Y= — E-U'*"U”+ v oMy (6 e G'*NG{-‘:)]
m

2)
(7016"'&)
escritura 3-dimensional:
i
—_k L, -y % — —>p ik —
U Croyb=—= (-0 xU+H x H)
(2) e |
— % 1 * * k —> —> —ek (7-16"b)
T 1w, b= = [(U' v-v' 0+ (' xH-ExH' ):l
(2) e
I) TENSOR SIMETRICO DE 2° ORDEN FHiV
3V =_|*,YP Y -
PR =4 oy Y
1l
= = I:(U'*PUV-F LA A L S
m
pRpOL Y tkpa H 1 _1¥af v
+ (G Gy + G Gy +5G Gmré gp il (7.17-a)

escritura 3-dimensional:

. 1 *
Flic= [(U’ 12+p'*eulye (2" 1824+ 81812y -
m
* *
- (H' L H2 +H 2 le—_l v permutaciones sobre 1.2,%%

. 1 —> gk — — — h
FOSP = = (v T+ TV + B E + E x BT
m
. 1 * . >R ek
nflL * * * * * > (7.17-b)+
- 4 e
FP3P = = (v v+ 20 B2 TG - 2 2T ER+E" B -
m
* *x
-2 B"R gR4HT )

+ No sumar sobre b (cf. Secc., l.c).
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J) TENSOR SIMETRICO DE 2° ORDEN F-Mi5Y
: 1
BU3SY = y'aS pH 45y =-|j:- R
A Yty ey zyY = |0 TU T e

. (Ga*po(de‘*_Gu*de:: + 1 G:*ap(}dﬂgpv)]

2
('7.;18-8.)
escritura 3=dimensional:
g . 1
FoLI52 = . [ M2 u*2uly 4+ (5L B2+ T2 B 4
m
*k
+ (@™t E+w
y permutaciones sobre 1, 24 3.
. 1 e x=Db
F5°’5b=«-§ LT+ T )+ BREAE T ]
m —y
< (7.18-b)"
2 1 F * —g Ky, — g %
p50350 = v’V + T D +E E+H Hj
m = _
s 1 * *
FOPISP = o vy - 20"TR R4 T T2 B R ER 4
= L

K) PSEUDOTENSOR DE 2° ORDEN, DE TRAZA NULA, FPISY

FHIOY = §' o Y=

it

P oy
Yy (23 (2)

i * g P, L (Yo v *
T oo | HX 1 voveirx H
e [U"‘ Vs © 2 © GGT G + 3 € GorCa
*
~ze" e c‘w“’urﬁﬂqﬂ : (7.19)

+ No sumar sobre b.
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1) PSEUDOTENSOR ANTISIMETRICO DE 2° ORDEN, FH35

V35 1k
PIVIS = 18 oy i -

It

]

2[06 7% & 6oy 6 €% L6 '“ém”ﬂ (7.20)

M) TENSOR.DE 3er ORDEN FPiRY

V_ ygr*
FPHY= 4Ry ofp) Y=

1
—E[U'*PGW+ ¢ Py (0" HaPY e PV UMY + (U V6P 4 ¢ PPy 4
m

+ gPHo' ™67+ U6y 4P (0" % 16l )] (7.21)

ol

N) PSEUDOTENSOR DE 3er. ORDEN FFY3%p

vos _ FIRE. L
PRSP = % "(1)”’(3)*'(’23 =

1
R P aC'}lV l t¥
= Z(U G +UG *Pye (u' Gﬁ UO,G%)

(Epc'upgvp_EVO‘c!PgPP) +1 EPvPB(UU’G;ﬁ U'*aGdﬁ):l (7.22)

It

0) TENSOR DE 4° ORDEN FHYiPW
FRYIPY - ‘Pcr(l) or( PLY=
= Z{U 2y, (g*g"P - g gtPY+
+ [~z PO 00 YUy gro(ptt Ul gt P Yy 4
+ g"P(u gt o' Py - (o’ FUP + U'P "] +
Ja, G;’:Got‘(gyp Yo, W VP | l, G Got(B g T TR pPw
2[(a""e"P ¢ + (a' “’”GPN o' *PH Gwv)] *
+ ["P(G' “hr+ 6T - (e o P PGl -
- 2P TGl ¢ YRRy & 6P+ 6t p)]}
(7.23)

+

+



mag billineales

Llamo 3

$ =2 7ErERL, kK =1, 2, 3; (7.24)
$, = (1/2)Er5B-1, =4, 5, 6;
%{“‘%Uk”’s@“ls k =7, 8, 9.

Entonces la (7.2) se puede poner
3 3 . 3
Y=V T UG + DB g+ § B § o (7.25)
1 1

Con los procedimientos habituales para el caleulo de tra-

zas obtenemos +
éj_ @j = sij ; (7026)

51 1lamamos
e

o] - a4+ .0
bsy = ¢35 (1) ‘1’3 = $; Y2y ¢[>j (7.27-a)

obtenemos

-

bij = 0 salvo

b,y = b52 = b63 =+ i) (7.27=b)

b1y =D

25 = Pzg = - 1]
Las (7.258), (7.26) y (7.27) permiten recalcular algunas for
mas bilineales. En todos los casos recalculados hemos obtenido el

mismo resultado que con el procedimiento general 7.b-2.
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Z.b-4 - Aplicaciones:

A) TRADUCCION DE LA DENSIDAD DE CARGA

Por (3.2-a) y (2.31)

P q’ ’Y )q’ 4'1'(1) q} F’ (7.28-3.)
el resultado con el procedimiento general lo obtenemos con (7.12-b):
— — — =g
p=4s B T-FE- 1) (7.28-b)
m

que es identico al o empleado por quienes usan el formalismo de
Proca. El resultado con el procedimiento particular lo obtenemos

con (7.25) v (7.27) y es nuevamente (7.28-b),

B) TRADUCCION DE LA DENSIDAD DE CORRIENTE.

Por (3.2=b} y (2.31)

k sk
=y = FI%; ~
'P (I)lla =y «r(Z)‘P Fi¥s (7.29~a)
el resultado del procedimiento general lo obtenemos con (7.12-b):
— i —e — — Y —
j == [(E V=E V) + (UxH =TU x H)_] (7.29-b)
m

tambien identica a la corriente empleada por quienes usan el for-

malismo de Proca.
C) TRADUCCION DE LA DENSIDAD DE ENERGIA (¥, H¢)sp
Por (3.4), (2.2) y (2.311)

- Ut ~— b _ rr T —_
4y B =005y mr0y g+ 8 yp) ¥ = ¥y B Y

=n%¥ + 47 " 2) ?Y; (7.30)
s1 en (7.12-b) sustituimos

§' =¥ Y- pP¥=_12 ¢
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obtenemos
i — 1 g * -k — — —
ZP“Y(Z)pZP===§-[E -gradV -V divE + H rot U+ U .rot HJ;
m
integrando por partes el 2° y Zer. sumando del 2° miembro y usan

do las (1.7" ) resulta

T — _—y g —> .
Y7y P Y= 2 [+ VV+2 H OH+ H+2atv (TxH-E V)J (7.31)
Combinando con (7.9=b),
@, H‘P)sp =§; vy + U*U +E E+H H)
& % div (E*v + 'ﬁ* x H) (7.32)
m

que solo difiere en una divergencia de la densidad de energfa u-
sada por quienes emplean el formalismo de Procaj esa divergencia

es irrelevante en cuanto a la energfa total.

Verificacion: Por (3.4),

Uy BO = @y 229y =92y 1

OJIO‘
e

L1

usando (7.12-b} y (1,7" ) se reobtiene la (7.32).
D)} REDEMOSTRACION DE LA EQUIVALENCIA (A2-6.12).

Cumplimos facilmente con el compromiso enunciado en el apég

dice A2-6: debemos probar gue

Idgx (Y, Hzmsp m J¢+‘l/d3x

O sea

dex: (Y, H<l»)Sp =m ﬁv‘(’l)*?a)qb aox (7.33)

Para demostrar la (7.33) basta comparar (7.32) con la 3a. (7.17-b).
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7.b=5 = Tna regresentagién de ¥, ge ‘Pv v de

e VI

Por completitud recordamos que (como es bien sabido),

U_*—Ew
. U3 - E3
f_ &
L'Zm
- K
v + B

donde abreviamos

para todo 3-vector k.

P - E3
-U, - E,
v o+

H,

- H_

vV + B
-U_+ E‘._
0~ B

T+ B
H
SR
(7.34)%*
P B
U,-E,

(7.35)%*

La (7.34) se puede obtener usando (7.2), (7.3) y la repre-

sentacion (2.6) de 1las vk,

Usando (6.46) y (7.34) la %V gefinida en Secc. 6.f-4 resul

ta ser
E_
1 B’
¢= —
2m =H_
1
Correspondientemente,
U@
iR: %,
vi_ 1 v
2m O
=V

Se comprende entonces que a

- B>

- E,

o)

H,

-.H-‘
B
B

B>

Y= ¢V LYVl

la descomposicién

(7.36)

(7.37)

hecha en el formalismo de BW le corresponde, en el de Proca al a-

grupar por un lado a los 6 Gpv y por el otro a los 4 ut,
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CAPITULO_ OCTAVO

TEORIA CLASICA DE CAMPOS

8.a_=__ INTRODUCCISN

8.2=1 = EI problema de las variables independientes. Anteceden-

tesg.

Queremos obtener una formulacion lagrangeana en el formalig
mo de BW. Un punto delicado es el numero de variables independien

tes a usar en el método variacional. Sea la densidad 1agrangeana+
o£= - b .l P‘ n,.l; F % &
mq)¢+2¢iap (q’(l)+¢ 2 (iaqu)q((l)qj (801)

8i usamos como variables independientes a las diez 4&3 con
i« j+* ¥ a las correspondientes ¢ij obtenemos via ecuaciones de
Euler las ecuaciones (1.7-a) que (como es sabido) son equivalen
tes a las (1.1) de BW. Es mas: Un cierto numero de resultados
(corriente, tensor energia-momento, etc.) coinciden con los correc

tos. Sin embargso, este procedimiento (usar diez ¢ij independien~

tes) para obtener las ecuaciones de BW eg incorrecto, pues las e=
cuaciones de BW se encargan de reducir el gradc de libertad spino-

rial de 10 a 6: Hay conggégicgiégs Entre las consecuencias del de=~
1lito aparecen dificultades para establecer las relaciones de conmu
tacion de la version cuantizada (o, lo que es equivalente, los pa-

rentesis de Poisson de la clasical.

La necesidad de usar solo 6 componentes independientes de ¥
fue planteada ya por Belinfante 3 quien propuso ¢I como parte in
dependiente y ¢II como parte dependiente de ¥(cf. Secc. 2.c=5),

+ Empleando la equivalencia (2,31) la deésidad lagrangeans (8.1) se transfor-
ma en la de Belinfante.4,

++ Por (1l.1-¢}-
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Pero, obviamente

1_ 4
vi=3 (I"'*?la"’?z)) ¥

o e ble co e, HNuestro objetivo sera usar una
parte manifiestamente covariante de ¢ como parte independiente
ael campoO.

15 obtuvo la corriente y el tensor energia momento

Kemmer
sin partir de un lagrangeano. Booth y Wilson dan el lagrangea
no para el formalismo de Kemmer + (cuya traduceidn al de BW coin
cide con (8.1)). Al menos parclalmente, usan 6 componentes in-

dependientes de ¥, pero en forma no covariante.

Mas conocida es la formulacion lagrangeana en el formalis-
mo de Proca. Como texto para una de las maneras de desarrollar

i 2l sobre teorfas de campos

lo puede usarse el articulo de Paul
relativistas} usa como independientes en el procedimiento varig
cional las 10 variables UP, Gpv(con Hcv) v las correspondientes
comple jas conjugadas. Otra manera de desarrollarlo es la des-
eripta en el texto de Bogoliubov y Shirkov 5; ellos imponen 1la
condicidn subsidiaria anteg de variar la accién, con lo cual el
numero de variables independientes en el procedimiento variacio
nal es el correcto.

rd
Abreviacion: "Proca", o "Proca, usual" = "formalismo de Proca

N 21

tal como esta descripto en el art{culo de Paul 0 en el tex-

to de Wentzel 30.

Las varlables que emplearemos en el formalismo de BW no se

+ Ver tambien el articulo de Pauli 21,
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traducen (dentro de lo gue sabemos)} en ningun juego de wvariables

independientes empleado en otros formalismos.

a o Q“"é = Ob,ie‘ti‘vos

Nos proponemos:

1) Desarrollar rigurosamente la teoria de campos en el formalig
mo de BW usando 6 componentes independientes de ¥ (y otras tan-
tas para ¥J.

2) Usar una parte manifiestamente covariante del Juego de varig
bles; ¥y hacer manifiestamente covariante el procedimiento donde
nos sea posible.

%) Obtener analogfa formal con los resultados de la teorfa de

campos pard otros valores del spin.

Anticipamos que (como ha ocurrido con buena parte de lo que
antecede) podremos obtener bastante analogfa con lo que ocurre en

gpin 1/2. La anaiegfa no puede ser total (spin).

Peroy sorprendentemente tambien podemos obtener bastante

7
analogia con lo que ocurre en spin cero {cargado).

Usaremos dos densidades lagrangeanasg<£ﬁ%) y ag(o); con la
primera conseguiremos la analogfa con spin 1/2. Con la segunda,
analogfa con lo que ocurre en spin cero (cargado) & meros de

un factor uniforme 1/m.

Compararemos 1os resultados obtenidos con ambos lagrangea-

. 2
nos, asli como con resultados anteriores de otros formalismos.

. _Notacion y

Indicaremos con un superindice (1/2) a los entes obtenidos

+ HNo total.

++ Nos referimos a la formulacion usual para el caso Klein-Gordon, con upa
‘componente para ¢; no a la de 5 componentes (Kemmer 15) ni de dos com-
ponentes (Sakata y Taketani 25526, Feshbach y Villars 10),
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a partir de af(%) vy, por brevidad, llamaremos formulacion 1/2 a
la formulacién correspondiente. Compararemos los resultados con
los correspondientes de spin 1/2, para establecer cuando existe

(o no existe) tal analogia.

Analogamente el superfndice (o) corresponde a los entes de
ducidos de‘ﬂ(o) y la formulacion correspondiente sera la formu-
lacion 0. En 1la eomparacién con los resultados para spin 0, so-

breentenderemos el factor 1/m arriba mencionado.

En todo el Cap. 8 usaremos ﬁnicamegte canmpos simétricos:

IPC Eiim (8.2)

Eiim difiere del €51® gefinido en Secc. 2.¢-1 en que eSIM 5o £a

brica con funciones de X ¥ 8§im con funciones de x = (ty x)e A

nélogamente e%, ete.

8ob - ELECCION DE LAS VARIABLES, OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE

BARGMANN -W IGNER .

.b=1 =~ Descomposi 1on invariante del campo e arte independien-

te y parte dependiente

Como en Secc. 6.f=-4 descomponemos

bx) = $V(x) + ¥z, (8.3~a)

‘f':;x) =/\:I‘P(x) = %l(xw?lf?z)) ¥(x)  (B.a-a)
= = 5 5

VT =T = 3 (18 Ty i (8i6-)

(la diferencia con (6.55) es que ahora trabajamos con ¢ee§im en lu

gar de gsimy,
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Por (6.61-a) sabemos gue ¢V(x) tiene 6 componentes indepep

dientes. Por lo tanto, elegiremos ¢v(x2 como parte independien~

te de ¥(x) (es decir, como la parte de ¥(x) cuyas 6 componentes

independientes variaremos arbitrariamente). Como no necesita=~
mos (ni podremos wusar) mas de 6 variables independientes; pode-

mos (v debemos) establecer una dependencia arbitraria de g VI en

funcion de vV,

Elegimos

VI ) :
(x}) = z;aﬁ (')’(l)+ﬁ’ﬁ Y ¥ (x).  (B.6-a)

Analogamente ; descomponemos
Gxy =9y + ¥z, (8.3=b)
B (x) = 4oy A =¥ (x) -3 (I+’T?l)’??2)>; (8.4-D)
Wlx) =) AT =00 -1 (I-w?l) 'r‘?e)); (8.5-b)
Elegimos §' (x) como parte independiente de ¥, e imponemos

=1
ARCSIE =,V 0y ) (86D

En esta etapa no sabemos cuanto vale i 6B'rpl) w

iaB'rB ¢VI; pero podemos asegurar que
BeVI _ B ,VI '
i BB’T ()b iaB 7(2) q/ (806 a)
En efecto, (8.6-2) implica

oy VI o gl B oyl B gV
13y ((yy = M(py) Whe = = (2l ¥ =

1
= o= (3,3" -8,0F 47 =0 .,
2m N f

Anélogamenteg y -
VI — s o
(i‘?xq" )Y(l)—(la&q’ )’T(Z)o (806'*1))



198

Bob=2 = 1ler. lema

Afirmo que si para 6(x) fijo v @‘PL;)_-LVG eSimV ,rbitraria es

—_— ~ . +
e(x)lﬁ?(x)lv = 0, entonces [e(x) Vsim _ o, (8.7-a)
Sobre GVI nada puedo decir porque siendo

AT AV 2 g
es o' sy = (eVI)E\V(MV)ﬂ =0,

_— ) _ -
para todo oL, Analogamente, nada puedo decir sobre (e)V ant ™

La prueba de (8.7-a) se efectia facllmente usando 1la repre

sentacion (6.60).

Asisismo, si para 6(x) fijo v‘[@@(xi]ve g3V orvitrarto
es [S@(x)]v e(x) = 0, entonces [e(x)Jv sim - o, (8.7-b)

8sb=3 =« Por gue usar Y como parte independiente del campo ?

Papel que desemgeﬁaré el primer lema.

El procedimiento variacional nos conducira a expresiones
del tipo
@89=0 o sea 651 44 = O. (8.8)
Como 80l0 6 de las & ¢ij son independientes, no podemos anular
el coeflciente de cada & ¢ijo Debemos elegir seiséfij como inde
pendientes, expresar las restantes en funcién de estas, y anular

el coeficiente de las seis 6¢&j independientes.

Lo primero que uno ensayarfa seria imponer

8¢ euwy (8.9)

+ (5)v Bim significs la parte §imétric§vdo 8’
(&) s:l.m] _ (V)35 * (8V)44
. H 2 ,
++ Como golo usamos ¥ gimetrica (cf. (8.2)) sorprendera que nos preocupemos

por 6V ant (antisimetriga); ocurre que puede presentarse por ejemplo & =
=7{1) ¥ que no es simetrica aunque lo sea ¥,
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y usar una representaeiéng por ejemplo la (2.6) de las +/; enton
ces toda 89euf, seria de la forma del 2° miembro de (2.6%). Ob-
servandolo se comprende que lo mas directo seria elegir como com

ponentes independientes

&¢ Sy

&¢ 2 =6‘-P (8010)

110 °V1 217 09200 00555 095, =80, v 89,
"0 sea las componentes pertenecientes a ¥t (ef. (2.9)). Por lo
tanto la parte independiente de ¥ seria @I, 0 sea la propuesta

por Belinfante. Como se dijo en la Secc. 8.a=l, esta solucionno

es deseable por falta de covariancia manifiesta.

Justamente; nosotros elegimos ¢V como parte independiente

de ¥ para efectuar una eleccion invariante Lorentz. En (8.8) po

nemnos
8¢9 etV 5 e go=gesim? (8.11)
o.o éjij 6‘P§§mv= ] (8"12)

Subsiste la dificultad de que no todas las componentes (a-
hora de 6<PSimv5 son independienﬁeso Pero ello no es problema:

1o resuelva el ler. lema.

8.b=4 = Tos espacios auxiliares Ega Efe S%Ilgy Eizo
B M
a) LO? ESPACIOS Et ¥ Eﬁo
Mediante los conocidos operadores proyeccién
A = v A7 = e (B.13=g )**
Zm2 2m2

([]«-aﬂa”),se ruede descomponer de manera univoca toda b (x) =

= q’(tg -;C‘b) en



y=yB LM (8.13=b )**
$B - AB Y M - AMY  (g.13-c)**
tales que
Q¥B = - 2 9P oo™ =+ w2 ¢® (8.13-0)
Es
sim _ .simB simM
A & €% (8.1%-e)
VI III
B) 1L0S BSPACIOS € . Y €y
Definimos (_.. _,.)(.... _..)
& - a .
> (1) P/\% ()P
ALy =2 {1+ ~ ;
52
(&, 4D, o4-D)
- (1 (2)
Wy =1- A (py =2 |1+ :

-2
P

(8014"3)

Es facil demostrar que son operadores proyeccién:

— - -_—p
NITL33)2 = (AT (]2 = 15 AT ATV D) = ATV () ATH(R) = o,
(8.14-b)
Operan sobre los espacios spinoriales (ver definicidn en Secc.

200"‘3) b4

Por ejemplo:

sim _ .sim IIIP? _gim IV 7P
€9p €sp ® €gp (8.15=a)
Para toda matriz simetrica,
W e €sp (8.15-b)

es
o= oIy + V(D (8.15-c)
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con
— — p
D (8.15-4)
0IV(py = AT (prue gsim TV
C) 1L0S ESPACTIOS eIII ¥ efg‘fu

Para efectuar una deseomposiciéﬁ en partes IITI e IV de to-

da »
$(x) = $(t, x)e 3N (8.16-a)

la desarrollamos en integral de Fourier respecto de las varia-
bles espaciales: .
$(x) = Ja3pw(t3 ) 1P,  (8.16=b)

descomponemos « (t; p) segun (8.15-c¢) y llamamos

g —
I lxy = Jd3p iy, 7y et PX

e - (8016“0)
Q’Iv(x) = JdSp (JIv(tg p) el PX
con 10 cual
$exy = 012y 4+ 0TV (xy (8.16~d)
Llamaremos AT (I'eS'Do /\Iv) al operador que provecta ¥(x)
sobre ¢III(X) (resp. ¥V (x)).
D) PROPIEDADES DFE /\III(p) Y /\IV(p)o
Silendo
iy P A HIDy = ATy & 1y P =% (57(1)+ 3‘:2))-?, 1=1, 2,
(8017"’&)
y
(13 + % 2y) B AT (D) = AV(EIS 13+ T ,9)-F =0 (8.17-b)
es
IIT _ AIITX >3 -
( (l) V)/\ =A (O‘(i) V) = (&(1) (2))-V ’ 1"1,29
. (8018"3)
Y T w3 T AV _ ALV -
@y Ty T A = AT+ TV s (8.18-b)
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(Zpy DUy DIATIR) = AT 1y BN,y B =B AT HE);

(8.19=a)
(0_:(1) I7’,)(‘;?(2) P) (p) AV (p)(on(l) p)((xa P=- pZAIV(p)
(8019"’b)

es
(21 y V)G DAL = NG (V& 3V =A AT (8.20-0)

AV _ AV, Sy T - v
(oz(l)-\?)(cxz AT = A (2 1y V) py V) = A AV, (8.20-b)

E) CONMUTACION DE OPERADORES PROYECC 16N,

Los operadores proyeccién /\I ¥ /\II se definieron en Secco.

2.0=5, los /\V /yI en Sece. 6.f~-4. Comparando las definiciones

se obhserva que

IT

los operadores proyeccic;n /\I, N s /\III, AV 3 /\V /\B

3;’/\M conmutan entre sf. (8.21)

Por lo tanto, si e.g. llamamos
q,I IIT _ AIII AL ‘a"y IIT T _ /\I /\III 7

es o
q}j_; VI _ ({,III I ete,

R.b=5 ~ Notas sobre la condiecion inicial

A) NOTACION

Sea o un hiperplano de tipo espacial (fig. 8-1). Indica-

remos con ¥(o) 1la funcion de 3 variables que queda cuando en

%(x) = %(x°, x) imponemos | O

xe o, Anélogamente,aﬂ U o) g P | o
es la funcion que queda x® - x

cuando en la funcion Oy Yx)

restringimos x¥ ¢ ©. Fig. 8.1 Fig. 8.2
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Si ¢ es el hiperplano xo = gonst. reemplazaremos ¢ por © (figo

8.2,
B) LA CONDICION EN TERMINOS DE V.

En (2.3) la condicion inicial restringe las funciones de
x*( a =1, 2, 3); por eso (2.3) no contiene derivadas tempora-
les. Pero la definicion (8.6-a) de la parte VI de una ¢ se a=-
plica upicamente a fucniones de J;a yxiz ¥=9(x° X). Por
lo tanto si expresamos la proposicién

"Y (o, de W sobre un cierto o * (8.22=a)
en términos de ¢vg puede aparecer 65 ¢(01)o

Bsto justifica 1a aparicién de derivadas temporales en el

resultado que sigue, ¥ que se demuestra en A8~2:

ATIATY va (o ) =0 (a)
(8.23) .

q’(G’} demmmed ' —_- —_
- ATRIT 24 - 30y T ¥V o) )

La (B.23) es una nueva forma de la condicidn inicial.

C) GENERALIZACION COVARIANTE

Queremos dar sentido a la proposicién

" (o) e &% sobre un clerto o " (8.22=b)
sl o es un hiperplano arbitrario de tipo espacial.

Definicion: " Y(x) pertenece a & sobre un hiperplano o de tipo
espacial si la transformacion de Lorentz que transforma o en uno,
transforma ¢ (o) en una ¢'(o*i) que cumple (2.3) o, lo que es lo

mismo, (8,23). Llamamos ¢ (x1) al segundo miembro de (6.2~c).,
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iterado, si la transformacion es finita."

Mediante hiperplanos tangentes puede aun generalizarse la
condicion inicial a hipersuperficies de tipo espacial cualesquie

T'&-

8.0=6_= Las dos densidades lagrangeanas_gue se usaran

En la formulacion 1/2 imponemos

R AT R N PR A S AN MM (8.24)

La analogfa econ spin 1/2 estriba inicamente en las consecuencias

)

de
En la formulacion O imponemos N
£V ¥ Lo 43 @747y, (8.25)
c£(°) es formalmente an£10g0 a la densidad lagrangeana usada para
spin O,

L= on® €9+ (0 ¢ P)

salvo el factor 1/m mencionado mas arriba)l.

8.b~7 - Mas sobre notacion

Pese a que en (8.24) y (8.25) solc 6 componentes de

ZPV oV ’
13 (y 6 de ¢ji) son independientes, usaremas como potacion

Q. =V .V d (‘v v =V
@ 'yv'y=— ¢ ¢ =4 (B.26-a)
aV:ijV a¢‘{j roTy T, 1

En otras palabras: Si 1lamamos
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og' :(—'(;V (I/V
Tory Tyt
conservaremos la dependencia funcioral
R S P V.,V v
08 - f(q/ll’ zljlag (le’ LECICAS | (PM, (/}\1.1’ o009 ¢44)

.

sin reemplazar explicitamente las 16 ¢;3(resp. ¢§;) dependientes

en funcion de las seis independientes.

Conviene proceder asi para que no aparezcan asimetrias. Por
e jemplo, si usando
v _uV
q’ij ‘q’ji
pugieramos explicitamente las diez ¢¥j con 1> 3 en funelon de las

SLKJ con 1< ] seria

26077y el Yy e
oV =2 Y53 S I
q/!a ¢11

Perores asimetrfas aparecen si usamos (6.60) para eliminar las

cuatro restantes componentes dependientes.

La (8.26-a) no teniendo asimetrias nos permite compactar

O -
—— =Y (8.26=b)
X7

Anélogamente

WV v v
3 [0 9 r %y (a, VY]

_ s I

" =, ¥ )7?1) Y59 (8.26~c)
33, ¥

Etc.

8.b=8 -~ El procedimiento variaciongl (formulseion 1/2)
A} DEFINICIONES E HIPOTESIS

Como es usual,; definimos la aceidn
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-
2
%
donde o, ¥ 0, son dos hiperplanos de tipo espacial. Damos a

l}aV y @V (noa ¥y E!) variaclones arbitrarias G‘PV v 5‘PV ta=

‘.- gque cumplan

s WWe gsim | § YVe gsim (8.27-a)
y las habituales prescripciones
v _ \'} _enV A — N
{e,zp|(’_1 = &quoé -8#*]01 -4flr|0_2 =0 ., (B.27=b)

La (a) implica que solo 6 de las (§ ¢v)ij son independientes.

Los campos y sus derivadas se anulan en el iInfinito espa-

cial.

Ademés, sobre una de las dos hipersuperficies,; por e jem-

plo sobre oy imponemos,

: +
Y(oy) e Yo I $(oy)e “’crl (8.28)

donde M es la direccion de la normal a Oy - Esta no es una reg
triceion adicional del grado de libertad, pues no afecta a SCPV

en las regiones en que no es nulo (o sea en el interior de las

franjas delimitadas por oy ¥ O,

Como es usual,; postulamos

sw(®) = o (8.29)
B) ECUACIONES DE EULER GENERALIZADAS.

Integrando por partes en (8.20) se obtiene

+ Expresando la parte VI de ¥ mediante (8.6-a). Para notacion ver 8.b-7.
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==0°L dx =20
2(a, &7
de donde

5 (B ()
9L L

¢ -3,| ——— ] 8¢V = o (8.30-a)
R 2, ")

_y aog(%) a.,f:(‘”

¢ | ——— =g, | = 0 (8.30-b)

o uV 23,9 7

En (8.30-a), o sea en

P

v
dY =0
211 1,1

172
el procedimiento usual consistirfa en anula en coeficiente de ca
da 6¢v1112° En nuestro caso no lo podemos hacer, pues no todas

las 64{ 1. Son independientes.
172

En cambio,; usando el ler. lema obtenemos inmediatamente u-

na forma generalizada delas ecuaciones de Euler,
— 5 7
a,&(%’) 3 2(F\ 7]V sim
=4, | ——— =0 (8.31=a)
A 2,9/
aé(%) 3 £(%) V sinm
- - -— = 0 (8.31=b)
| ayV 3 (a3, ¢")

c)

De (8.24) y (8.31-b) se obtiene

PRIMERA FORMA DE LAS ECUACIONES DR EVOLUCION.



208

[12 &+ 781y 7y 4, %N S =
Como en este casc el corchete es simétrico ante el inter=-
cambio (1) <= (2) de los {ndices spinoriales,

oV oslim

: v
£1 "=
Ademass por (6.59=a)

[:]V= []

Por lo tanto,

w2 47+ 71Ty 9 0, W =0 (8.32-a)
Anélogamente,
v .
2 M o
m- ¢ + (aoc ao ¢ ) ’Y(l) ‘Y(Z)-O (8.32=b)

Nuestro objetivo final sera obtener la forma usual (1.2)
de las ecuaciones de BW. Como etapas intermedias demostraremos
primero que la condicion inicial de cumple no 40lo en o (ef,
(8.28)) sino en todo xM comprendido entre 0, ¥ O,, ¥ luego,
que las ¥ no pueden ser de tipo M (Secc. 8.b-4). Entre estas

etapas habra que intercalar varias subetapas.

Nota: En (D) y (E) particularizaremos oy haciendolo de tipo L:

o = 9

(ef. Secc. 8.b=5A). Como el resultado final es manifiestamente
covariante y como ¥ (oy Je whl‘tiene generalizacion covariante

(Cf. Secc. B.b=5C) esta particularizacion no restringe la genera
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lidad de los resultados.

D) DEMOSTRAREMOS QUE NO SOLO ¢ Y 4 ¢ CUMPLEN LA CONDICION INI-
CIAL SOBRE o; = SINO QUE TAMBIEN 05 ¢(oy ) Y 27 ¥ (o, ) IA  CUM-

+

PLEN SOBRE gy e

Nota: De que = g, ¢ cumpla (2.3) sobre 0749

no podemos deducir por mera derivacion temporal que

puesto que por ahora solo sabemos que ¢(ty X) cumple (2.3) para
t =t (no sabemos si (2.3) se cumple en un intervalo tlétéftl +

+4t),

Ademés, podemos construlr un contraejemplo: Sea © (t,?;)
tal que
—y —_
H(l) e(tg X) = = H(Z) e(tg x)

para todo t[e existe:s puede construirse con las u de (4.19)];

g:
sea £ tal que

H(l) a&(t, x) = + H(Z)‘Q‘(t’ x)
para todo t [f existe: es cualquier solucion de las (lolx]. En

tonces
P(ty, X) = Q (t; x4+ (4= 1) 8(t, x)

cumple (%) pero wviola (f).

De (8.28) y (8.23) es,

ATEAY 4V (o ) =0 (8.33-a)

* Para la notacién ver Secc. 8.b=54,
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AL AT 5 87 (o) =0  (R.33-b)
AT AT (P = Ly - T) Wiy ) = 0 (8.33-c)
AL AL (2 o A = & 3T 030, Vi ) =0 (8.33-d)

Premultiplicando (8.32~a) por‘r?l)'r?a) se obtiene (para
tOdO A.p) )

w® 7G1y ¥Eay ¥ x) + 02 Vi) + @15+ F(55)05Y $lxh) +

+ @y VA& (5y T ¥ty = 0 (8.34)

IIT,

Premultiplicamos esta por AII.A ; usando (8. 21), (8.18),

(8.20) v la (AB-2.2) que aquf transeribimos,

I - _ 0 I
A (2) /\:/\ =Yy A (Be35-a)

’T(l)
= = 0 II_ o IT
AT vy == AT a0y =Thy A== alpy AT (8.355D)

Aoy 18y My Ty A= A (8.36-c)

A JT o _ IT _ 1T
ATy Y2y =Ty Y2y AT = (8.35-)

obtenemoss

- m@ ATTINILGY (xF)+22 A LIV 1y + 2 /\II/\III(;?DE)% ¢+

ITALII A4V (xHy = 0 (8.36)
Imponiendo en esta xMe oy, ¥ usando (8.33-¢) resulta
ITJIII 2, & v _
AN (30+°£(1)'Va Y ¥ (0‘11_) = 0 (8.37)

Por otra parte premultiplicamos (8.34) por AT ATV ¥y usg
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mos (8.18), (8.20) v (8.35); obtenemos
~ NN (xHy + 92 ALIATGV (Y o ATATV A GY (213 = 04
(8.38)
teniendo en cuenta (8.33~-a) resulta
ATAT 02 ¢ (o7 )] = 0 (8.39)

Finalmente premultiplicando (8.34) por A; AFII do Se obtiene,

luego de usar (8.35-¢), (8.18) y (8.20),
n® ATTIAT o ¢y + ATATTT 03 4Ty + 2 ATAT T o v & (xh )+

+ AL A Tae, Wixty = 0 (8.20)

Imponemos xMe o7 s premultiplicamos i:)or.oT(l)Vy usamos
(8.33-c); (8.20) y (8.37) *3
AEATE (o 40P A+ oy 03 +a02) Fioy ) = 0 (8.41)
Pero por (8.33=c) y (8.37) es
NI (P = A+ 02) V(o ) = 0 (8.42)
con lo que (8.41) se transforma en
AT AT 2 A +'&E1)-_V'3°)[a§ W(oy )] =0 (8.43)
Merced a (8.23) las (8.39) y (8.43) implican
95 Y(oyde w (8.44-a)

Para obtenerla hemos usado (8.34), (8.33~a) y (8.33=c); de mane-
ra similar, si derivésemos (8.34) respecto al tilempo v utiliza-
mos (8.33=b) y (8.33-d) obtendriamos

CH Y(oy de @ (8.44~b)

= I I
* 41 ser atravesado por o_t?l)-V s A muda en A,
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CUMPLEN LA CONDICION INICIAL NO SOLO SO-

E) DEMOSTRAREMOS QUE
CONSECUENCIAS.

, SINO TAMBIEN PARA TODO x!.

BRE Oi
A partir de la hipotesis (8.28) y mediante iteracion de (D)

resulta
(8045"'a)

. (n i
OO( 0) (P (o-lj_)ew; no =0y 1y 2y 3y 600
Por otra parte derivando espacialmente la condicion inicial

(203"'(3)
Heyy ¥loq,) = By ¥layg,)

resulta que
n; n, Ny

al az 3 (O-I_L)e w’ ni = 0, 1, -2, 3’ LR N (8-45"'b) +
Mediante un desarrollo en serie de Taylor se obtlene la tg

(8.46)

sis de la primera etapa:
W(z%, X)e e para todo x_ |-

O

las relaciones de-

Como consecuencia valen para todo x

o

mostradas para x“e ci g
AII ﬁ;v ¢V (xM) =0 (8.47=-a)

AT AT (n? o p = &4y T0,) ¥W(aH) = 0 (8.47-b)
de (8.37),
I A2 4 w14V o) ¥ xh) = 0 3 (8.47-c)
de (8.42),
AT AT 2y $V(x¥y) =0 5 (8.47-4)
ademés,

*+  Derivando espacialmente no se plantea gl problema que para derivadas tem-
porales fus discutido en la nota incluida en D.
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Hepy Y(xht) = H 9 Y(xh) . (8.47-e)

F) DEMOSTRAREMOS QUE SI ¥ ES SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL,
sus parTES ¢B v oM ravBTéN 1O sow, ¥
Hay que probar que

¥ BY

1) ¢V cumple (8.32-a) === {u,w cumplen’’ (8.32-a)

BV

2) 8¢ cumple (8.27) == {iMB cumplen (8.27)

(bB(CTl)

3) ‘P(crl) cumple (8.28) == {¢M(cl) cumplen (8.28).

La primera se demuestra probando que AP y AM (8.13) eop
mutan con todos los operadores que aparecen en (8.32-a). La se-

gunda es trivial.

Para la tercera; volveremos a particularizar por un momen
to oy = o'J__L(Secco 8.b=5A) lo cual no es restrictivo pues el re-

sultado final es covariante. Hay que probar que

Hiq) ¢(crl) = Hepy Sb(al) (8.48-a)

Biyy [0%Coy)] = 1 [o¥0e ] . (8.48-b)

Antes de probar (D)} esto era un problema diffcil porque de
(8.48~a) no se segufa a_priori

Heyy [acaa q’("l)]: Hepy [ag q’("l)]

* ‘PB y‘PM se definen en 8.b-44,
**+ por (8.21) ¢ - ‘PVB, ete.
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(ef. la nota que encabeza D). Pero una vez demostrada D sabemos

que esto es clerto [(ef. (8.44-a]].
El resto de la demostracion es trivial.

GY DEMOSTRAREMOS QUE SI ¢M BES SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL,
> PARTE YM VI g5 nupa.

Escribimos (8.32-a) con ¢—+¢M 3 la premultiplicamos por

Lo of =1s
Zmaﬁ T(r) con r =13 obtenemos

Z_i,aYB]MV E.i_,ﬂrf] My
Efectuamos lo mismo éon r =2 y sumamos ambos resultados. Comparan
do con (8.6-a) resulta

2 oMV LM VI oo

Usando (8.13=a) deducimos
pM VI = o (8.49)
H) DEMOSTRAREMOS QUE ST ¢M ES SoLucTON DEL PROBLEMA VARTACIONAL,

su partE ¢V TV g wouLA.

sea %™ una solueion del problema variacionalj premultipli-

cando (8.32-a) (con ¥ —yM = MV, por 1’?1)7?2) v usando (B.13-4)

para despejar aﬁ ¢ se obtiene

2 I R 2 = 2y Ty MY
[2 m- A +A+ (0((1)"' OC(Z))'VBO"' (Ot(j_)'v )(&(2)'V)‘| ¢ = 0.
(8.50)
AV y usando (8.18) y (8.20) resulta
(A+2w)¢MVIVI - g '

que para x° fijo es una ecuacion el:l'.ptica homogénea en ?; como
(PMV IVI

Premultiplicando por Al

se anula para X — 00 (ef. A) la solucion es idéntica-
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,‘DMV IT IV

mente nula. Tambien es nula por (8.47-a). Entonces,

pMV VI _ o | (8.52)

Finalmente; para una ¥ arbitraria es (ef. Secc. 8.b-4),

GV VI | gVIIIT | ¢V II TIT, ¢V IV, ¢V

(8.53)
Teniendo en cuenta (G) y (8.51) tenemos que para toda ¢M solucidn

del problema variacional es

M o ygMV _ yMVI III +q,MVII III (8.54)

I) DEMOSTRAREMOS QUE LA PARTE 4 DE TODA SOLUCION % DEL PROBLEMA
VARIAC IONAL ES IDENTICAMENTE NULA.
Sea M una solucion; (8.47) =3

MV I IIT _ o | (8.55)

Por otra parte, premultiplicando (8.50) por AFII AI se obtiene

(mZ+A) (L,MVI IIT + “(1)'V ao‘PM vV IT IIT _ 0 (8.56)
Con (8.55)
(m+a) $MV I I 2 o (8.57)
2 MVI Iv
usando un argumento identico al empleado para ¥ (punto H)

resulta

pMV I IIT _ ¢ | (8.58)

De (8.54), (8.55) y (8.58) resulta que para toda solucidn

YN o
YMex*y = 0 . (R.59~a)

Entonces; por (F), para toda solucion ¥ del problema variacional

as
AMy ety = 0 (8.59-b)

Con esto hemos llegado a la segunda etapa intermedia anun=-
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clada al final de C. A la ecuacién (8.32-a) podemos anadir

q/=t“bB (8u60-a)
O sea
OY%=nY (8.60-b)
de dond
® donce ovV = - u? oV (8.60-¢)

Nota: Hemos demostrado (8.60) con un oy particular (Gi = hiper-

plano x, © coﬁst). Pero como (8.60) es covariante, vale para oy =

= hiperplano de tipo espacial arbitrario.

7) DEMOSTRAREMOS QUE TODA ¢ SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL CUM
PLE LA ECUACION (1.7) DE BELINFANTE.

Premultiplicamos (8.6=a) por é% CT€;)4“YKE))BRO Teniendo
en cuenta (8.32=a) y (8.60=c) obtenemos

W=k oy rlyopdt (8.61)

Sumamos miembro a miembro (8.61) y (8.6-a)ls

_ 5 ..p
V=2 V(1) +7(2))% ¥

que es la ecuacion (1.7) de Belinfante.

K) AFIRMAMOS QUE TODA ¢ SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL CUMPLE
LAS ECUACIORES (1.1) DE BARGMANN=-WIGNER.

Lo tmico que faltaria probar es que las (1.7) implican las

(1.1), pero esto fué hecho mucho tiempo atras por ‘Belinfante 3.

Esquematizamos la demostracion de Belinfante: Se premulti-

plica (1.7) por 1 aV(YE’D-Y(";Z)): Se obtiene 13, 2"(qy =
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= 4 q,aéa)axo Reemplazando en (1.7) se obtiene las (1.l-a) v (b,
La (1l.1=c) fue postulada en (8.2).

Con procedimiento similar se obtiene la ecugcién ad junta

(1,10) a partir de (8.32-b).

L) DEMOSTRAMOS QUE TODA SOLUCTON DE LAS ECUACIONES DE B-W ES SOLU-
CI6N DEL PROBLEMA VARTAC TONAT.

Cabe demostrarlo, porque en prinecipio podr{a ocurrir que p.

ej. (8.32~a) sea mas fuerte que las (1l.1l) de BW.

Partimos de (l.l=a) ¥y (b). Aplicando m. a m. Ay o ﬂyI se
obtiene
V_i1 P 5 gVl _
$ o= Y49 ¢ (R.62-a)
VI _ 1 +H Vv _
gt = = Y(i)a‘u | (8.62=b)
i=1, 2,

Combinamos {(a) con 1 = 1L y (b) con 1 = 2. Otenemos la
(8.32~a). Por otra parte, sabemos (cf. Sece. 2.b} que las solu-
ciones de BW cumplen para todo xF 1la condieion inicial; por 1lo
tanto, tambien sus derivadas temporales cumplen la copdicidn ini-
cial para todo x"; con mas razéﬁg cumplen (8.28). Analogamente pa
ra la ecuacion ad junta.

CONCLUSION:

¢ = solueidn de nuestro procedimiento variacional (formula-
cion 1/2) o

> Y= solucion de las ecuaciones de BW, (8.63)
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.b=9 = El procedimiento varia ormulacion 0).

A) DEFINICIONES E HIPOTESIS:

Son idénticas a Secc. 8.b-8A salve (1/2) —= (0):

0'2 |
wledz f a*x £ ;
1
k
3¢Ve esim 3V gsim (8.64-a)
847] = 8¢"] 5. =88V =847 =0, (8.64-b)
1 2
)

$(oy) € oy A V(o)e woy (p# dirocaion normal a o) (8. 65)

Los campos y sus derlvadas se anulan en el Infinlto espacial. I}
nalmente,

6W(Q) 20 ,

B) ECUACIONES DE EULER GENERALIZADAS,

Como en 1la Ssca.

Baé(@) .
T

J(Q)
|2 ¢

8.b=8B se obtlene

6£(°)E V sim
3(3, ¥") |
a'd(ﬂ)j-v gim
(8 ¥V |

(8.66)
= 0 (8.67-8)
z 0 C8967-b)

¢) PRIMERA FORMA DE LAS ECUACIONES DB EVOLUCION,
De (8.25) y (8.67),
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oV

Il

EN

-G
<

(8.68-a)

ad’ = . 2 g¥

06(0)

como era de esperar dada la anaInga formal de con la densi-

dad de lagrangeana de Klein-Gordon (s0lo el numero de componentes

es diferente).
Solo elaboraremos la (a): (8.68-a) en (8.6=a),

ST o . 2 VT

que en (8.3=a) implica

0¢= - n° ¢ (8.69)*

Es
3
¢ (ty, X) = c (Ts t) etP X (8.70)
Li (2my3/2 f VEpr Thle 7

cOon

p, = + /7 +n" . (8.71)

Reemplazando en (8.69) se obtiene una ecuacion para la e~

volucion de C (ps t)3 integréndolag
+1

3 . -
N 1 d-p -~ ipx-i., +
ANSTE 2“""[“—— af) e EP (g.72)
e (2r)/2 gi=a1 ) V2Pg 12
Siendo  simetrica (ef. (8.2)),
d(e )(’p‘)e ESim o (8073) +

Sp

:;m se definio en Secc. 2.0=3,

g
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que es subtendido + por los 10 spinores ue(r,'f), uT(r, s,'E) de-
finldos en (4.18) v (4.19):

1 1. 3

¥, (tyx) = ——— > Y J ey ‘{rsp)

1,172 /o €
12 (ZW)3/2 gt==]1 gr==] r . Z.po

- —b-_ t
Ue 4 (rsp) elP x-1€'po
12

. 1 1 . d3p (e‘ ) - - i‘q’—ie ' £
+ — 5 5— ‘K (I‘,S’p) ﬁf (I"gS’p) e Px po

! ! » .
donde CéE) y,kce) son coeficientes sin indices spinoriales.
E) CONSECUENCIAS DE LA CONDICIGN SOBRE oq .

Usaremos como oy el hiperpleno definido por
t=x1 =0, (8.75)
Como nuestros resultados finales son covariantes ante trangforma

clones contfnuas de Lorentz, la (8.75) no restringe las mismas,

Calculamos ¥ (0, X), e imponemos la primera (8.65). Como
las u?(r,s;ﬁ) no pertenecen aaigp (ef. (4.20)) sus coeficientes
se anulan:

k(+1)(r,5g53 + k(“lj(r,sggs = 0.

Hacemos 1o mismo para la segunda (8.65), recordando que con el
0, elegido la direccidn de su normal es p= 0. Resulta

K * e ,0,8) - kB r,8,8) = 0,

de donde
k(e)(r,!,p) =0 Y E’I";Hp‘}?o (8076)

+  Of. Se0o0. 4.b-l.
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con lo que la segunda integral en (8.74) desaparece:

y 1 L 1 Z:J’ 3 ( €')
' (ty X) = 2 2 (ry p)
i1 ’ 9
172 (2r)2 grzal gozel p ) ¥ e
ipxwiepg

ue,iliz(rs p) e (8.77)

y ahora ¥ cumple automaticamente la condicion sobre oy .

G) DESCOMPOSICION DE % EN ¢P+ym,

Como por una part% las seis u{r, p) son independientes ep
tre sf, ¥y por otra emip0 g e+ip°t son dos funciones independien
tes; tengo en (8.77) 6 x 2 = 12 funciones independientes, que rea

2
grupare en dos,

¥ (x) = $P(x) + ¥T(x) (8.78-a)
de esta manera: pb esta formada por los terminos con =ty
1 1 a3 i7-X = t
qﬂ)z’“““f““ Z.} - éEj(rg ) u (r, et 1€po
(op)/2 €==1 1 |~ (8.78-b)
y‘Pm per los términos con &= = €7
3
1 1 a-p - > t
B = s CGE)(rg p) u,.(ry ) e 1P X - 1&po
3/2 €=-1 N +E
(2m) ] Po (8.78~c)

Por lo antedicho la descomposicién existe y es Ynica. Ade

mas ¢P y ¢™ se pueden caracterizar por

b b _ b
i aG q’ H(l) Q’ = H(Z) V’ (8079"‘8.)

I

=i ao Q"m H(l) q)m = H(Z) q’m (8079"b)

Ademés, si ¥ es una solucion del problemavariacional s sus par-

teg Q’b y 4% teg,,mbién lo sopn. Trataremos de demostrar que las fl)m

son nulas.



222

H) ECUACIONES QUE LIGAN A LAS PARTES VII, VIII, IV I y VI II de
¢m,
La (8.79)
m _ m -
iaow -"’H(i)(P ] 1—192
es
m _ . m _ O m =
iaoq’ "‘"'iv OL(i) ‘P -7(i)m qj 3 i 1,2 (8080)

Aplicamos A ¥ AP

iacwm‘”-—-1&“7707(’1)@”-?‘(’1):::(#‘“" i=1, 2 (8.81-b)

y ahora /\I y /\II:

mVI _ mV IT (s} mVI I

19, ¢ o= 1V (134' =7(1) my (8.82-a)
mVII_ .o < mV I 0 m VI IT

13 Y =1V o,y ¥ -T(gyn¥ (8.82-b)
mVI I _ ,o.o m VI II (s} nmV I

i aoq} = iV O((i)ql u')’(i) m‘P (BeBZ“C)

1 = 1’ Zo
I) DEMOSTRACION DE QUE PARA TODA SOLUCION %™ DEL PROBLEMA VARIA-

crorar 2s 9™ VI= o,
Ia (8.6=a) se escribe para ¥™
mVI _ i cen V,
7 (7(1) (2))3 ‘P¢+ ('r(l)+’r(2))V¢ s (8.83)

para cada 1 multiplicamos (8.81-a) por ?(i) y semisumamos los ca
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" sos i=1le 1i=2.
VI _ =i 0 Vil (¥ v )y gV
VR = R 0y % YT e Tyt ¢ (8.8)

Comparando con (8.8%):

‘Pm VI = "2% (;:(1)"‘?(2))? (PIHV (8;85)
y 0 6‘ ‘ mYyVv
(ray*Y (e ¥ T =0
de donde

o ym¥l=o , (8.86)

& . Fd )
Notese gue estos resultados no solo wvalen en 5. sino pars

todo x! gomprendido entre Lo P 0-2; En efecto, la (8.79) si vg

le para t=0 wvale para todo t (wer (8.78)).
Entonces podemos derivar (8.86) respecto del tiempo:

[}

e (Aem=) BV I o g

que siendo una ecuacion elfptiea homOgénea en Xy ¥ anulandose los

campos paraﬁf = 0 implies
ym VI (8.88)

J) DEMOSTRACIGN DE QUE TODA SOLUCIGN ™ DEL PROBLEMA VARTACIONAL
ES IDENTICAMENTE NULA.

Aplicando /\II a (8.85) y usando (8.88) obtenemos

q,mVI II:O . 2, ym VI II=0, (8.89)

Derivamos respecto al tiempo (8.82-b) y (e¢) y sustitufmos (8.86)
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y (8.89); resulta

de donde, como para Y™ v I,

u,m vV IT =q,m VI I (8.90)
(8.88), (8.89) y (8.90) Informan que
pm =l , ¥ xH (8.91=a}
o sea, en (8.78-a),
(LY (8,91=b)
Con (8.79-a) tenemos finalmente:
Para toda § es 1 ao¢= H(1)¢= Hooy Y (8.91~c)

K) DEMOSTRACION DE QUE TODA SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL CUM-
PLE LAS ECUACIONES DE BARGMANN-WIGNER.

Basta multiplicar
19, ¥=H W
por 'Y?l) ‘pars obtener (l,l-a); idem (1l.l1l-b).

De manera similar (8.68-b) implica la ecuacion adjunta

(1.10).

L) ‘DEMOSTRACION DE QUE TODA.SOLUCIdw DE LAS ECUACIONES DE BARGMANN-
WIGNER LO ES DEL PROBLEMA VARTACIONAL.

Bs sabldo que basta operar con 19, 7?1) sobre (l.l=a) para

obtener
O%= - n2¥
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de donde, aplicando A decud imos (8.68~a).

Finalmente, como en 8.b-8~0, las soluciones de BW cumplen
la (8.65).
CONCLUSION

Y= solucion de nuestro procedimiento variacional (formy
lacion 0)

«==> ¥ = solucion de las ecuaciones de BW. (8.92)

B.b=10 = Notas sobre la falta de cgnt;adicciéﬁ en cuanto al gﬁme-
ro de variables independientes.

En la formulacion 1/2 (resp. O) del procedimiento variacio
nal hemos usado varlaciones 6¢v de 6 componentes spinoriales inde
pendientes. Pero, aunque injustificado, podrfa arguirse que qui-

zas la (8.28) (resp. 865)) restrinja ese grado de libertad.

Para asegurar gque no es asfg basta recordar que nuestro pro
cedimiento variacional gquivale a las ecuaciones de BW (ef. (8.63)
y (8.92)) u que las ecuaciones de BW aseguran a sus soluciones un

grado de libertad spinorial tambien igual a 6 (ef. Secc. 2.¢c=5),

8.b=11 = Corolario sobre la relagiéh entre ¢VI ¥ ¢vo

Una vez demostradas las ecuaciones de B-W (1.1), aplicarles

A. S ﬁyl vermite simplificar las (8.6):

YT =5 Ty 97w, 6o~ 4 [3, W]k, k=1, 2
(8.92t=a)

y anadir

Woo=da, vt 4TL @v(x)=w%l§ﬂ_¢VI(x):l1’fzk) (8.921-b)
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Bec - SEGUNDO LEMA

Bog=1 = KEleccidn de componentes independientes en q’v.

Observando (6.60) nos damos cuenta que en la representacion
usual de las ol podemos elegir como componentes Independientes las

42 siguen:

-
V(1) _ . v(z2) _

¢t =2 (¢11+q133) 3 Y =4 (‘plz‘“q%é)
V(3)_ ' . Vig) _ 1

(AAED = ¢13 ; ¥ —2(‘P14+<P23)> (8.93)
vis) .1 . V(6) _

Y ‘2(“’22*4}44)’ v = %2 )

gue denotaremos con:

"PV(A); A =1y 2y ecey 6. (8094)

q,V(A)

»
Las muestran desagradables asimetrias, pero no nos
preocuparemos por ellas puess; con ayuda del lema a demostrar; las

haremos desaparecer.

HBe=2 =  BEnunciado del segundo lema

"Sean
eve ev Va ‘Q\'Ve E«Simv’ xVe eSimV (8095“a)+
entonces
6 [ o oVaVa ] VLV
2(e'R") o(e'a")
1) : : xV(A) = [ J ,xV (8096“3)
A=1 L oav(Aa) ] 3 qVv
6 [ aVaVa ]
(e ) =
2) ST | ——— AV o gV ¥ (8.97-a)
a=1 LaQV(A)]

analogamente, si Ve gsinV  gVe esimv’ Ve eV (8.95-b)7F

v . ’
&i 8" no es necesariamente simetrico.

e v .’
. no es necesariamente simetrico.
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6 a(elaly 26" o'
1) > XV (A) = xV — (8.96-b)
A=1 d SV(A) : 3 eV
6 L T Ve ——
2y 5 xV(A) o(e ("*)3 o x VoV " . (8.97-b)
e | 3 e'(A) ]

Las derivadas que aparecen en los gegundos miembros son
las definidas en Secc. 8.b=7. Las derivadas que aparecen en los
primeros miembros son las caleuladas poniendo lag 16 (&V)ijjrlas

16 (év)ij en funcion de las seisSlV(A) GV(A)

y de las sels
La demostracién se efectﬁa en AB=1.

Bog=3 = Rol del sepundo lema

Los observables del campo se construyen con expresiones

sipo (9, ) (8 2,)
13 a(e
i - i~i
R SOV A
o 3 Gk

donde se suma usualmente sobre las componentes independientes de
los campos; en nuestro caso ello conduce a evaluar expresiones ti
po ler. miembro de (8.96) y (8.97), es decir, a calculos desagra-
dables; laboriosos v dependientes de la representaciéﬁ° Lo cual

se evita con el 2° lema.

8.4~ LA CORRIENTE

Rode=]l = Formglagiég 1/2

La densidad lagrangeana-f(&) (8.24) es invariante ante una

trans formaeion infinitesimal de fase. Como es blen sabido, ello
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implica la existencia de una corriente conservada,

€D (%)
RC2 1Z [_ vy 24 %4 QJV(“] (8.98)
22,47 A) 33, 9%

Bn (8.96=b) ponemos:

V .oV 1 vO VoxV = g¥
e “a cp!u ; 9 Y1) (2)‘3 Y =Y (8.99)

que son compatibles con la def;n;ciég de Ay. En efecto, por e-

Jemplo la Z2a. es correcta porque siendo

Vv A T _ M 2" \
N Ty Ty S Ty Ty Ao

si ﬂbve EsimV es

1 V. eV
1 T V%V ee
Entonces,
. o £LF) -
g g (a) - A ) (Z)a YV (8.100-a)
a=1 3(3, ¥V,
AﬂélOgamenteg
& (%)
L
P WV = L0, ¥y vy 7oy ¢ (8.100-b)

A1 33, ¥V(A)y
de manera que
NCoTIN el + ¥ v v -

Con (8.92t),
() _ 7V LB VI, gVI A
J F_e|¢ "y ¥ Y (2)“’]

Por (2.31) podemos sustituir la Y?Z) del ultimo sumando por'r?l),

r-4
pero como ademas es
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9ty 0 = Ty T 0

queda

KB oy by (8.102)*

Se puede verificar que las ecuaclones de BW impliecan

QH jcﬁ)p =0, (8.103)*

La (8.102) es formalmente g,pélosza g la corriente e vrHy

del electrcfn°

Bod=2 = Formulacién 0

Es

6 (o) (o)
R Sl (AA0S L . PV (A)
a=1 20,740y 2,47 AY)

Usando (8.25) obtenemos {procediendo como en la formulacion 1/2)

(8,104)

el —
oM = — Efva" AR WV] (8.105)

’ * * *
formalmente analoga a la corriente ei&’ oHeo - (3# ) LP] (8.106)
para spin cero cargado (salvo el factor 1/m mencionado en Secc.
8.a=2). La analogfa no es de extranar dada la correspondiente a-

naInga del lagrangeano.

Las ecuaciones de BW implican las de Klein-Gordon, las que
a su vez permiten verificar

‘OF j(O)P' =0 (8.1061)
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Bod=3 = Comparaclﬁn entre las dos formulaciones

Llamamos

At = g0 _ j(%)ﬂ (8.107)

2-r.r-mos caleular Ajl. En (8.101), 2° miembro, podemos sustituir
Y T
Y2y M
gracias a (8.62-b). Por otra parte, por (2.%1) podemos sustituir
c M i  ,O
Y Ty T V@
¥, comd mas arriba,

(o2 (e
Y2y T V()

En definitiva gqueda
NC TR A v A -
R A S A WA AN A R A 1 - (8.108)

(8.105) v (8.,108) en (8.107) dan, luego de un calculo directo,

ait=2a, W oYy ¥V , 1= 1,2 (8.109)

mn6#=%ﬁﬂvﬂe

Las dos corrientes son (al menos) globalmente equivalen-
tes en cuanto dan la misma carga total: En un hiperplano x° =

= const.,

Jde (Fo JdBJc s{odo (8.111~a)

Esta ultima ecuacidn se obtiene trivialmente a partir de (8.109).

-La corriente total es un 4~-veetor de tipo temporal +. Por

* En la teoria ntmero e el primer miembro de (8.111-a) vale + 1 (ef. (8.112)

¥y Secc. 3.al) y, por lo tanto, no puede anularse.
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lo tanto (8.11l=-a) nos dice que hay un sistema de referencia en

que

Jd3x ISl JdBX 3(0H (8.111-b)

via transformacion de Lorentz, la (8.111) vale en todo sistema i

nercial.

.
Las dos formulaciones proporcionan, pues,; no solo la mis-

ma carga total, sino tambien la misma corriente total.

od=4 = Comparacion con la aproximacion de ung carga

»
La corriente que coincide con la usada en la aproximacion

de una carga es la de la formulacion 1/2,

PLC DY Y, (8.112)

1l carga

(Ver (3.2-b} v (8.102)).

R.d=-5) Comgagacién con otros formalismos

Por (7.28) y (7.29), & bien por (7.12) se ve que la cor=-

riente que se traduce en la corriente usualmente empleada 21,30

en el formalismo de Proca

u ei

_ L STV _ y ok
Vbroca = 2 (@ B g, =t o) (R.113)%*

es nuevamente la de la formulacidn 1/2:

W = Broca (8.114-a)
(ol

En cuanto a la j 3 se traduce al formalismo de Proca en
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ei

(odp _ * R 8B * «Bi, -
J >3 E}qﬁa G- @, 6, ], (8.114~b)

Para probarlo, basta tener en cuenta que
1) por Secc. 7.b=5 extraer de ¥ la parte WV equivale en el forma
1ismo de Proca a extraer la parte G¥P del conjunto G*PF, U%

2) ¥ 9" ¥ se obtiene de F’ (7.9) mediante
v —y
¥ —"

3) sustitucidn similar para (3" ¢)¥ .

En lo referente a la comparacién con otros formalismos, me
diante (8.112) nos remitimos a lo dicho en la aproximacién de u-

na carga (Secc. 3=b),

8,d=6 = Reg;esentaciég momen to

Por completitud repetios aquf la (4.47), teniendo en cuep
ta (8,111) y (8.112):

Carga total = }[de j(%)o = stx ;j(°)°=eZJd3p{|a(r,g)|2-|b&;f))l}
T
‘ (8.115)

8.4~7 ~ Nota sobre la diversidad de corrientes

En Secc. 6.g hemos demostrado que el unico 4-vector de 4-43

vergencia nula que puede consitruirse a partir de ¢ y ¢ sin usar

derivadas es

L. j(%)ﬂ
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Ello no contradice (8.109) pues ,j(O)}l se construye con derivadas.

8.6 = EL TENSOR ENERGTA-MOMENTO. EL 4-VECTOR MOMENTO TOTAL

8.e=1 - Formulacion 1/2.

La densidad lagrangeana o£ (8.24) es invariante ante tras-
laciones. Como es bien sabido; de aqu{ se deduce el tensor enep

r I
gia momento canonico,

6 a.g(%)
T(%)ﬂvzz , a” ¢V(A), (v V(A 3L _
a=1 [_a(y, V), (0, 4 (A%
AL (8.116)
tal que
%‘T(%ﬁpv -0 . (8.117)*
Las componentes independientes ¢y(A) pueden tomarse de

(8.93). Pero as{ como para la corriente (Secc. 8.d-1) puede u-
sarse el 2° lema para no tener que lidiar con las engorrossas Yy

¢V(A)_

asimétricas 3 el procedimiento es completamente anélogo

al a11f empleado. EL resultado es

(v _ 1 AN R ov,V ViV o H v Vi (%)
rr s [‘%"’ MCPRIEILIR AR SRR SO ‘*"]‘ gh”
(8.118)

Utilizamos (8.92t); y si tenemos en cuenta gue (2.32) nos permi-
te sustituir Y{;)‘n=+ 7{133 obtenemos,

p(BW EVI riye” 47 - Meyrh qﬁ]a (8.119)
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Sumamos y restamos en el 22 miembro

iy VI R v, vV _n A
20 (" VI VY vy ¢ )

desarrollamos las derivadas y tenemos en cuenta (cf. (6.59-b) ¥y

r‘[“'o."-é))’

LRI AL

y otras identidades anélogas. Resulta, finalmente.

(v _ 125 yfl)avq,_% @’ ) fr(*‘l)w (8.121)

» rd »
_es formalmente analogo al tensor epnergia momento canonico

BY 1 B el doaY Ty M
T -ZfPY a‘PZ(a Yy ry

valido en spin 1/2.

Como es bien sabido, (8.117) implica que el 4-vector mo-

mento

p(P)7 . j doy, (B (8,122-a)*%*
se conserva:

20 PEY - ¢, (8.123)*
8i el hiperplano o es perpendicular al eje x s es (cf.
A8=3),
s
p(2)7 _ Ja3x (¥, 1a"‘P)sp o (8.122-b)

Esta igualdad, es formalmente gnéloga a la de spin 1/2.

pY = fd3x @, 1a"¢)sp .
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En efecto, al pasar de spin 1 a spin 1/2 debemos reemplazar el
producto escalar spinorial (2.2)
- a1 .0 N
(‘P,w)sp =47 oy ¢ (8.124-a)
que usamos en spin 1 por el producto escalar spinorial
(Qf,¢)sp = ¢t (8.124=b)**

que se usa en spin 1/2.

8.e=2 = Formulacion O.
Es 6 5 200 (o)
T(o)}"’= S ‘ a" q,V(A) + (au ‘q;V(A)) 2 = -
a=1 Loag, V) CIEN MAALRS
- ,ﬁ(O) g”{} (8.125)

Procediendo como en la formulacién 1/2 obtenemog usando (8.25)9

rOW o1 g7y 47y + 1 @7 ¢Taak ¢¥) - .£(0) gt (8.126)

tal qﬁe

2, oW - o | (8.127)

La _(8.126) es formalmente equivalente al tensor energfa-momento

= (0" ¢*3(0” @) + 07 9*)" @) - L gHY

usado para spin O.

El 4-momento conservado es

plodr _ Ja % p(0nv (8.128)
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tal que
o, P =0,

(8.129)*

Reemplazando (8.126) y (824) en (8.128) se obtiene (con o

perpendicular al eje x°),

s — - — —

ploda _ 1 Ide Baa Ty oy ¢ + a8 ‘Pvﬂ

R.e=% = Comparacion entre las dog formulaciones.

(8.131)

Los dos tensores energfa momento canonicos T(%)Fv y T(O)FV

no parecen ser identleoss pero s{ 1o son los cuadrivectores ener-

gfa=momento total,

p(3W _ plody

segﬁn se demuestra en A8-4.

B.e=4 = Comggraciég cop la ggroximaciég de una carga

(8.132)

De (8.132); (8.122-b), Secc. 3. h, Secc. 3.a VII v (2.2),

EY _ 30y _ -
P =P = (¥, operador
aprox

1 carga

- —

1 carga

) =

(8 o133"a)
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»
Para la componente temporal procedemos analogamente, pero reem-

plazando 1 O, por H mediante (3.4)2

(%Y _ (oo _ _
P =P = (¥, prerador ¥y =
aprox
1 carga
(8.133-b)
= <H>aprox
1 carga
como era de descar.
R.e=5 = Comgaracién con otros formalismos
Recordando que por (2.31) y (2.27=a) es
o) ~ XL O (o)
Yoy @ 2 Oy Yy (8.134)

se demuestra a partir de (8.65) que P’ es equivalente al 4-vector

momento de Belinfante 40

Usando (1.6), T(%}pv se traslada en el tensor energia-mo-

15 21 1o

mento de Kemmer quien lo postula (pero Pauli demuestra ).

En el formalismo de Proca (1.7% ) el momento 3-dimensional

es 20

p(Proca) a _ «-1»2- [[ﬁ* BT+ E.o% ff*] a’x (8.135=a )**
m

v la energia del campo 21, 30,

p(Procado _ % J[%*V + T*-T + E¥.§'+.fﬁu£ﬂd3x . (8.135-b )**

Empleando (7.12) con ¢t —¢ y ¢ —> 3% ¢ Qdeducimos de
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(8.122=b), (8.132) y (8.135-a),

B3 - glo) - p(Proca) (8.136-a)

Utilizando los resultados de Secc. 7.b=4C y teniendo en
cuenta (8.133=b) y (8.135-b), obtenemos

P(%)o = p{o)o _ p(Procalo (8.136-b)

Reg=fh =~ Renresentaciég momento

De (1.33), (4.48) y (4.49) deducimos

p(3) _plo) _ 2 JdBp P {Ia(:r-,_ﬁ)l‘2 + lb(r,-f)')la} (8+137-2)
T |

p(Flo_ plodo & J 3o ° {]a(r,53|2 " |b(r,=§)|2} (8.137=b)

r

po = + G;Z Zo

Como es bien sabido, para spin 1 la energfa total del cam-
po es definida positiva (lo cual no ocurre para spin 1/2), aun en

la la. cuantificacion.

8.f = KL TENSORDENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR, FEI TENSOR MOMENTO

ANGULAR .

8.f-1 = Formulacion /2

A) EL PROCEDIMIENTO HABITUAL

La densidad lagrangeana .6(%’ (8.24) es invariante ante ro
taciones infinitesimales,
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xH e xOF = oM 4 € x5 e,y <1 (8.38)%*
lo cual, como es bien sabido impiica la existencia de un tensor
(F)a;pv

densidad de momento angular total M tot tal que

(F)A5pv _
oM I =0, (8,139 )*

Siendo nuestras variables las ‘PV(A) y TPV(A) (por ejemplo

las (8.93)) el procedimiento habitual nos conducirfa a eseribir

(F95y _ A3V Ay, (F)Agwy
M tot’F =M or'b’ + Mspin’ (8.140)
M(()'%‘)A;pvz x B o p(EAp (8.141)
rb
(donde T(%}}w es el tensor emergia momento canc;nico_) y
N 6 6 aa@(%) 6 6
M(B)A“W S APV qJV “:ZEV(A)
spin VIA) AB 'B - -
A=1 B=1L 0d{9, ¢ ) A=1 B=1
a‘é('ﬁ)
A — 1 (8.142)
donde AAB ¥ KAB son tales que
6
5¢V(A)(x) = @V(A)(xn) - ¢V(A)(x3 = % S EPV Ag; ¢V(B)(x)g
le (80143"‘3.)
_ _ 6 _
s (A (x) = ¥V A5y L PVR) ) = 2 E Euw VLB (B.143-D)

BY DIFICULDAD.
(PV(A)

(8.142) nos envuelve nuevamente con las 3 10 cual co=-
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mo ya reiteradamente hemos dicho conduce a caleulos engorrosos y
asimétricos; esto se agrava ahora con las AAB de por medio. Para
los observables anteriores nos auxilio el 2° lema, pero las AAB

intercaladas en (8.142) oscurecen un poco su aplicacién directa.

.3 sorucIéN
Contraemos (8.142) con y usamos (R.143):
. & 3 48‘(%) 6 _ d ()
Mg o= 2 SYTR o 3o pgrmy 24
A1 g, $V(Ad, A=1 39,974
(8.144)

Los terminos del 2° miembro son ahora Justamente de la forma de
los primeros miembros de (8.96) por lo gque el segundo lema es

claramente aplicable:

() ()
: 3L —y 94
Mé%;zg”‘”’ew: -2 §¢7 - 2897 — (R.145)
(3, %" 33, #")

6“’: - ’i"‘s}‘v (U(}‘;) + G(}‘Zv))q} s (8-14:6-3.)**

§¢= +

W s

q‘ (.0.(1)4'6(‘23)8’1)’ ] (80146“'b)**
donde nos otros el signo de o ¥V 1o definimos tal que
ot = 4 (vhyroah, (8.147)%*

v
Cono 0{3) (i=1, 2) conmuta con Ay, es

v _ i Hy y \
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897 = + 287(al] )+ a6 (8.148-b)

pv e
Reemplazamos en (8.145) e igualamos en ambos miembros 1la

parte antisimétrica de los coeficientes de las €

-
()
(g _ g 0L v wr o] a£(®
Mopin = 2 N L"cn*"(z)‘l’] E’ (o7 (2))]
05, ¥%) 308 )
(8.149)

Ahoras el primer corchete pertene a SSimv-(respu esimV5 de manera
que podemos completar el uso del 2° lema, empleando las (8.97).

&1 resultado es,

(%))\,}“’ = (a q,V) 'Y

v
carel”= 2 (13 oy (ofzy+olay ¥V -

TV v
- 3 Vol r oy i1y 7o ¥

M edienta (8.92¢) podemos simplificar,

(F)rgpe _ _ 1gvI A v vV 13V, _p A A VI
Mspin,p =3V YOy oy VT -3 ¥ oy o))y ¥
(8.150)

- Vv
Como |Wv(cfi)*-c{é)3|iaii es simetrica en los fndices spinoriales

17155 la (2.32) nos permite cambiar v?

) -mw-véi)o Entonces,

(F)Asuv_ ; VI A pv pv Vv 1zV
MSpin”u ¥ rinylogyt oz vV - 58 ("(1)" "(2)) 1) vVt

- (8.151)

que po se asemeja mucho al tensor densidad de momento angular pa-
ra_spin 1/2,
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A;}!v = .,l'.— FV u,_. Hy % X
Mspin Y YA ey ot Ay (8.152)
Esto no es de extranar, pues justamente lo que diferencia a un g
lectron de un méson vectorial es el spin. Sin embargo para el
tensor de momento angular Jab(a,b = 1,2,5%) la diferencia dismi-

LAV e

¥
Como es usual, obtenemos los tensor es momento angular;Tp

a partir de las densidades MA;“V,

Jé%)pv ()Aasny

- J do, Mg

(8.153)**
Q = tot, orb o spin.

Elegimos la hipersuperficie o perpendicular al eje x°. En-
tonces de (8.151),

(Fa . (&) VI v,
- Topin Jspinc—aj[lp (1)(5’(1)*“(2)”’

spin
LV vIi| .3
+PT 2oty o)) ¥ ] d7x (8.154)
asbye = 1,2,3 v permutaciones cfclicas. Por lo tanto,
( (aPC, + oPS.)
(%)a = y(Fdbe _ _ g 40 (1) (2) 4 a3
spin spin (1) 5
(oPC, +aPS,)
(1) (2)
=- 1% ¥ ax (8.155)
2 3]
J
Jéiiz es el spin del campo. Para spin 1/2 el resultado

(bien conocida) es
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o
i

=32 in = fq» (r°® oPCy¥ a5« (8.156-a Y**

(8.156-b )**

1
2

be
-Jqu—q’ d3xn

nroducto eg-

calares spinoriales como en (8.24) y reemplazando.
be be
(“(1)*"(2)

2

> 32*- oPe (8.157)

£
gue es lo que cabrig esperar.

(+)o a

En cuanto a J que esta asociado con el movimiento

del centro de masa 29 la parte de spin resulta ser

($)oa _ 3 [LVI o a V.,V .0 a VIl _
Jspin "*ijd x[‘* YD Y Y Yy (HY ¥ = (8.188)
3, ot - 3 o a
i ¥¥ vhyy 4= - 1 [Pxs WMy ¥, (8.159)
mientras que para spin 1/2 es 16
a =o0, (8.160 )**

spin

, Drimera diferepcia formal que encontramos entre spin 1
¥ spin 1/2 que no se reduzeca a

1) cambiar el signo de un segundo miembro (ver ejemplos en Cap.4);
2) cambiar el producto escalar (ver ejemplos en este capitulo:ren
el 3°);

3) complicaciones debidas a la existencia de componentes redundap



tes (Cap. 2, 3, 6 v 8).

Salvo la 1), las restantes podfan ser encubiertas por una
escritura que paralelizaba spin 1 y 1/2. Esto no lo podemos ha-

cer con las componentes 01 del tensor de spin.

En realidad, aun nos falta probar que el 2° miembro de
(8.159) no es identicamente nulo, como podrfa ocurrir via compo-
nentes redundantes (ef. Cap. 2). Por ello en A8-5 construimos n

na ¢’etvt que no anula a (8.159), con lo cual queda probado gue

(%)oa ‘l
Jspin O (8.1601)

Bof=2 = Formulacién_o

Procediendo como en la formulacion 1/2, obtenemos la den-

sidad de momento angular total,

(o)Asuv_ (o0)Ajpv (0)Ajuv
Mios = MY T g Msgin’*‘ (8.161)
tal que
(o)Aspv _ %k
Ao o (8,162)
donde
MO = gy q(0IAR_ op pl0dAY (8.163)
vy [en lugar de (8.145)],
. aag(oj _ a£(°)
Mé;’ié’””ew = -2 sV -2647 (8.164)
3,9V 2,%")

Con ayuda de (8.146) y (8.25) deducimos
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(sfs + oM (P, + ™))
W@ g v ST %2 Ly
2

& b=

(8.165-a)
o atny por (2.32),

MO = 4 @2 BTy oy 47 - 437 of5 02 47 L (8.165-0)

Vv
Los tensores momento angular J"u son

é" g Jdcrf‘ Mé")“” (8.166)**

Q@ = tot; orb o spin.

Calculamos el tensor gpin del campo usando unm hiperplano o

perpendicular al eje x°

spin = -

py puv pv MV
{67 y+0/54) (o(qy+ G754
J(o;”vzﬁJd-jx A CR I G R A COR COLI
2 a

(8.167-a)

-;’;-Jﬁx [° %) IR A NPL o (8.167~b)

EXpresaremos J(O)Fyen terminos de ¢ y’@@ Empleamos (8.92t=a) con

spin
k=1 para despejJar las derivadas temporales que aparecen en

(8.167-b). Como consequencia de emplear (8.52V-a) aparecen deriva
das espaciales,; pero podemos cancelar los términos gue las contle-

nen mediante una integracién por partes. El resultado es,

- (oduv_ 3 VI .o AV V3V o VI
Jspin = "Jd x ﬁ Ty T2y ¥ ¥ Ty of5y v :l
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O sea

(odpv_ 3 o By o én
Tepin = = Jd XY (1) %) ¥ (8.168-a)

T - (q’" O'(#Zv) 4’) o (8.168"'b)

En particular, el gpin del campo es

{(0)oa _ (o)be a . b _e
Teoin: = Tepins = (¥ oy W) o“ 1P x% (8.169)

(o)oa
spin

-1, oy ) (8.170)

La (8.168~b) muestra una diferencia esencial con spip ce-
ro, donde

v
N

= * K
spin o (8.171)

aC(O) es formalmente anéloga a la densidad lagrangeana usual
para spin O, y antes de llegar al momento angular, venia proporcio
nando resultados formalmente anélogos a los de spin cero. Por qué

es

(o)pv
Jspin £ 0=

Porque mientras que para spin cero, se cumple

§4=8V =0

ante rotacicnes espaciales, en nuestro caso es (ef. (8.146))
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s¥W xo0, 8§37 20,

Pero, aunque (8.168-b) sugiera

(omv
Jspin A0 (8.172)

podrfa ocurrir que via componentes redundantes (er. Cap. 2) el 28
miembro de (8.168) fuese nulo; no es asf, porque en A8-6 demostra

mos que existe ¥ al menos un campo Q’G(Ut tak que para él,

(od1z2 _ L(0)3
- ‘Tspin = Jspin A0 (8.173)

Bef=’ - Compéracién entre los dos formalismos

Las ecuaciones (8.155) y (8.168) muestran que los spines
tienen formas diferentes en las dos formulaciones. Pero {(nueva-

mente por las componentes redundantes) gueremos asegurarnos que

($)a (0)a
:rspin # J‘Spin (8.174)

Lo hacemos en A8-6 probando que existe al menos una ¢‘e‘Jt tal

que
($a (0)a
Jspin # J‘sp.‘f.n

Pero, aun cabria la posibilidad de que una transformacion

7312 (8.155) 2 1a forma 3002 (g.168)"

cancnica adecuada lleve spin

-]

* Es decir, que la ¥ con la que calculamos J éi) ?es‘tenezca a una representa-
cion diferente que la ¢ con la que calculamgéano 3 ¥ que las dos represen
taciones sean conectables mediante una transforiacion canonica.,
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Ello también es imposible: En efecto, en A8-7 demostramos que

(0)
1) Jspin es qTa) onstante del movimiento
0
dJspin
—_— = 0, para toda wetut; (8.175=b)
a+ |
=(%)
2) Jspin no es una constante del movimiento,
=4
d Jspin
—_— 0 ; (8.175-a)
at

en efecto, existe al menos una ¢e<ﬂt tal que al menos en t=0

es
1
q 71$2)
spin
<0
dat
(signo = exclufdo).
() (o)

Por lo tanto, Jspin y Jspin nc son conectables mediante u-

# & 4
na transformacion canopica, pues las transformaciones canonicas.

conservan las constantes del movimiento.

Hasta este punto, las dos formulaciopes deban (al menos)

los mismos observables globales [carga total, corriente total

v cuadrivector energia-momento, ef. (8.111) y (8.132)] y__ las
mismas ecuaciones de evolueion [ef. (8.63) y (8.92)]. Pero,
llegados al spins vemos gue las dos formulaciones no son equi-

valentes.
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Befed = Compazaciég con la apzoximagién de una carga

Por (3.57), (2.23); (3.38) vy (8.155),
(w)

<J>ammc =(¢’%|31)+azﬂsmi¢’=
1l carga 1 (w)
=W 3 18y ol ¥ =
_ l — - -
= (45 3 191y Tyl ¥) =
- )
Jspin
re E D!
<J5Pin>aprox = Jgpin (8.176)

1 carga

Es probable gue a partir de Jéggn pueda construirse un o-

arga. Por (8.174)

y (8.175), las dos_teorfas de una carsa (la desarrollada en el

Cap 3, ¥y 1a gue sugerimos) no sop eguivalentes. Pero no desarro-

llamos esta posibilidad. Solo indicamos el hecho de que los auto
valores de 6%2) sean #+ 1 y no +1, = 1 y O no inhabilita a la nue-

va teoria de una cargas pues 0%2) es de 2a. clase (ef. Secc. 3.e).

8.f~5 = Comparacion con otros formalismos

Del texto de Wentzel 30 obtenemos un pseudotensor de spin
usual en la formulacion de Proca:

2 Proca, usual) _ 1 o, 7 L 2F . e
T spin 3 (B x UI +E x T), (8.177)
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Por otra parte, mediante la tabla 6-1,

(#)3 _ 1 |3 0312 353
Topin = 3 [d x (F°ite o P92y, (8.178)

E1 ultimo integrando lo tenemos explfcitamente traducido a 1la
{c-mulacion de Proca 3-dimensional en {7.14-b); el primero 1lo
obtenemos vfa (7.21).en la forma covariante, y de allf con
(1.7") lo trasladamos a la Z-dimensional. El resultado es 1la

Za. componente del 22 miembro de (8;177), de donde

=(%) _ =2(Proca, usual) -
Jspin = Spﬁl ’ . (8.179 a)

e ¥

via (8.174) deducimos inmediatamente,

(o) = (Proca, usual)
Jspin 2 Jspin ) (8.179-b)

En cambio Jg;ziz coincide (salvo el signo) con el emplea-

do por Bogoliubov en su version del formalismo de Proca:

(Proca, Bog)lz _ 1 |.3. [*2 ' 'y *1
Tepin s -mB[dx[U 9, U +(3, U") I aoua-

| - (3, U vt ] (8.180)""
En efecto: De (9.168=a) y tabla 6-1y

Jgggz = "“J aox FO0312 (8.181)

Reemplazando (1.7t=b) obtenemos,
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(0)12 . _ (Procay Bog.)12 . 1 1.3 [*o *o
Teoin Tepins®? + L &g (o 3, U%+0%3, U O

* *
- U 082 oo U 162 UO:]+ [complejo conjugado]} .

Integrando por parte la integral se anula y queda

(o)12 _ _ (Proca; Bog.)l2
Jépin Jspin (8.182)

Como verificacién, puede observarse que nuestra (8.175~b)
es consecuente con la afirmacion de Bogoliubov 5 de que no $010
el momento angular total, sino el spin que el emplea son cong
tantes del movimiento. El origen de la conservacion del spines
el mismo en los dos casos: Proviene del uso de un tensor energfa

momento canonico simetrico ver (8.126).

Respecto de otros formalismos,; el empleo de (2.31) permi-

te facilmente demostrar que-Eéign es equivalente al de Belin-
9

fante 4, que es identico al de de Broglie.

T (Bel) _ 1 gt (.0 0 3
Tepin “’4[‘* {1y * 782y 0y o)) ¥x (3.183)*

v que via (1.6) se traduce en el de Kemmer 15,

8.g - SOBRE OTRAS FORMULACIONES POSIBLES

Hemos partido de dos densidades lagrangeanas diferentes
aﬁci) (8.24) v df(O)- (8.25). Hemos obtenido las mismas ecuaclo

nes de evolueion (las de BW) la misma 4-corriente total, el mig-
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mo 4-vector energfa momento, pero diferente spin, uno conserva-
o (%
do, Jspin y otro no conservado Jép;n (ef. Secc. 8.f=3) por 1o

gue las dos formulaciones no son fisicamente equivalentes.

Sea R un nﬁmero real. De la linealidad de las expressio-
Jes utilizadas,y se sigue que si definimos una nueva densidad 1a

grangeana,

'J(R) =2 H ,f(%) + (1 - ZR).g(O) (8.184-a)
volvemog a obtener como ecuaciones de movimiento las (1.2) de
BW, v, para los observables O (© = jH, coes E;pin)

OB -, g ¥, (1 - 2R)089 (8.184-b)

Por ejemplo, para la corriente tenemos en lugar de (8.98) u

(8.104),

aag(R) ap@(R) qJV(A)

— - (8-185-8.)
22, pV(Ady 3, WV (A

i
T 15 ¥

Reemplazando (8.183=b) y teniendo en cuenta (8.98) y (8.104)

resulta inmediatamente

gRM - o g B (g oy gl (8.185-b)
Andlogamente para los demas observables.

De lo anterior se sigue que
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Jd3x g Rp _ Jd3x § B JdBX j(odp (8.186=a)
P(R)F = P(%)F = P(O)F (30186=b)
*(%) .
salvo R = 1/2
3R) “spin
Iopin 7 { (8.186-c)
qéggn salvo R = @
2(R) 2(4)
d Jspin d ‘Tspin _
= 2R ————— % 0 salvo R= 0 (8.186-4)
dt dt

¥ que la formulacion R no es conectable mediante una transforma-

2 4 .
cion canonica con las formulaciones 1/2 o 0.

Afirmar que ¥ describe a una partfcula con masa m y spin de
autovalores +1; 0, =1, mas hipétesis razonables; llevan (como es
sabido) de manera unfvoca a las ecuaciones de BWL?® 17 {a menos

de un cambio de representacion).

Pero por (186-d) eso no basta para que quede unfvocamente
determinada la fisica de 1la partfculag ni siquiera en el 1fmite
en que las interacciones tienden a cero: No queda univocamente
determinado si el spin es constante del movimiento o no, ni la

"intensidad” de su variacion temporal.

2
Hasta esta etapa de nuestro trabaijo, podemos decir que pre-

sumiblemente 1s ffsica del mesén vectorial gueda unfvocamegte de -

terminada si (ademas de la masa) se da otro parametro R continuo,

real, adimensional e invariante Lorentz.

El o dos valores de R con correlato experimental, solo pue-

den ser hallados mediante una predicciéﬁ experimentalmente verifi.
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cable. Pero para ello necesitamos la segunda cuantifieacién,

con un desarrollo mayor del que haremos en el préximo capftu-

lo.
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CAPITULO NWOVERO

INTRODUCCION A LA TEORTA CUANTICA DE CAMPOS

Q.8 = DEFINICIONES ¥ NOTACIONES

9.a~1 ~ La matriz 5,

Indicamos con ab al par pg ordenado a, b. Definimos,
Vv = L 5 5
6 ({ij}9 {kl}j—z (611{ 6j£+ 61! j +75 ‘YjQ+’YiQ ?Jk) (901)
Observamos que el 22 miembro es invariante ante
1+ Vs O ! (9.2)

Fs facil calcular la tabla de valores de SV en la represep

tacion (6.46) de +°. E1 resultado es

a) &V =1 para i3 | k1 3 § = % para 1j | k1
11 11l 1z 1z
22 2z la 14
33 | 33 2% | 23
a4 44 34 24 .
11 33 12 34 (9.3=a)
22 44
13 13
24 24

y demas valores obtenidos via (9.2) y mediante

b) V({ij {k1}) = GV({kl}9 {11}]> (9.3-b)

c) & =0

en los casos restantes.
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Observamos que a las triviales (9.2) se anade la simetria
(9,3=b). Para ella basta que sea ”Y?j = ifygi, lo cunal ocur-

re el menos en las representaciones usuales.

9,a=2 - La matrig §VI

Definimos

6VI<{I’11‘2}7 {tlt }>.=/\§er8152 6v<{8152}: {tlta}). (9.4-2)

Recordemos que con la notacion dada en Secc. l.a es

I _ 1 : (o] o]
AN = S, 8 + v Y .
Como 05 . 5 o? obtenemos de (9.4-a) que tambien es
VI \' I
t = 04.-."
8 ({rlrz}’ {t2 2}) 8" {ryr2}s {187} Nssp b, (9047
De la invariancia de & ante (9.2) se deduce que tambien
GVI es invariante ante
r|{ <+ r, ¥y O sy <> Spo (9.5)

Usando (2.6=b) obtenemos que en la representacion usual

delas matrices de Dirac es

1 v
8" T({13}, {1} = 3 1+ 87 ({13}, {12]) =

2
1 e, gy V{as], (1)), (9.6)%

it

con 81= §2 =1, 83==84== =1. Entonces deducimos inmediatamen-

te de tabla (9.3) la tabla para SVIe

* No sumar los indices subrayados.



a) 61 =1 para ij | k1
| 11 | 11

a2 22

33 | 33

44 44

11 | 33

22 44

v demas valores obtenidos vfa (9.5) y mediante,

b) 8'I({14}, {k1}) = § T{x1}, {13} ;

c) SVI = 0

en los casos restantes.

1]

12

34
12

(
(

Qeb = LAS REGLAS DE CONMUTACTION EN LA FORMULACION 1/2

Q.b=~1 ~ Tas replas de cggmutagién para tiempos iguales

Aunque en el capftulo anterior hemos mantenido (dentro de
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k1l

1z
34
24

9 -'7-b)

907"'3)

lo posible) la covariancia manifiesta, aquf usaremos como punto

de partida las reglas de conmutacion para tiempos iguales, pues

(debido a una peculiaridad que en este caso tienen los momentos

con jugados 7#°) disminuiremos la'brobabilidad de ensayar juegos

de reglas de conmultacion incompatibles entre sf.

Como las variables son seis

¢V(A)

e jemplo las (8.9-3), pareceria plausible ensayar

EJV(B)(XOQ —f) )

[—

WV(A)O (XO, 3{"
qJV(B)(xO, ‘;{b), FV(A)Q (:x:()9 'ic"

L?V(B)(xo,--};)’ WV(A)O (x°, 7

t

¥

—

St

= 18,5 8(F-X1)

= i GAB 8(;{""

!
o

—

X

1

)

vy otras seis @' (&) (por

(9-8"'&)

(908""’b)

(9.8~e)
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‘PV(B)(XO,_X') , EV(A)O(XO

L

EV(B)O(XO, —x’)’ ‘T;V(A)O(XO
L )

!'?;,V(B)o(xo 7, T]J:"(A)ca(xc»’

;’V(B)O(XO’ ;{), FV(A)O(XO

@V(B)(xo’ —f), ¢V(A)(Xo,

——ip

s xt)

KPV(B)(XO, 7, '@V(A)(xo’ ;,"

’;l) =0

:;'):' =0

] -6

-

"
o

~r
it
Q

xt)] =0
EV(B)(X 9 3;)1 EV(A)(XO, .J_Cb') =0
donde '
A.’ B = l, 2y oaay 6

¥ (%)
V(Ado _ 9L
T -

)
a(ao {PV(A))

T!'TV(A)O -

5 )

ICIUAE

(9.8-3)
(9.8-e)
(9.8-£)
(9.8-g)
(9.8-h)
(9.8-1)

(9-8-:])

(9.9)

(9.10)

Pero ante todo busquemos un procedimiento gue nos permita

eliminar en las relaciones anterioreg los fgdices A vy B. E1 mo=-

tivo es el mismo ya discutido en el Cap. 8.

Por (8.24) :
v 1 o[ 3 v31y 23] [0, #ixS30])
m

O

(9.11)

donde habria que desarrollar cada corchete como una superposi-
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cion de componentes, como en A8=l.4.

Sea ahora

- p
W e w}p (9.12)

un gpinor arbitrario (no un operador de campo). Caleculamos cg

w,V(A)

da y lo contraemos con (9.8-a), sumando respecto de Aj

luego de reemplazar (9.11) tenemos
7V 40 o v,..o —
a(E’o 57 780 e [0 ¢ X'ﬂ)

6
% lq)V(B)(xO,fxf), E: -
A=] a(a, q,v(A))

=10V SGF-T (9.13)

(al no ser un operador, lo podemos introducir en el anterior

del conmutador).

Pero en la demostracion del 22 lema del Cap. anterior
(Secc. 8.c=2 y apéndice AB8-1) solo interviene el aspecto spino
rial de los camposs por 1o que el 2° lema es aplicable en el 2°

factor del conmutador (9.13). Aplicandolo,

2 (0o 72 vy 9] [0, ¥x®, T3]0
_r]_[; q}V(B)(xO, 'f)’ [ =

2, ")

= 1w B) g(F- D) (9.14)

donde ahora la derivada lo es en el sentido (8.26-a) y por 1lo

tanto, inmediatamente calculable via 22 lema:

El 22 factor del conmutador vale,
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[caOE‘H Y21y 7(2) w' .
Ademés; el 22 factor es (desde el punto de vista spinorial) un
escalar, por lo que ambos miembros de (9.14) son las componentes
"B" (p, ej. en el sentldo (8.93)) de wn spinor. Siendo iguales
todas las componentes B de dichos spinores, se trata de spinores
iguales; es decir, tambien son iguales sus componentes usuales

iliz.

Por lo tanto,

%Eo‘{liz(xc‘, ‘x’),[(ao W (x° T1)) 1) ??Zng:l=iuf¥_liz 8(x-x1)
(9.15)
De esta manera,; nos hemos liberado en la la. regla de con
mutacion, de los engorrosos indices A y B. Claro, que debemos
desembarazarnos de qu Pero antes, empleemos (8.921') para abre

viar (9.15) y mostrar qué problema aparece con (9.8):

v °, % —VI \'s - v - .
Epiliz(x 9 X)S q’ )Y(Z)WJ (!J’ili 6(x_x|) (9316)
Por (2031)3

1V o vy 3, VI, 0 (.0 o} Vi i_ .,V - -
zﬁiliz(x s XDy U M x, x)(?(l)+?(2)>w :’- wiliz d(x=x1)
(9017-a)

Pero siendo _
0 11 IT 0 : :
(%2 # ) AT = AT (005 +7855) = 0 (9.17-b)

el ler. miembro es insensible a una modificacion de 1la parte
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GVIT o AT,V

de w”, mientras que el 22 miembro var{a al variar w’

II (p. ej.
en la representacion (2.9-b) el 22 miembro no cambia al incremep

v

La_contradiccion se debe a que las (9.8) valen en  tanto

los momentos no sean idénticamente nulos, ¥y en nuestros caso g

1 Pero cambia la componente 14 del segundo ).

quellos"n‘V A(O)) correspondientes a valores de A que
a su vez estén asociados a componentes tipo II son nulos, como

»
se comprende retrocediendo en la demostracion.

Por ejemplo, con la eleccion (8.9%) de las ¢V(A), lag
griz)  gva) o yV(6)
estan formadas unicamente con las ¢g 1.~ que forman una p’ 11
(ver (2.9-b)) (mientras que las restin%es ¢V(A) corresponden

puramente a ¢VI)O En este caso la dificultad encontrada para

wv 11 es un reflejo de que si hqbiéramos querido calcular las

#V(B)o? WV(4)0 v WV(6)0
hubieramos encontrado

A3 o V(ade _ V(6o _ 4 (9.18-a)
y =V(3)o . 7FV(4)o _ 7V(6)o _ 4 (9.18-b)

Este tipo de dificultad se presenta con cierta frecuen-
cia en la formulacidn canonica de las reglas de conmutacion de

campos sencillos.

Dado el conocido peligro de contradicciones que existe al
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trabajar con componentes redundantes, y spin elevado, la solu-

ion aque e aremos sera la de retroceder al maximo: Elimina
remos de (9.8) no solo aquellos conmutadores con vV(A)°= 0, si
no tambien aquellas WV(A} cuyos A anule un vV(A)O (y, por su-

-mesto, lo mismo para AUSY y';V(A)o).

Con la eleccion (8.93) de las wV(A’ ello equivale a man-

tener (9.8) pero sustituyendo (9.9) por

Ay,B=1,2,05 . (9.19-a)

o simbdlica (y un poco mas generalmente).

Ay B —r VI (9.19-b)

Pero ... luego de esta drastica eliminacién, como comple
taremos las reglas de conmutacion ? Usando las ecuaciones de
evolucién, lo cual resultara posible. Se_puede obtener asf, a
.8) |
(9.19) un copjunto de reglas no solo autoconsecuentes sino que

(las_de_cotmutacié_

partir de las menos numerosas re

tambiég sea compatible con las ecuaciones de evolucién.

Todo el procedimiento apterior ((9.12)y «..s (9.16)) pa-
ra independizar de las A es las reglas de conmntacién es Iinme-
diatamente readaptado, cop la sugtitucién

V = V I (9.20)

que proviene de reemplazar (9.9) por (9.19).
Repazando répidamente: En (9.13) en lugar de wN(A) usa-
mos Cﬂv I(A), y eliminamos de la sumatoria los valores prohibi-

dos de A. A qontinuacién, observamos que el segundo lema del

Cap. anterior (Secc. 8.c=2) continua valiendo si en todas partes
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se efectua la sustitueion (9.20) (1la demostracién es similar a

la efectuada en A8-1). Entonces podemos pasar a (9.15) y final

mente a (9.16) simplemente usando (9.20). Queda, pues,

VI, o =2 zVII, o — o vIi _,vVI - -
Epiicx 3X)’¢ (JC,X")'Y(Z) g :l -wii d(x -xt) .
1-2 1=2
| (9.21)
Eliminadas las asimetricas WV(A), debemos desembarazar-
nos del spinor auxiliar MVJi Como wV'I es arbitrario, esto ha=-
cer recordar al ler. lema del Cap. anterior (Secec. 8.b=2), al
(1,1,

que tratare de usar. Defino un spinor © tal que las com-

ponentes spinoriales de su adjunto sean

(1.1 |
[-e 1 2 = éi . = 61 . (9-22)
Jad1 113y 13
con lo cual (9.22) se eseribe
WIT 0,3, BT (0, 30 v0, wVT| = olini2) VI (g g9
i1, (2)

El primer lema tambien continua valiendo si se efectua la
sustitucion (9.20). Entonces; como MV:I es arbitrario (dertro
de €51 V' Iy ptenemos

VI sim V sim
VI o — +VI I,.0 =+ 4.0 (i1ip)
q) (X ,X)g (4} (x QX')'Y ) —l= (e 142 )
(9.24)

A primera vista podrfa objetarse " oI es arbitrario den~
tro de ESim VI pues ademas w cumple (9.12). Peroc la (9.12) no
viola 1la proposiciéh en cuestion porque

T 2 AT AV o AV AT o AV T :
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y la parte ol de una we es arbitraria (ef. final de Secco

2.£-3).

Ahora, de comparar (9.22) con (9.1) y (9.4-b) se deduce,

E(iliz,]v = = & 5"({ } {k }) (9.25-a)
Ky, 2 21 |
7 [?;;;]v stn l:e(Tli;—]v sim I

koky I ky

_ _35 6VI<{1 12} {kaID (9.25-b)

Reemplazando en (9.24) y sustituyendo k, por k. (ef. (9.5))

tenemosy en resumen

(9.8=-a) =——=>
VI o =+ (VI I 1.1 - =
EJ 11, 8 @ (x%, X7 )kzklii-%a Gfliz],{klkz}) §(F-X1)

= 1, 2o (9-26-3)

Notag:
1) Hemos eliminado las indicaciores "V I" de @VII 49 |y porque
(l)

UJVI I 7(2) AV /\I q,VI I /\VIAI =‘q')VI I

T(2)

2) Hemos eliminado la ipdicacion "sim" porgue siendo

I.o _ Al 0o

ATr ey =AYy =2 A (”'(1)”’(2)) (9.27)
=VI I _ VI I VII & © »

y siendo quZSl = 5152, resulta que (¥ (2))klk2 es simetr]

ca ante kl-‘-—* kz
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3) Tambien por (9.27) podemos sustituir-v?z) por'yzujg wo=1, 2.

4) Las propiedades de simetria (9.5) de SVI son la: del primer
miembro de (9.26-a).

Con el procedimiento empleado para demostrar (9.26-a) se

obtienen a partir de las restantes (9.8),

"’(u)"”vI 60, D, L’ (g ok (x %7 j];% 8 I([klkz}’{ilizn §Hx1)
(9.26~b)(D)

chZI (x%, %)y @ 2 x) YD), kj = 0 (9.26-¢)(D)
¢’gllia(xo x5 (Y‘(’u)wmixo Xr) )k1k2] =0 (9.26=d)

GVIT (O o WVII, o= 7.
( (x 5477( ) 1,1 (Y(u§ VT x 93'))k1k2:]~ 0 (9.26~e)

WVI I(x ,x).,? )31 L @VIT o E0) f,,( ))kzk =0 (9.26-£)(D)

i 2*1 1
('v(u WL (x° Ay g s (v(u)qﬁf”cxf’;fe))klk& = 0 (9.26-¢)
VI VI o = =
mq’ li (X )9 q)kzkl(x :x'l =0 (9.26-h)
[ PRp— ]
zp L OO By 0@ = o (9.26-1)
I T ]
Sb X ) Sb Kk, (x° X1 =0 (9.26-3)(D)
u =

de las éuales hay varias dependientes de las restantes, o de ‘sus
¢onjugadas hermitianas. Las hemos iﬁdicado con (D) sin afirmar con

.ello que las restantes sean totalmente independientes.
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Q.b=2 = Comparagiég con el formalismo de Proea

A) LAS REGLAS DE CONMUTACION USUALES

21 5

Del articulo de Pauli o del texto de Bogoliubov ° ob-

tenemos las reglas de conmutacion para intervalos arbitrarios:
*(x1) = 1 (ndg,, + ) -x1) (9.27-a) **
,_.I._lgx), U,(x 1 (m Euy ma},a,, Alx~-x 9.27-a
[_UF(::), U,(x+)] =0 (9.27=b)**

Usando conocidas propiedades de A{x) y las ecuaciones de
Proca (1.7™) obtenemos las reglas de conmutacion usuales para

tiempos iguales, en la notacion F-dimensional (1.7'):

[V(xo’ ;), U+a(x°, ;I—' )J S=im aa 6(;" ;(-') (9.28"'3.)*
E3(x°, ¥, UP(x®, T =1n” 85, (X-¥9) (9.28-b)*

[E2(x%, ¥ B (x®, T1)] =1m (8,19, - §,,0;) 8(F=x1)  (9.28-c)*

y permutaciones ciclicas sobre 1, 2, 3

[v(x°, XY V' (x°, X1)] =0 (9.28-d)*
[v(x®, ), E'(x°, ¥)] =0 (9.28~-e)*
V(x°, X, B (x%, x1)] =0 (9.28-£)*
[u(x°, X, Ub+(x°, x1)] =0 (9.28-g)*
[0(x°, ¥, 5°°(x°, ¥1)] =0 (9.28~h)*
[E2(x°, %), EP*(x%, <) =0 (9.28-1i)*
(%, X)y B PO, x1)] =0 (9.28=3)*

+ Al comparar, tener presente que las U, de Bogoliubov difieren en un factor
constante m-3/2 de las UF usadas por nosotros, factor al que ya hemos teni
do en cuenta.



267

Finalmente,
— o —

"Wy U, Ey H, tomadas en puntos diferentes pero tiemprs iguales,

conmutan entre si.
Hasta aqufg el procedimiento usual,

B) TRADUCCION DE NUESTRAS REGLAS DE CONMUTACION AL FORMALISMO
DE PROCA.

Podemos traducir (9.26) al formalismo dJde Proca  usando

q/VI

(7.236) vy (7.37) para traducir w v y (2.9-b) para tomar las

partes I, v (2.6=b) para multiplicar por T?u) o para traducir
@VI 6@\/’1 Ia

De las (9.26) (desechando las que sabemos que no son in-
dependientes, o sea las (D)) aquellas que vineulan componentes
del campo con sus conjugadas hermitianas, son las (al), (e) y(h)
La {9.26=a) se traduce en la (9028wb3+3 la (9.26-¢c) en la
(9.28-g) v la (9.26=h) en la (9.28=1). Analogamente para fradg
cir las que vinculan ¢ con ¥ o ¥ con ¥, se traducen en parte de

las (9.28-x)7.

C) DEMOSTRAMOS QUE TENIENDO EN CUENTA LAS ECUACTIONES DE PROCA °
DE LAS REGLAS REOBTENIDAS EN (B) SE DEDUCEN TODAS LAS (9.28):

Cl) De (9.28=1) y la segunda (1.7™ =b) se deduce (9.28-d)
CZ) De (9.28=1) y la segunda (1.7™ =b) se deduce (9.28-e)
CB) De (9.28-g) y la primera (1.7" =b) se deduce (9.28-j)
C,) De (9.28-e) se deduce |

[ao V(XO, ;)’ ‘_E’:.'.(xog ;{’_“ )] = o [V(xog -X*)g ao §+(x0, ;{' )] (9-29"‘3)

+ A menos de un factor i,
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Combinandola con la la. (1.7" -¢) y con la 2a. (1.7 -al:
-[c}iv Wx°,%), Erx®, %] = - m[v(x°,x), T % Y] -
- [v(x°, %), rot H(x%, 7)) .
El ultimo termino se anula debido a (9.28-f):
[ty 0x°, ), Bx%, ¥9) = n[VG:®, B, T, Tk (9.29-b)

Por otra parte conjugando hermitianamente (9.28-b), intercambian

do X = X! y derivando luego respecto de X se obtlene
[aiv 0(x°, B ET(x%, ©1)] =-1 3 8(F-%") (9.29-c)
Combinandola con (9.29=b) resulta la (9.28-a).

cs) De la la. (1.7™ =b) y (9.28~b) se deduce (9.28-c).
06) De la la. (1.7" =¢) y (9.28-a) se deduce (9.28-f).

Analogamente para las que vinculan o' v ¢ con UMy c
, v
o UF+ y GH + con U'}I+ y GFV+,
D) (B) ¥ (C) IMPLICAN QUE LAS REGLAS DE CONMUTACION (9.26~b)(FOR
MALISMO DE BARGMANN-WIGNER, FORMULACION (%) SE TRASLADAN EN LAS
REGLAS DE CONMUTACION USUALES (9.27) o (9.28) DEL FORMALISMO DE

PROCA. Ademés, procediendo anélogamente, se puede demostrar la

rd Fl
proposicion inversa. En resumen

(9.26) — (9.27) (9.30)
BW(E) Proca

9,b=3 = Sobre la compatibilidad de nuestrgs reglas de conmutagiég

Las reglas de conmutacion usuales para Proca (9.27) son
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I) compatibles entre sf}

II) compatibles con las ecuaciones (1.7') de Proca.

Ademas, es bien sabido que las ecuaciones (1.7') de Pro-
ca son equivalentes a las (1.1) de BW (ver p. gj. el texto de

Leite Lopes 17)°

Entoncesy 9.b=3D implica

Las reglas de conmutacion (9.26) del formalismo de BW
en la formulacion 1/2 son
I} compatibles entre si;

II) compatibles con las ecuaciones (1.1) de BW. (9.31)
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cAPiTULO 10

SOBRE LA INTERACCION CON EL CAMPO ELECTROMAGNETICO

10-a = OBJETO DE ESTE CAPITULO

Alguna vez se objeté a las ecuaciones (1.1} de BW que si
se Introduce el campo electromagnético mediante la sustitucion
habitual

Py = ia’1 — Ty = 1ap - e Ap (10.1)
se obtienen ecuaciones incompatibles. Si fuera imposible intro-
dueir la interaccion con el campo electromagnético, nuestro tra-

bajo seria casi inutil porque partfeulas inhabilitadas de interacg

tuar son inobservables.

El objeto principal de este capitulo es recordar que en
un antiguo artfculo de Belipfante 3 (anterior incluso al de BW)

esta la forma correcta de Introducir la interaccién con el campo

electromaggé;ico en las eguaciones (1.1) de BW. A diferencia

de los restantes capftulos, nuestro trabajo original aquf es pe-

queno.

10=b - TLAS ECUACIONES DE BW EN PRESENCIA DE CAMPO FLECTROMAGNE=
TICO

Notaciég: para el campo electromagnético: AF’ va,

1TH=1BH-eAF.
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81 AP = 0 la ecuacion (1.7) de Belinfante es equivalents a la
(1.1) de BW (ef. Secc. 8.b=8K). En cambio, si en (1.7) se efeg
tia la sustitucion en cuestion (la (10.1)) se obtienen para
AP # O ecuaciones no equivalentes a las que resultan efectuando
la sustitucion en las (1.1% de BW. Belinfante, usa, para Ap'ﬁ 0
la

4 (w’(”l)+7(”2)) m¥=ny (10.2)**

En AlO=1 repetimos calculos de Belinfante 3 que demuestran

que (10.2)

H U= le B v ¥y
" 'Y(].){r =m¥- gnel Fuy ('Y(l)‘="’(}‘2)) (’Y(l)“f 'Y(Z))KP (10,3-a )**

e p v
m vy ¥=n¥s 2 E, (”’(1)”&))("(1) “’(z))"’ (10.3-b)**

que anadiendo

wij Z‘wji (10.3=c)

es la generalizacion de las ecusciones (1.1} de BW en presencia
de campo electromagnéticoo Las (10.3) son invariantes ante trang
formaciones de Lorentz y de gauge, 1o que prueba la debilidad del
argumento que se menciond en Secc. 10.a contra las ecuaciones de
BW.
Ademésg
(1002)'&» (10.3)

pero (10.2) esta escrita con ﬁmfnima interaccion electromagnéti~
ca' (en el sentido tradicional), cosa que no ocurre con (10.3).

Lo cual abona otra argumento contra la forma tradicional del
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prinecipio de m{nima interaccidn electromagnética.

Pero aun nos falta:
A) Probar que (10.3-c) es compatible con las (a) y (b).
B) Demostrar que las (10.3) €a) y (b) son compatibles entre si.

C) Comparar con Proca.

Demostraremos en seguida la (A). Para (B) nos remitimos a

Secc. 10.d y para C a Secc. 10.c.

”

Demos e la ¢o e (10,3= 0
(b). (Belinfante no la da, presumibleente porque el no estaba

interesado en spin 1 puro, que es consecuencia de la (10.3=c)).

Llamo

?=nﬁ(7éj+%;ﬂw (10.4)

Descompongo ¢ij vy ¢ij en parte simetrica Yy antisimetrica (ante

el intercambio i-—j),

¢=ysim, gant (10.5)
¢ = gsim , gant

Es,
psim _ ™ (V(Fl) + Y(Fa )) gsim (10.6-a)
pant o m (“’(‘1) + q’(H;z )) yont (10.6=b)
Reemplazo en (10.2); obtengo
gsim _ oo gsim (10.7-a)
pant = op gant (10.7-b)

Por lo tanto, la (10.2) se desdobla en
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Er(rtiyerly) vt emusin 110.82)
Z (”’('ul)* "”(uej) g0 = yon® (10.8-b)

Es decir, las (10.2) (04 sus equivalentes (10.%=a) y
{(10.3=b))} no acoplan ¢Sim ¥ pant Pyedo, pues, imponer la
(10.3=c) sin caer en contradicecidn. E1 resultado es que las
ecuaciones de BW en presencia de campo electromagnético son

compatibles con spin 1 puro.

10.¢ = COMPARACION CON EL FORMALISMO DE PROCA

Las conocidas ecuaciones de Proca en presencia de campo

Id
electromagnetico son,

my =0 (10.9~a)*
im et o=k yY .Y gl (10.9~b)*
it ¢=wimu¥ (10.9=c)*
Es sabido” que las ecuaciones de Belinfante (10.2) son

equivalentes a las de Procu. Por lo tanto las ecuaciones (10,3)
tambien lo son. La demostracion se suele efectuar utilizando u-
na representacion particular de las wij,

17 se describe un_método elegap

En un texto de Leite Lopes
te para pasar de las ecuaciones (1.1) de BW a las (1.7!) de Proca
en ausencia de campo electromagnéﬁicoo Emplearemos el mismo métg
do para probar que

(10.3) === (10.9)
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en presencia de campo.

Em primer lugar, con los mismos argumentos empleados 17

para Ap = O se puede demostrar la (7.2) para AP £ 0.
Ademas, por (1.3) la (10.3-a) se puede escribir

'YP‘P mll'+ieF v (p.g._j._F R g 4T

Ry B

ie vy p T ie y T T
- 52 By (7P -5 F}W(P ¥y yH (10.10)

De (7.3-a) obtenemos:

B-1apT - vhp-1 (10.11-a)
v8B-1apT o _ypg-l (10.11-b)
v5 By TApT oy P yE -1 (10.11-¢)

Reemplazamos (7.2) en (10.10), empleamos (10.11) para pa
sar hacia la derecha los st 03-1; luego de postmultiplicar por

B ~o resulta,

1 yA 4y = Ay d ¥

1'[}(7"‘([]'7‘4- G’“I nr)-m(Urv+ZGM'YY)+

+ de Py Acd N K i A Myn ¥

* 5 BT (UAY 2 GMY rt)- F}w'Y (UY +3 GMrv YyOr¥ 4+
+ 1eF (U+ 1G)=1eF (U+ iG) * (10.12)
de donde,
1 , WA _ A A Ho A
2(7"}; U,\"WA Uﬁ-imG,u,\)’Y S -mY +mUA’Y =—;_1TP GMI'Y'YY+

sdew, g okyhd byt A e T T A0 I

le Ba Vo Aol P A MoV, wVAA LT R A Vi
+mFvaw(v'rvv-Yvvv’+vvfr'r..rvY'r)

(10.13)
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Tomando trazas se obtiene la (10.9-a) con los procedimien

tos habituales del calculo de trazas.

Premultiplico (10.13) por v¥ y tomo trazas; resulta 1la
(10.9-¢). Premultiplico la (10.13) por +*+PBy tomo trazas; re-
sulta la (10.9-b). Por lo tanto,

(10.3) =—> (10.9)

Finalmente, combinando las ecuaciones (10.9) de Proca con
(7.2) resulta (10.10)y o sea la (10.3-als
(10.9) == (10.3)

10-d - NOTA SOBRE LA COMPATIBILIDAD DE LAS ECUACIONES DE BARGMANN-
WIGNER EN PRESENCIA DE CAMPO ELECTROMAGNETICO

BEs bien sabido que las ecuaciones (10.9) de Proca son com-
patibles entre si. Como las ecuaciones de Proca son equivalentes
a las (10.3) de BW, no necesita redemostrarse la compatibilidadde

estas.
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APEND ICES
CAz-1

DEMOSTRACION DE QUE (2.3-b) <= (2.3-¢) &
a3 (2.3-b) = (2.3-¢):

Supongo valida la (2,3-b}. Como

v

I_nyc(}l) -‘r?z) =17 -% I+'Yc()l)‘Y?2) ’ la (2-3‘b) imPlica

.1 o = = -1 o .
v=3 “’(1)"’?2)) '("’(1)”’(2))‘92 (I”(l)”?z))“’

, (A2-1.1)
Desarrollando, (4.2-1.1) 2m_ .
("(1) *7(2))
=Ly L 40 o = ,
(= 2¢u-2 7(1)7(2)¢ ye D +
o =(1),.0 =
(”(z) * Y “cz)) .
+ P Y (a2-1.2)
am
Por otro lado desarrollando
1 o o -1 o] 0.
an (Hu)*H(a))(”’(l)“’(a)) =32 (I*’Y(l)"”(z)) *
1 o) (o] -
¥ Gn (" Tt @) “(1)**(1)“(2)"?2)) P
(A2~1.3)

En (A2-1.2) resulta que toda ¢ que cumple (2.3-b) es tal que

N O 40 .
b= (H(l)‘“H(z))("’(l)“’(z)) Y

Perc como HZ = pg,

* W= gignifica "implical; "a <=3 bV significa "a ==-b y b ==>gan,



- 1 2 o) o] .
H1) %= am (Po * H(l)H(a))(”’un”(z)) s
2 0 o
Heoy¥ = g ( ¥ H(:L)H(z)) (”(1)*”(23)‘1“
e Hy ¥ Hy Y
que es la (2.3-c).

b) (2e3=g) = (2.,3=h):

Supongo valida la (2.3-¢),de donde
o o o o -
(I““”(l)“’(z))("’(l) Byt Y H(aﬁ) v =

_ o o) o] . i
} (I "T() "’(ab(’*’cla*‘ f?a)) (Hm ‘*’)

= o o o o}
= (’*(1)”(2)"‘(2)“ "’(1}) (H(z)“’)

H
[o]

T (2.3=c) = (2.3-al

I
Pero un sencillo calculo muestra gue

(2.3-8) smamd (2.3b) (2e3=c) = (2.3=b)

A2 =2
DEMOSTRACION DE (2.12) Y (2.13).

sim
si VYee es (Prs s

H
=

Como Aij,rs = Bij,sr

permutando {ndices mudos es

(A ¢)ij = Aij,rs wrs = Bij,sr uJrs = Bij,sr

usando (A2-2.1),

sr

277

(a2-1.4)

Q.E.D.

(Q-EQDG)

(A2-2.1)
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(4 9)

i3 " Bij,sr Ysr = © sea

A gsim B

Para demostrar (2.13) emplear (2.3-c).

A2=3
DEMOSTRACION DE (2.17)

a) Pruebo que My N =t (¢, M®) = (¥, N¥) para todo ¥,¥Peh :
Defino #

£(Y,9) = (¥, M9); g¥,0) = (¥, N¢) (A2-3.1)
Por (2.16) se que '

£(¥,¥ = g(¥,9) para todo YeA : (A2~3.2)

Lo que debo probar es gue

£(¥,9) = g(¥y¥) para todo ¥,yef.

Como f(¥,9) es lineal en ¥ ¥ antilineal en ¥, vale la co~-
nocida identildad
4 (¥, P) = p(¥+9,0+¢) = £(¢=-Y, 9-¢)

+HF(P+1 ¢, $+1Y) = iF(¥=10, ¢=1 ¥) (A2-3.3)
Anélogamente,
4 g(§,9) = g+ @, ¥+ 9) = g(P = U, ¢~ §)

+1g(@+1V, ¢+19) ~ 1g(@-1¥, ¢-1¢) (A2-3.4)
Pero (A2=3.2) == f£(¥+ ¢,¢+'2P_) = g(¥+¢, ¥+ | ete.,
de donde téfmino'los 20s. miembros de (AZ-3.3) y (A2-3.4) son

iguales; por lo tanto son iguales los primeros miembros. Luego

* Para ¥, ¢ arbitrarias e#,



se cumple |
£(Y,9) = g(¥,¥) para toda ¥,0e A
0 sea se cumple

(¥, Mp) = (¥, N¥) para toda ¥, ve # . Q.E.D.

b) La implicacién opuesta es trivial. Por lo tanto, gqueda prg
bada la (2.17) en los dos sentidos.

A2=4
DEMOSTRAREMOS QUE EXISTE ¥ # 0 PERTENECIENTE A w TAL QUE

(Y, =0 - (A2~4.1)

En el Cap. 4 se demos trara gue si descomponemos las solu-

p(+)

ciones de "energia" positiva ¥y negativa ¢(') en ondas pla-

I
nas monocromaticas,
1 f 3

d
¢(+)(x) = —*——;72 > " alr, pJ ulr,p) o ~1px (A2-4.2)
(em)? & J T Vep,
r 3
- d P ' — —_ -
y( )(x) = e S “;mw b*(rg g} vir, p) e ipx
(2r) ) T vep

o

’ F »
entonces en la "“teoria numero oV es

@+, gty - Ja% S latrs 312 5
r

(A2-4.%)

a

(q’(ﬂ)’ (P(“)) ==Jd3p z lb(I‘s _153|25
r

(¢(+)’ p(=Jy = (¢(m)s y(+)y 2 o J

Aplicando el principioc de superposicién formamos la solu-

cion particular
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e=4M v o ate, B = blry B (A2-4.4)

lo cual es siempre posible en la teorfa mimero c. Entonces,

(0,9) = (¢(+), ¢(+)) + (¢(+), ¢(-)) . (¢(-), ¢(+)) .
+ (ll/("), fl)(')) =0
"""" Q.E.D.

sim

Nota: Como toda ¥ e W pertenece a € v a £, tambien en estos

ultimos espaclos existen vectores ortogonales a sl mismos.

A2-5
CONTRAEJEMPLO: OPERADORES EQUIVALENTES, & PERO DIFERENTES, EN
gSim, DEMOSTRAREMOS QUE (ver (2.5))

ALl S, O (A2=5.1)
¢sim
PESE A QUE
AT £ 0 (42-5.2)
Esim esim

sim

( ponemos "¢ Esim,, porque /\II no se sale de €51 al operar so=-

bre ESim) o

a} Prueba de la (A2-5.1):
II _4¥+ 0 0 c 1 a) o} .
4y A9 =872, 2 Q”Wlfﬁ29¢“z¢b%m‘yu9w’

(2) 2
(A2-5.3)
pero como ¥e g51M o ¢ij= a}ji
. + .0 _u* -0 - u* A0 _uy¥ .o -
. 7(1)¢—¢1211 iyrg q’rliz - q)pq 'qu wrp - wqp ?sr q/pr -

+ equivalentes escalar.
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* s + .0
‘szjl 732’12 ‘le’«z =¢Tr (2) v, (A2-5.4)

. (q/, /\Ile = 0

Pero obviamente (¥, 0 ¥) =0 .'. (¥, ALT¥) = (¢, 0 ¥),
o sea es clerta la (A2-5.1).

Prueb e -, ol)

Utilizando la representacion (2.9-b) es evidente que

eIl 2 ¢ e AT =9Il 49 : Q.E.D.

A2=6

DEMOSTRACION DE FORMULAS DE LA SECCION 2.d-4.

a) Demostracion de (2.303

. 0
al) Demostracion de 7(qj M (13 N e M ( \%m . (A2-6.1)

(1
Por (2.23) si ”?1) M~ (13 N es ¢ "’(e) Mg ="Yy" T(Z)N‘P
(A2-6.2)
para todo q", ¢e® (pues ¢ ’V?lj g+ '7'(1) (2) ) q’ 'Y(Z)),

basta usar (2.20) para ver que M(ég%) N : Q.E.D.
Sp ‘
N m==p A0 MO W
ege) 1y My
s

Se efectua como en a; utilizando (2.20).

) Demostracion de M (

esc

A
Basta integrar (2.18<b) y comparar con (2.16).

) Demostracion de que M ( sc) N =M ~ N,
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b) Demostracion de (2.31)

-“
Sea Ye ESim; es

A, , B
121 "iydy TRl 3hdp

v A B ¢=:¢ A B Y
Y A2y Py 149 Tiods TApdp

51 H mudando;i].-é-+- ia,

142 — —

Ji+ 3, ¥y usando luego = s ¥ =¥ se ob-
1 z Iz 37 Tty 14

tiene
YA B ¢= @ A B {7 . Entonces, con (A2-6.3)
queda demostrada la (2.31). Analogamente se demuestra la

(2.311),

¢) Demogtracion de (2.32-a)

o ~ o
Por (2.31), (v A)1y B2y ¢ sim r A)(2) Baay »

v * v=
q’:"")’?Z)A(Z)B(l) Yy o ¥ ’Y?Z)A(l)B(Z) ‘ql—

- = YTy Ay By ¢
‘o o (q) ’Y(Z)) A(l) B(Z)(p_ (4’ y(a)) T(Z)T(l) A(Z) B(l) (P ’

. . o« se cumple la (2.32~a).

€|

o -]

C
Y1y 2By

d) Demostracion de (2.32=b) v (c).

Anéloga a A2=5 con ESim R E:gm

e) Demostracion de (2.33=-a)

Usar (2.32=a) y la segunda (2.30).

£) Demostracion de (2.323=b) v (o)

Ver A2=5,
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) Demostracion de (2.3Z«d) v (2.33-f)

Usaremos la nocion de con jugado pseudochermitiano prinei-
pal A =‘Y?2) A+’Y?2) de un operador Ay que se irtroduce en Secc.
2e€.

Por (2.3-c) (¥, Hipy ¥ = (Y5 Hipy 9) 51 Yew'5 (82-6.4)
por Secc. Z.e,

= (17 = o + o =
— 0 o] - '
- ({Y(Z) H(l)q’(z) a’} ZP) - (H(l) q’g q’)o (A2-605)

Nuevamente por (2.3=c),

(H(I.) q", q/) = (H(Z) q’: q’); (A2-6.6)
nuevamente por Secc. 2.&;
N = (L. " - 7 0 + o _
0 3 . [— —_ — O
= W Ypy Bipy T2y ¥) = ("’9 [= B+ (5 mJ ‘P> : (A2-6.7)

De (A2-6.4)y ( 5)y ( B8) v ( .77,

(q” E"(z) PEY(pym ] ) (“’9 - %2) P YTz :]q,> © sea

(u’, pq) s (e) -—ph e';c 0o . (A2—6.8-a)
W
Es x =g . o = H o _ ° .z - o,
(1) "PT RO Y() gy Ry TBRY)TRY ()T Xy P mm Yy
con (A2=6.8-a) 7 (2.3%=g) +, 55(1) fﬁlégc 0. (A2-6.8-b)
a

Como por (2.32) es

— - 0

+ que se demuestra independientemente en (i),
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integrando ambos miembros tenemos que (A2-6.8)=>(4',;;5-;1(’§) ) =
=0
. Bl e o ~ - -
Analogamente ,
—r —_— o
V’ Q.E.D.
Notasg:

1) La 2a. (2.33-0) => (¢, Hyy ¥) = (¥ Bpy® = (4 m 78,y §)

O sea
o
H(l) e;’c_ m'Y(Z) (A2=6.11)

¥y por otra parte,

+ 3¢ = + o o 3, =

=m J-flz“’ ¥ adx - (42-6.12)
Esta ultima relacion fue verificada al trasladar ambos
miembros a la formulacion de Proea (Caps 7): ambos miembros se

- r'd
trasladan en una misma expresion.

h) Demostracion de (2.33=¢)

Seap+=pl_+.ip2

; usando la representacion (2.6) es

3
- p” p_
o-.p = 3 (A2-6.13)
Py =P
.« para spinores 4 X 1 es
} ¢’1 pB‘PB + P u'4
o ' T
R o ¥a Dby - P ¥y
X p¥=f = e === ceees |= 3. +
- | q,3 p 1 p_ u’z
aP : 0 &4 p+¢1 = p3 ¢2

(A2”6014:)



Como (& -P).+ 800 actua en el segundo fndice de
(2)

qJIl t"1.2 q’lB i{/14

1,021 szZ 23 v 24

¥ - et (42-6.15)
bay Vs Yzs  Uay

Qjéll ¢42 f,b43 Y 44

se obtlene empleando (A2-6.14)

2 3 3 3
PUzt e Pa¥izm PV, PUpt Ry, Py - 0T

3 3 3
- _'q’ p3¢23 + p_¢’24 p+¢/23 « P 3’24 p Q’Zl + P_‘PZZ P+1P21 -Pp @22
o -pY=
@ p3¢33 + P_¢34 p+“’33 - p3$34 p3¢31 + p,_“’32 P+‘P3l' p3¢32
P3¢43 + p,U’44 p+¢43 - 133“’44 P3¢41 + P_q’42 P+q/41 - p3¢42

Evidentemente, si solamente impongo ¥e€, es a-p ¢ # 0

e . GZ(Z).'ﬁ"ﬁ 03 restrinjo: sea Vegsim -, ¢12 = ¢215 etc. pe-

ro aun asf{ <x(23‘Pp 0 . . %oy P ? 0; restrinjo nuevamente:

sim
Ve w/ 3y por la observacion que precede a (2.64) se ve que la res-
triccion solamente liga los qﬁje: gsim II, o sea (ver (2.9-b))
los ‘Pij del tipo 13, 14, 23, 24, 31, 41, 32, 42; los restantes

son arbitrariosj por ejemplo, 211 es arbitrario v ¢12 también;

esto implica que al menos el elemento 14 de (A2-6.16) es diferen-

te de cero,y, con lo cual es &’(2) -?@ 20 ..

a’(‘z).p £ 0 Q.E.D.

i) Demostracion de (2.33=g)

Basta emplear (2.33-a) y (2.27-b).
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Az~7
DEMOSTRACION DE QUE (2.46-e) SE SATISFACE coN (2.46-£),
£
LY. RA
(2.46-1) = (cp(l’,/\jz so(2>> - (q,(l),/\tii ¢(z)>
1 1

A% £ _
Q(l”"ﬁi q,(z)> =Qﬁi $(1) q,(z)>=
= (0,-‘9(2)) =0 .

AdsﬁéS"g g _
1
ce (zp(-l), ¢p(2)> =0 . M Q.E.D.
A2=8

DEMOSTRACION DE (2.47).
Es

+
0 (o] - [o] O (0] () .0 () e} e ~ .0
"1y Y 2) = M2y (T(1) Y(2)) Y(2) =72y {1y Y(2)) o2y =" 1 "e2)

u.r el’l (2.5)’

AL = AT 5 ATT 2 AT Q.E.D.

Az2-9
DEMOSTRACION DE (2.52)

a) Em "gr;me: lugar no se cumple la c%dicién suficiente §Z.g6-—f):
En efecto,
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- _ A0 + o _.,.0 o) _ - — | O _
Hoy =Y (25 (@) T ") H@e)yY(ey =%y P+ mr iy =

= Hpy-2d(5y-Ps Byy=Hpy -

NG N (PO G LIPS D3 ) B L C B!

- O -p
F pZ p’ (2) pg
, H
Ahora: E1 termino ,52’(2) . 5’—1%2 es equivalente escalar

Py sim

a 0 en# (por (2.33)) pero no 1o es® en € s que es donde ne

cesitar{amos que lo fuera para que se cumpliese (2.46-f):

sim sim
Nf ~ pWEstm
esc F
Esim

b)_Bn segundo lugar, existe un ejemplo de un par de vectores,
el uno de wy el otro de F tales que vale (2.52):

dientemente); sl ponemos

Usamos resultados del Cap. 42 (que se demuestran indepen-

P

3
Y(x) = a(p) u,(2, p) elP X
(ZTT)B/EJ b ZPO
(A2-9.2)
" 33
fP(X) = C(p) u (lg l, p) e P
(ZW)B/E,J 2P, F
entonces es (ef. (4.21) v Secc. 4.b=1):
Yew , $eF (42-9.3)
Por otra parte,
(Y,9) = f¢+ 7?23 ¢ dBX =
= | — a*(p) e(») (u (2, D)y u_(1y1,p)) (42-9.4)
. a (p) c(p +N &9 ? Uity sp ° .

o]
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Usando las definiciones A de r y r (cf. A4-1 y A4-2) se

puede obtener tras algﬁn célculo,

(1,(2, BY» uplly 1, By, = - pp™/m (A2-9.5)
Ve @) = =& a3 a0 (B B (42-9.6)
Basta ahora elegir
a(3) = p° o(p) y c(p) £ 0 (A2-9.7)
para que sea |
(‘P"P) ( O o.o (‘P,‘P) # 0 Q-E-D-
A2-10
SE DEMUESTRA QUE LAS FORMULAS (2.58-a)s «e.y (2.58-g) DEFINEN AL

Wesin '
MISMO OPERADOR A\

a) (2.58=a) <= (2.58-f):

Fue demostrado en (A2~1.2) (demostracidn invertible).

b)Y (2.58=3) <= (2.58=f)

Idem en (A2~=1.3).

e) (2.58~3) &b (2,58=b)

Es inmediate recordando que
=.0 _ o> T .= == - = - I
YY" = =77 = A ('Y(1)+’Y(2)) = (7(1)*"*(2))/\ .
(A2=10.1)
d) (2.58-c) <m= (2 58-e)

Es inmediato teniendo en cuenta que
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Ho,y H
H = p° I+492—£32(H Oy Hooy T 00y) = Hean¥0ay +
“Po = |t > (L7 A2y (@) T R T
_ v
4
+ Hooa T Oy + Hooy =20 v+ Hooy =2 0.4 =
(237 (2) (2) (1) (1) (2)
2 7z
(A2-10.2)
- O o)

e) (2.58-¢) <= (2.58-~d):

Ver (A2-10.2).

£) (2.58-g) (2.58-F):
o] - Al (~0  _,0 0 _.2 \
I-5 (”’?1)"*(2)) (Hm“' H(z)) = 1= ("’(1) ’*(z)) M('fl) (2))

1 — i —
= Im ("’?1)“"?2)) ("‘(1)"“(2))‘ =

- 1 o o] 1{~ o e 0 = gl -

=1-3 (21'2"’(1)"’@)) - a(”’u)“”’m “cz)“'“’(z)"‘(l)“’(z)) ‘P =
O 0

JI,Yaey 4 (= = = 1 {~r0 3 o = =-_

"2t T (’Y(la”’(a))- P 4m<”’(1> (z)*”’(a)“ﬂ)) ‘P

Q.E.D.

$.

DEMOSTRACION DE (2.61)

a) Demostracion de (2.61=a).

Basta demostrar

. 2 .
slim s51im
(Aifg > = /\‘fE (A2-11.1)
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»
pues las restantes son consecuencias de esta.

Teniendo en cuenta que (2.58-a) (2.58-b),

() = - & (Far7eon) TN "= AT -(“-’11;;;'(3)’-5

(A2.11-2)
Con (2.5-d),
vesime 1 I .
(A ) ‘I'Eﬁvufym)ﬁo\'Q
que es la (A2-11.1) (ver 2.58-b). Q.E.D.
b) Demostracion de (2.61=b)
En (AZ-B) vimos cfue 'Y?l)'?’(()z) = ')’?’1)7%2) (A2-11-3)

De (2.40=-b),

- B « B o - o = o _ =
Yy STy Y@ T vy "W @ - M

—

Y2 T2y (2) T @Y @) T )
— - [s] — O _ o — o _ —_
%1y =Y (29% (137 (2) = Y21 T (2) =t (1) (A2-11.4)

—

- L0 T+ o] _ o o _ -
%2y TV()* ) (Y T Y2 V()T " %(2)

o _ e - - — -0 _ .0
YN Ty T W () TT(2) X))
"o - _ o -

Y(1I%2) T TV () ¥(2)

En (2.58~f),

wesim ( o o (_.. — -
A ‘ﬁ [Zm"am ”’c.w“f(z)) + ”’(1)""(2))'1’ +

0 — - -
+ ("'7(1)'3(2)"'7(2)&(1)) ﬁ (A2-11.5)
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o _ 0 + () - A0 0 - - —_ o} _
Hoy* " 2y B2 @)= ") B2y Y (2) -y Pre¥(py =

= Bpy=2 5y B3 Hyy=Hyy

I T+ o p
F 2 2 2 2 (2) 2
Po Py Po

L] L]

. H
Ahora: El termino .&}2) .ET—L%J es equivalente escalar

po im

a 0 enw (por (2.%3)) pero no lo es® en €5, que es donde ne

cesitar{amos que lo fuera para que se cumpliese (2.46~f):

| Ay@sim | - I«W@sim
F esc F *
€ sim

b) _En geggngofluggr, existe un ejemplo de un par de vectores,

el uno dg_wﬁ_el otro de ¥ talesg gque vale (2.52):

Usamos resultados del Cap. 4% (que se demuestrar indepen=-

dientemente); si ponemos

P = p (P u.(2, 7) elP-X
= alp 3 » Pl e
(2?)3/2 J VP
(Az-goZ)
[ 43
p(x) = C{p) u(ly 1, p) e*P°X
(ZW)B/Z.J 2Py, F
entonces es (ef. (4.21) v Secc. 4.b=1):
Yew |, ygeF (A2-9.3)
Por otra parte,
W, = f‘l’* 0oy @ &x =
+ = -
= —_— (P) C(p) (u+(29 p); uy(l,l,p))sp . (A2-9.4)

2po
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Usando las definiciones A de r y r (cf. A4-1 y A4=2) se

puede obtener tras algﬁn célculo,

(2,02, B)) u(ly 1, By = - pp’/m (42-9.5)
e @) = - [P a (D) (D) PP (42-9.6)
Basta ahora elegir
a(B’ = p3 c(;3 v 0(53 F (A2-9.7)
para que sea -
Y,¢9) <0 o o (Ys¢) £ O Q.E.D.
42-10

SE DEMUESTRA QUE LAS FORMULAS (2.58=a)) ...y (2.58~g) DEFINEN AL
sim
MISMO OPERADOR A“E= .

a) (2.58=a) <== (2.58=f):

Fue demostrado en (A2-1.2) (demostracion invertible).

b)Y (2.58=3) == (2.58=f)

Idem en (A2_103)o

c) (2.58=3) L= (2,58=b)

Es inmediato recordando que
a0 o 11 7 ~ _ = pog I
TP ==Y = AT (7)) T (e N
d) (2.58-c) <= (2,58-c)

Es inmediato teniendo en cuenta que
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sim sim
AWE # /\"‘/-E s pero (2.33=a) =

esim
> ~ o o> _ .0 =
Y1 T2y ese 0 D1y oy =(a) %z
esim
(A2“1106)
o ~ o (A0 0,0 =
= Y1) ¥(2) eSe T 1y Y y== Y1y Loy
gsim
Ademas (2.28) ==
~ ~ . A0 N~ O . = .
= Y231y ese ~M2)I(1) T(2) (1) ese T(2) ¥(1)}
Esim gsim
o 0 ~ o o}
2+ 2m Y1y Y(p) e MT2M V(1) V(o)
€sim
con lo que
i i
AWESTT ese /\“@s " Q.E.D.
esim
AP=12
DEMOSTRACION DE (2.63) EN LA REPRESENTACION (2.6)
Usando (2.6=b) se ve que
Y11 Yo 0 0
1( . le (P 0 0
£(vO +4°© = (A2-12.1)
2\ (1) (2)" 0 0 ¢33 -¢34 .
0 0 ‘“%3 Y44

Con (A2~6.16) 285y 3‘-’(2)'-})‘% (‘Yc()l)'!"y(()a))q)] =
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q}ll
- — q,Zl
=%)'P 0
]
0I
0 _
Py
”P3¢43-p_944

Anélogamente,_

0
Y1940 5

3
P45 -P" ¥z

— —=i1
°‘(1)‘P|:E "’?1)”’?2))]4’

1s 0 0
Y2z ° 0
0 by
0 Yz =Yy,
0 117912
o P ¥21*P Y2
EX NS 0
-p+443-p3¢44 0

0 'p3¢33"p-¢43

0 PY35%77 0,5
P¥1%0 Y 0
p+¢12-p3¢22 0

Por otra parte, de (2.58-¢) y (2.5-b),

hf sim
AVE

i1

s @P*

(
(=

Hu)*ﬂcz))@’(l)”(a)) Y =

o I1
%1yt 2))((1)”’(2)) AT

1)

- 3
P.¥13P7 Y2

3
p+q’2 l-p ‘PZ 2

(AE-lZ 92 )

3¢34 p_ w
-p,V +p3¢
+734 44

0

(A2-12-3)

(A2-12-4)
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Basta ahora reemplazar en esta las (A2-12.3), (A2-12.2) y (2.9-b)

para obtener la (2.63%).

AzZ=13
DEMOSTRACION DE LAS (2.65).

Se pueden demostrar de varias maneras; Indico la mas rép;

da para cada ocaso.
65—

Usar (2.58-g) y (2.48) recordando (H(l)"H(Z))(H(l)+}%Zj)=
=0 | (A2-13=1)

Como HS = po, de (2.58-g) y (2.48) se obtiene
Wesim pesim 4 Hepy H(z) ( )
A A ((1) (23) Hipy=Hep

1(r. Hgl) ng) ]
2

v5
_ x¢sim 1 o o ) reSim ge S im
=M " am \V (1) "V (2) (H(l)“H(z)) Ay A
(recordar (2.60). Q.E.D.

CD (2065"0)

Usar (2.60) y (2.48).

d) (2.65-3)
Usar (2.60) y (2.48).

e) §206§‘e)

Usar (2.48) v (2.58=e).
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f‘) ga.és-f)

Uéar (2.65=-e) recordando .AgESim =7 - ﬂ?81m.
g) (2.65=g)

Usar (2.65-¢) recordando‘&iESim =1 -'AgESim .
h) (2.65-1‘12

Usar (2.65-6) recordando nﬁf51m =T -/4{%81m

A2-14
a) DEMOSTRACION DE (2.67).

De (2.66), si $e€:

gsin =268, . 8 .+ ;@,‘ .- )
(Aeant ‘P) i, © (iljl ta1" 113200 2\t Moy
. gsim _ gsim
A (Aemt 4') 1t _< - ) (A2-14.1)

Anélogamente,
ant ant
NET ¢ = (A% wm Vi Q.E.D.
1tz e° 2h1
eSiIHE

Esim i.i
ant’

i

b) DEMOSTRACION DE (2.70) y de la no ortogonalidad de A

En primer lugar, no vale la condicion suficiente (2.46—f)

porque

gsimg o + o 0 * o

A =7 A . Y =r g =
111370, 1pTp 13Tpig8p sply 1Ty dysplrsy syl

"

M= ol

‘-YO (8. 8 + 8 8 )’Yo =
1rp Tdly7spry i iyspT syl

8 6 + 1'r° ~© ' (A2-14)
1137 1,3, 13 1419,
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(o sea, (2.70) es correcta).

Ademas, podemos demostrar que existen W(Sim)e gsim

tales que
(fl/(sm)s ‘P(ant)> A0 (A2-14.3)
En efecto: Elljo = ¢§§im) = @éiim) = £(x), restantes ¢g§;M)=0

= q’g_%nt) = Q’é?nt): f(;), restafltes q,gj.nt)zo

con f(x) arbitraria de cuadrado integrable. | (A2-14.4)

Uso (2.6=b):

(sim) @lant) _ |g(sim)* .0 (ant) 3. _ (sim)¥p(ant)_
(¢ ¢ ) = Jq’izil Tizrzwilgz d"x = [Ej_.;j:;il (pili_a =

R S + f - R
=J{81¢§§m) ‘Péint)“esqjéiimw%nt)} d3x=J{(+1) f*(x)[—f(xﬂ-»

+ (=1) f*('{) f(?)}de = - 2‘}‘If|‘Z a’x.

basta elegir £(x) no identicamente nula para que sea

(q,(sim), (P(ant)> <0 Q.E.D.

A2-15
DEMOSTRACION DE (2.71).

Por ejemplo, demostracion de la segunda:
sim _ sant . -
Sea qlee - (Assim A(l) I(a) qJ)iliZ

-1 ) -
K (61131 51232 14, 612%) fag S, Y,



n

1
8 ¥ -5 A 8g 3 ¥
11kl Lk, Tkiks, 2 Tikg ik, Tk,

M-
3V] 2]

A 8. Y A & $
1k 15k, Kk, ik "k, Tkoky

Mudando fndices mudos (kl <= kz) en el ltimo término,

gant 1
(6sim A1) (a)“’) 1,1,

8 ¢ A 8, ., ¥
1k OLk, Tkok,T 2 Rk, 1.k klkl

[(A(]_) Ioy - Ty A(2)) llf]iliz Q.E.D.

]

_1
=2
X
2

A2-16
a) DEMOSTRACION DE QUE LAS (2.72-a), ... (2.72<e) DEFINEN EL MIS
MO OPERADOR
a13 (2.72=a) <==> (2.72-b):

Es inmediata con (A2-10.1).

Y (2.72-a) <= (2.72-c)

ar
Bs
HY? = &-p+m*°) = ~F. p+m I
. o o - — — _—y _
oo W)y =(HY ) p9= = (Y(1y="(p))P+m (I(l) Iz = T2y I(l)) =
- - (qf(l)-y(z)) 3 (42-16.1)

Con esta, la demostracion se completa fdellmente.
a3) (2.72-a) <= (2.72=3),
fa) —_—h
Es Y H= 7rv.p+mlI

. o (s} - ~ = —
e ("‘ H)(z.)'(”’ Hjgy = (”’(1)‘"’(2)) P+ 0,
(A2-16.2)
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que permite efectuar la‘demostraciéne
a4) (2.72-e) <= (2.72-¢c): Basta desarrollar usanco (2.72-¢),
(2.58-e) v (2.66).

WE

b) DEMOSTRACIéN DE (A} ¢)£:H/’PARA ToDA  Yev) (A2-16.3)

Sea zPeE; con (2.72=¢), .

WeE WgStn ( gsime
H(l)_H(Z)(A-L “’) (H(l)_H(ZDAL (eant "’)
' ganteg v

II
- (Hm'H(z)) % [(Hm 21y~ Hez) (a))/\ :'/\gsnn

Por (2.56) el ler. sumando es nulo (recordar (2-3.c)).

También es nulo el 2° pues

IT _
H(:L)‘H(z> Hiyy Y1y - Hzy) Yoy AT =

2 0 II _
p "’(1)“"H(1)H(z>"’?z> Heayfay” (1) * Pg 7 (2)) A

1 —

( "’Hmﬂ(z)> *(1)‘“"(2)) (II“"”?la”?a))'
1
2

"

- ) O o -
- ( - K1) ("’(1)*"’(2)“"’(2)“”(1) =0
Por lo ‘tanto,
we WE

W

0 sea (Al_ ) cumple (2.3=¢c) o sea pertenece a Jl
¢) DEMOSTRACION DE (2.75).
' (3
Basta demostrar (AJ“'_/S ) = /\lj_/ (A2=16,5)

pues las restantes son consecuencia de esta.

¢;) Sea YeeSiMy por (2.69) la (2.72) implica
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.-_sim '
= o (A2-1606)
sim :

pero /\I{Q Yeesim go manera que reiterando,

( Ms)z Yo Avfe( wWesim ‘P) »\(551’“( ufesm ’ hero (Au/esm

(A2-16o7)
- 1
I AV . iRy pieSin g 7]
De (A2-16.6) y (77,
(Afs)afk-—- Afe ¢ .. (/\J"fe)a = /\118 (A2-16.8)
Eesim
cz) Demostracion de (A2-16.14). .
Sea Ye eant; por (2.69), 0
W
/\ € b= & -l-( (1) -Y(Z)) P /\II { (A2-16.9)
Pero siendo ‘Pij = '%i es I:(Y(l)'-?(z))'; /\II ‘P]e ssim
| (A2~16.10)

de -manera qué relterando y volvien o a usar (2.69) resulta
A ) Y- AWE N7 . .- = AII _

Por otro lado, de la demostracion hecha en (b) se deduce

—- — — II -
(Hm'Hca)) [(“’(1)'“’(2))'1’ At] =0

de manera que

que

% (?('1)‘7’-{2))‘? Al g e v (A2-16.12)

Entonces, con (2.62) la (A2-16.10) queda,

AV - — —-
| (Al) v= & (Fray-Tay) 7 AT (42-16.15)



De (A2-16.9) y (A2-16.13),

we\ 2 WE\2 We o
(/\L) P = /\“fe Y . (/\J_ = A (A2=-16.14)
Eeant

033 De (A2=16.8) v (A2~16.14),

wk - WEe\2
(‘L) = AME 0 sea (A.L) =A‘:/:6 QoE Do
4) DEMOSTRACION DE AY€ = Aﬁ? (A2-16.15)
e _ W

(de donde Ay =A ).

dq ) Demuestro primero que

Es.ime &‘;Sim' . (II Earlt)+ _ II Eant
( Eant) ( eant ? AN A = A A.L

En efectos : © /8 8 + § 8.
[ O 40 eSim.c_ O 1%y 2% ke 2N
Y -
(1) (2) ant :] i J Vi3
£ iliaklkz 191 272 2
le) 0. Lo
v v v Y
Liky ke T igkp 15K
2
Con (2 5) 3
T ,esimg 1(
A /\ R = & 6 6 . 6 s 6 +
( ean'f' i 2,]1;]2 4 iljl iZJZ 1132 iZjl
PRI
11 12dp 17dx 1501
Analogamente , > (A2-16.18)

T cantg 1 (
AT A == (8, 8 -8 &
gsim 1335043, 4\ i1dy 153, 13, 13

O [#) 0 (3]
+ v v + v Y °
131 10, 443; 123¥)
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en el 2° m. todos los operadores son evidentemente hermitianos;
el unico que merece verificacion es el ultimo sumando:

Sea
+ - A0 [+]

B =79  ¥% = =y =
1238000, 4935 15877 Tiqlpdydy dadp dp1y 1pd; 4435

= B
1,155,3;

». tambien el ultimo sumando es hermitianc, con lo que la

(A2-16,.16) queda demostrada.,
d,) DRemuestro gue

sim sim ant
AL ARRTTIE AT AETTE L ATI AEMTYE IIAE

gant gant Esim (A2~16,19)

ant

En efecto: 31 un operador A es hermitiano, A =’Y(2) A'Y?Z) en=
tonees, con (A2-16,18),

T gaimg _ I gsim o -

11123132 12!'

iryo Q © 40 0 \o,0 =
it (‘51131 ®ra* Puis Brgyt Migsy Mee’ Y1ps "’z-;h) ag2

81}

1 e A0 (o}
= § 8 +7 Y & § =
4 ( SR PEPAE 9% MY 1132 RESE IR e SF 2 1.2?‘1)

simg
=( AT AF .
( ea“t) hlazdyda

Por otra parte

H gante e = IY ganta o _
Q\ SM) 1123132 aré\ /\Esim 113_,318 Y"j& =

1 .0 ' \
5 = Y- 6 & - P L - BN o] 0 =



301

- _A0 o _ A0 o
4 6115161232 JEPE PIECT PRILETE M E P P 51132 812%) '

Por otro lado,

17 ,eSimg _
(A Aeant>11123152 )
(g 8 4% 4O 8 .8 . +8_ .8 =
4 (ilrl 1,75 g7y ipT5) \TydyTRlp Trydz TRy

- l 8 8 + 6 - ,YO ,YO - ,YO O
4( 1031 %150, " 83,0058, T T1197 150, 132 129,

de donde

"

eante _ IT A§Sim5

IT
A A AR

esim

De (2.58-d) vy (2.72=a),
W% (_, — T Esima
A= |I- ’Y(l)J'Y(Z)) ‘Pl A /\Eant
—_ —_ ant
*ZJE(Y(D"TQD T AII/\E 8 (42-16.20)

Con (2.41), (A2=16.19) ¥ (A2-11.4),

ESime _—
Q\/\ ) I+ (1) (2)) P -

AL AE5ITEVG = (42-16.21)

- 3 /\Eant ('t (2) A2-16.21
dB-l) Sea Ve €31M, non (2.65),

- [ -l ( ) T ALY (A2~16.22)

sim - sim
51 ¥eesitos ((1) (2))%5 ((1) ca>)'P bet
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NI + AL '(¥(1-)+ "—"?z)) v (A2-16.23)
Por (A2-2.10), las (A2~16.22) y (A2-16.23)
/\“fE v= Afy o sea A% /\_“ié (A2-16.24)
EESim
iz-2) Sea Ye et AF Y= A ('7’21)- ‘*(a,).i’ ALy (a2-16.25)

—

Ahora (;’(l)-?zZ)) -? q’eESim;( (1)"'"‘_;(.2)) P q’eﬁant; (A2-16.251)

s AE Y AT 'alﬁ Kle) -“-‘(2)).5’ (A2-16.26)
Usando nuevamente (A2-10.1) es
R : WwE
VE _WE : . - we
A =AT 9 o sea %gm’h (h2-16.27)
d3-33 De d3-l y d3-2, .
vE  WE

Ay = AL Q.E.D.
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A3-1
DEMOSTRACION DE (3.1=-c)
Sea ¢(°) un estado que cumple (3.1-b). Los valores

ayby===q
medibles con presicion (a)ys (b)» ~==5 (g)  para tal estado, cor

responderén en general a observables A; By ===, Q@ tales que

(o) _ (o)
Aué:byh'“’q -2 wa,b,—--,q

(o) - (o)
Bq}a,b,“"‘“aq b !paib?"-""q

(o) - q0)
Qqégbs““'sq ¥ asby===,q

Entonces

= cy0) (o) . (o)
(a)m-(¢a, : AY Y =a (¥ ’

""“aq)’ aybg===3q

por (3.1-b),

(a)m = 0
Analogamente,
(b)m = Q) wrmm——- H (Q)m =0 7 Q.E.D.
A3=2

DEMOSTRACIGN DE (3.8~-d)

Por Sec. 4.b~1 los 10 spinores (4.18) y (4.19) substituyen

el espacio spinorial ezém

; usando (4.4-a), es inmediato que sdlo
las cuatro u. de (4.19) (y no las ug de 4.18) pueden contribuir a
la parte spinorial de una ¢£9) que cumpla (3.8=b). Pero entonces

toda ¢(°) es del tipo
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3
u}(O) = 1 d P

- C(ry 85 D) u (ry sy p) olp-x (A3-2.1)
(2#)3/2 T8 JZpo , ¥

donde las C son coeficientes sin subfndices spinoriales.

Supongamos ahora que pudiera ser w(O)e W; entonces
{2.%3-¢) en (A3-2.1) implica _
C(ry s, pY) = O (A3-2.1)
si se usa nuevamente (4.19) vy (4.4-a). O sea, la unica ¢(°)etﬂ

es la
$(0) 2 o Q.E.D.

A3-3
a) DEMOSTRACION DE QUE m ”?1) ES DE 2a. CLASE.

En la representacion (2.6) ge ve usando (A2-12.1) que
p. ej. para toda WYe h/tal que ¥# 0 (lo cual es posible: ver
(2.63)) es m’Y?l) Y ¢ gSim y por lo tanto m ¢?1)¢P¢u[ Q.E.D.

b) DFEMOSTRACION DE QUE SI

Py = = 0, Pz 7 0 (A3-3.1)

P2
NINGUN AUTOVECTOR £° DE m v7;y PERTENECE A A

Siempre es posible medir simultanemente el momento y
la energfa de una partfcula libre; #unque no lo usemos {ef. Secc.

Z.0=3), m W?l) puede representar la energfa como operador de Z2a.,

clase; es pues compatible (A3-3.1) con una medicion de m 7?1).

Trabajaremos en 1la representacién p. Por (A2-12-1) los

autovectores en £€ de n 7%1) son



+1 +1 +1 +]
fll le f13 f14 0 0 0
+1 +1 +1 +1
fz1 T2z T3 fza ° 0 © 0
+1 -
£oE 0 0 0 o | ' ront- SR ey SN dnt S
31 32 33
-1 -1 -1
0 0 ] 0 f4l f42 f43 f
(A3-3.2)
Demostraremos por el absurdo que f+1 ¢~/ﬂ(sa1vo el caso
sin interds £71 = 0), (A3-3.3)
81 fuera
0% ttte (a)
seria f+le SSim, de donde,
+1 +1
£11 f12 0 0
£33 53 0 0
£tl= g el ptloptlo ot o g
¥ 237 22 41 az
0 0 0 0 (A3-3.4)
0 0 O 4]
De (2.63) obtenemos fars fi1s fozx ¥ fy3 sl £ ew; usap
+ 5 a1 gé 41, 41 _pd  .t1
- l - L - e - fo -
dol(A3 301) q‘lieda’ fsl m fll’ f41 m flz, fBZ m flz 1]
+1 _ +
45 = =5 25 (A3-3.5)

Como p3 # 0 obtenemos de (A3=4.4) y (A3=3.5),

+ + + .
f1i==fl% = fzé = 0 s £t 20 s (a) es falsa.  (A3-3.6)

Anélogamente,
£l g/ Q.E.D.
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A%-4

a) DEMOSTRACIGN DE B e’;’c B = B(ur) e;’c B(U’) (AZ=4-1)
v @) W€ = e
Sea zPeE usando (2-77): (q’, B q)) = ((I",A_L B /\J_ q))
= (‘,(J,/\‘j_}5 B /\TSUJ) = (/\uie Y, B A“ie ¢). Como /\fs Yew/y como
R v Bes (¥, 9= (AU, BATY) = (4,47 3 AL%Y) =

= (b, A B AEY) = (4, 3¢9
donde volvemos a usar (2.77). Q.E.D.
b) SE COMPLETA LA DEMOSTRACION DE (3.30-a)

Falta demostrar que

B L W)

ese (A3=-4-2)
W
lo cual es inmediato con (2.27-c).
Por otro lado, la relacion
B ~ B =3 . ) (A3-4-3)

esc esc
W w

(Algo menos fuerte que la (3.30-a)); es consecuencia direg

ta de (3.23-b) ya que esta implica que B ———*—B(u) conserva el

r'd
caracter real de los valores medios.

¢) DEMOSTRACION DE (3.30-b)

Sea Wew ;es BY =B Y | (A3-4.4)

W€

| = ve =
Entonces B ¥ =A% § AE 4= A BALY;

pero

/\‘_‘L/E bevg (43-4.4) ==pBA Y= F A ¢

oo BWgaa® g Ay gy Q.E.D.
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d4) DEMOSTRACION DE QUE EXISTEN OPERADORES B DE 2a CLASE TALES
W
QUE SU ESPECTRO DIFIERE DEL DE B( )n

Basta un ejemplo: B = /\II; B2 = /\II = B = su espectro
ess 05 1,
Usando (2.58-b) y AL AL =0, es”
(W)
sim sinm
psim - /\']_fe ATt /\li/e = 0 cuyo espectro es: O, Q.E.D.
A%=5

DEMOSTRAC ION DE 3,e=8

Al) Demostracion de (3.32-a) == "A e W para toda $e Wy
AY = A(u/)ﬂp pero. A(w) Yeu.

e AW ew, Q.E.D.

A) Demostracion de "A ¥ e W para toda ¥ " = (3.32-a).
Ver 3.e~7.
B,) Demostracion de (3.33) == "A¢¥ew para toda Yew"
(3.33) === que si Ve es
Hi1) AV - A Hcl_) Y= Hep) AY- 4 He 2y 7
| Pero Yew=H gy Y= 1 ¥ (cf. (2.37¢))
o Hepy (A9 = Ho,4(a¥) Abew(cf. (2.3-¢)). Q.E.D.
B,) Demostracidn de "A ¥ew para toda ¥ew " —= (3.33).
Yew == Hopy ¥= Ho oy =a- A H g ¥= A H, b =

(A3“5 -1)

por 10 discutido mas adelante en Secc. 3.f.

vy
+ Usaremos Bélm en lugar de B(w)
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’-{-_.' = A H(l) hj‘ A H(2) . (A2-5.1)

Atew => H (AYY = Hepy(A #) ==

=y 4 JHiey A - (A3-5.2)
De (A3-5.1) y (A3-5.2),
[A’ H(l)] v [A’ ch;]- | Q.E.D.
A3-6

a) bEMOSTRACIéN DE (3.35-e)
Por (3.32) para toda Yew es
o) (Wdy_ _ WVE 0 WE 4, _ _ WE O
(m (1) I(z)) Y=m A vyAC Y EmAlT v b
Con (2.72=a); (2.58=b) v (2.71) es

m(”?l)l(a)) W)y - m[}_% (?‘&1).; ?(-2))%% (4’?1)4-4’?2))4/ +

1 {— — [+ 0 -
+ 3 (%0y- "’(2))(”’(1)'“’(2))'1’ V= (43-6.1)

_ . 1f o ) (o = o ¥
=m 2(7(1)””(2) Y- 322 (”'(2) 'Y(l)+fr(1)'Y(2)) ¢, (43-6.2)
Q.E.D.

b) DEMOSTRACION DE (3.36-g)
Por reduccién al absurdo: S8i fuera (m rr?l) I(Z)) (w)¢=

He1y Y para toda ¥ew, seria también (eof. (2.3~c)),

) Wy - |
Y1) I(z)) “"%(Hm*H(z))"’-
Usando H = &-p + m ¥° y (3.35-e) serfa

— —r Qo = (e] — -
Lyt M **(1)"”(2)) Y=o,

e
p-
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O sea

(o} O pug — - . I i — —
(}’(l)+7(2))(°¢(1)+0£(2) p¥=0.". A (OL(13+°L(2)) . %= 0,
(A3“603)

Pero
- 1 ~.
P, ¥=3 (H(l)*Hm)q’" ( cl)“""(a))“’ t2 ( (1)”%2)) Y

premultiplicando esta por A. v usando (A%~6.3) seria

° 3 (07 Y¥=nale.
O sea

(pg =m)(AT) = 0 con” p Am ;

Pero por (2.3-b) ello implicaria
‘P =0

Hemos 1llegado a un absurdo, lo cual prueba (3.36-g). Q.E.D.

W
¢) DEMOSTRACION DE QUE LOS VALORES MED IBLES DE (m fr‘(’l))( ) sow
DIFERENTES DE LOS DE H:

)(w)

Buseo primero los autovalores A de (mtv?l)

A= (m "’?1))“”“’1”

=gn (“’(1)*"’(2)){P %( (1)“”(23) (”(1)”’(2))“’ *

1= - _ .0
ar (“’(1) “’(z))(‘”(l) “’(a))q’,p
(A3-6.4)
R IT 11 =& _ = I
Premultiplicamos por A~ recordando A Wzl)-— (1) ATy ete. ¥ que

Salvo ;= 0, 1o cual no afecta la conclusion.
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IT (o] (o} P I{. 0 o} - .0 o .
A ("’(1)*"’(2)) =05 A “’(1)‘“"(2)) SR RRATIE

/\I(’Y?l) -1’?2)) =0 ., (A3-6-5).
Se obtiene
II _ 1 /(= = ol P o I
AR =-2 (“’cla”’(z))'l’ (’Ym*"’(z)) b

Iterando con el operador del 22 miembro,

- — —_ O
=18 L Yty T vyt

:(?(1)“?(2)) P (“’?1)**?2))— ("I wA) .

Llevando el AF hacia la izquiera y usando (A3-6.5) se ve que
2 uIT _
| A QJA =0 .
ler., caso: A= 0, _
2% caso: ‘PAII=0, @A= szI . (A3=6.6)

Me interesan los qie w pues son los posibles autoesta-

dos; pero ¢1e-uf implica (por (2.3-b) y (A3-6.6)),

Y1yt “’(a)) B Y=o

de donde deducimos

o v 4 o = 0 > c ¥ vy = 0
P‘E"(a) ”(1)*"‘(2)] b= 05 P'[”’m MON “(1):"‘3 =03
(A%-6.7)
0O sea
ot v - ) 0 -
P'(”<1)‘*cz))("’(1)""<a>) h=0
(A3~6.8)
(A3-6.6) y (A%~6.8) en (A3~6.4),
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I _1 o o I 1 (% Y .0 O I
Al =L (4 ) W - (""(1)”(2)) E"'(“%:L)‘* "2y -

Aplicando AL y recordando (A3=6.5),

I _1 (o) o] I
Al =3 m(”’(l)”’(z)) LR
Iterando con el operador del 22 miembro,

24l _ 2 .1 I_ 2,1 . _
}\IPA—m/\ lP;,L =m“ ¢ .. A= tm. (A3-6.9)

Reuniendo los dos casos:

A+m, 0. (A3-6.10)

Multiplicando por la carga €= * 1 resulta que los valo-

res medibles de gmfv?l)_;(zj)(”) son a 10 sumo z my O eg decir d4i

ferentes (salvo D particulares) del urico valor medible +p, de

H = H(l) I(Z) (Cfo (3017))0 !

Q.E.D.
A3-7
DEMOSTRACICN DE (%.38=a).
Por ser B simétrico de Pa. clase es
Ve gSim — B ye e5iM, (A3=7.1)
por otro lado, si @e gsim o (ef. (2.76=b),
w
BY 9= AV BAYE ¢ = A B AWeSIn g (43-7.2)
wegsim
poniendo Y= Ay ¢, deducimos de (A3=7,1)
wesim
B /\f ¥ e g510; (A3-7.3)
usando entonces nuevamente (2.76=b),
Jgsim csim
8Wg = Al B A g (A3-7.4)
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pero de (3.37),
(W)

sim sim
BSIm ¢ = AT g T g,
(V)
-3%: o.d BSim = B(M) Q-E-Do
esim
A3=8
a) DEMOSTRACION DE (3.44).
Siendo 9A/3t = O es (para toda Yew)
4 - .
(w,d%w)-f,; ¥, Aw)-(at,w) ) j
usando
oV - _
i 3% = HY y H=H
se llega por la via habitual a
(al’ dt q") = (q” i [H, A]-q’) ° (A3-801)

»
Pero de agui no se deduce necesariamente (en nuestro caso) una

igualdad sino una equivalencia (&f. Secc. 2.d=-2):

g2 egk 1("2, 4] . Q.E.D.

b) DEMOSTRACION DE QUE SI A ES DE la. CLASE, dA/dt TAMBIEN LO ES.

Si 1lamamos
e [y #] - [F2ys & ] (43-8.2)

+ Se sobreentiende H(l) -—"H(l) 1(2), eto.

la teslsg es
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—&J 0 (ef. (3.33)), (A3-8.3)
Usando I-I2 H% es

= [Bay [Hays 4] - [H(z)* [H(l)’ y] -

feay Hegy A-4 H(l)]‘ EI(Z)’ Apy A=A H(l):l =

i1

2 2
Po A=Hegy AHyy~Hiyy A Byt A pg = Hoyy Hopy+ Hooyh Hoqy+

*Hpy A Hgy - A By By (43-8.4)
Sea WYeW; A es de la. clase; .. Avew (A3-8.5)
". s1.9ew es Ho1y9ew s Ho,ywew (A3=8.6)

pues Hoyy ¥ ¥ Ho5y @ cumplen (2.3=c).
Entonces

_ _ .2
He oy H(l) AY = H(Z)(H(l) AY¥) = H(l)(H(l) AY) = P, A¥

Hooy Hopy A 5 b2 A (A%-8.7)

Anélogamente,

Hizy(A Hopy¥) = g y(a By 925 Heoy A Hp = Hery A Heqpys

(A3-8.8)
By Hioy¥) = Bepy(h Hipy W5 Bepy A Hipy 2 Hipy A Hipys
(AB"ROQ)
(1) W -2 _ ., L2
A H(l)H(Z)q'"JOL H%l)zp“ A pg Y5 A Hepy Hepy - A Dpg - (Aj-B.lO)

Reemplazando en (A3-8.4),
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A =0 Q.E.D.
¢) DEMOSTRACION DE (3.46-b).
~ gW) (W)
B e B <B> <B pR—

dBW )

—-—-——>< > = (=3 - (3.46=b).
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A3=9
DEMOSTRACTION DE QUE (Secc. 3.i-1) 5L QUE J SEA DE la.

CLASE ES CONSECUENTE CON EL HECHO DE QUE CENERA LAS ROTACIONES
INF INITES IMALES 2.

Es blen sabido que (cap. 6) la funcion de onda $t(x)

provenlente de rotar infinitesimalmente al sistema es

') =¥ -4 o $(x) (A3-9.1)

Como 't es un estado posible, Yr(x)ew .. /\‘f_e Pr(x) = Pr(x)

SRAALICOR LWl MICORRTCINT gk

N $(x) (A3-9.2)

v
Como A(i’e‘l’: ¥, se verifica que (A3-9.2) se satisface si v s0lo
si ve

Ay :f}w ¥ = :fp,, ¥ (A3-9.3)
para toda ¥Yeu; por lo tanto, (A3-9,1) implica que i (cuya par-

te espacial es J) es de la. clase.

AZ=10
a) DEMOSTRACION DE (3.54-c).

En la representacion (2.6),

¢l wl
0] -¥
2 z i
3 - g 3 - - - +
Yy Yy
entonces

* No sumar sobre i (Cf. Secc. l.c).
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3 %
Sty S ¥

o3 + o -
2 2 43y il 2 710, 138,
11
i i
| =1 =2
=-3 [(-1) + (=17 ] Yy o (A3-10.2)
Por lo tanto para toda YPeé es
. . ¢11 4] 4i3 0
T2+ O
(1) 7 %2) 0 ¢ 0 -
@ = 22 24 (A3-10.3)
2 ¢351 O P55 O
0 =¢g2 0 -qa4
sesim

Si Yewy es P= A
@ = 22 miembro de (2.63) (con ¥ — W); de alli sale (3.54-c).

¢ ; entonces (2.63) implica que

Q.E.D.
b) DEMOSTRACION DE (3.55-d).

De (3.55=b) con s = + 1, y de (A3-11.3) con ¢ — £, es

f1,110 © f1,13 © 1,0 f1,12 f1,13 f1,14
0 f1,20 © 1,24 o 1,1 T1,00 f1,08 f1,24
0 ke
f1,51 O f1,33 f1,31 f1,32 f1,33 f1,34
0 f1,a2 © ~£1,44 1,41 fi,42 f1,a3 1,44
e $1,12701,14701 201,201,251 ,24 71 32771 ,347F1 ,417F1 427

f1,43=f1,44 = 0y de donde se deduce (3.55.¢?,
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AZ=11

DEMOSTRACION DE (3.58).

sim R
a)_Caloulo de © = % (0(31)+ 0-(323)/\‘1"6 Y para Yc &S
sim ,
Por (3.54~c) -Z:L (0-(31)4' 0'(32))/\:{8 ¢ esta dado por el

2° m. de (3.54=~c)y con ¢ —=¥;
esim,

-1 3\ AW =
0 =3 ("(f)*%z))"x v

v, 0 o3 (4 )+ (% ) 0
0 -4, o P4 %)+ 7% %)
@1 7’39; - (q;{ q’u) 0 a3 ' z?)‘ |
— _ |
o P’ @’az' %{2;& @'3& q}a) 0 - %’;3__11 1)

(@)
b) Célculo de (0'&)-1- O'(Z))Sim § para Ye ESim.
-2

sim
%’ (G(?-)'FO'(B )(W) q) - /\ie e = ag . de (2.63) con+ q) __’.e -

2)
9
by 0 P Y Y by byr e 4,
am T, Zm .
0 - q, P 4:_»,;-1’4.“-’33 1’3(“@;‘ a’év)
3 % &m am
= P (q'ﬂ_ ”’33) (4 (ql_:,'z' P @33\ (7 0
&m Zm Ly
e Yyt Yy p? ($ga- . Yia) 0 -%
Zm ‘ &m 44
(A3-11,2)

e) Soluciones de (3.58-a). Por otro lado si ¥e SSima

e; o, ==Y Y

*  Observar que 8y =y =9, = 22 228 @33 T

157125 €159, 79,783 ©
644 - qJAAo

33}
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sy

G ¥

11 12
o Y2
s Y3
Vg Y24

by

3 14
qéB ¥é4
bz ¥ay
Ysa ¥y

(A%3-~11.3)

Por (A3-11.2) y (A3-11.3) las soluciones de (3.58-a) deben cum-

plir

12’ 22, B33, 34’ 44 de dichas

11)
12)
22)
33)
34}

44)

(€)
q'S ,11

(€)
mqlS ’22

()
¢5933

394.:4

ecuaciones (con ¢—*¢;€)):

- (€)
=5 q)S ,ll

(&)
S Y. 12

- (&)
=8 qJS 322

()
S ¥ ,33

(€)
S ¢S,34

It

(€
S ¢S’44

entre otras las que resultan de igualar los elementos 11,

(A3-ll 04 )

Las (A3=11.4) son condiciores necesarias pero no sufici-

0entes-(pues faltan igualar los restantes elementos) para las ¢g£)

de (3.58-a). Por lo tanto las énigas gsolueciones posibles ( pero

aﬁn inseguras) son

S =1,

s = 0,

S = ~ 13

las (A3-11.4) determinan la parte I de ¢§€) (ver (2.9-b)):



(e)
¢l,ll

0
I
s = 1, <¢§£’) =

. \I
S = 0, (a)ée)) = O’

0
I
9= =1y (“,ig)) =

1522
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0 0
0 )
(AZ=11.5=a
(g)
Vi35 O
0 0
0 0
0 0
(e) (AZ~11.5=b)
0 ¢o,34
(e)
w0?34 0
0 0
0 0
(A3-11.5-¢)
0 0
0 $(E)

=1,44

Recalcamos que las ng) cuya parte I esta dada por

(A%3~11.5) son soluciones aun inseguras; pero que no puede haber

soluciones de otro tipo pues lo impedirfa (A3=11.4),

De aquf en adelante nos restringiremos a trabajar en el

espacio spinorial VP de Secc., 2.e=3; lag autofunciones en W se

obtienen facilmente si se conocen las autofunciones en Jﬁ .

P

Los dos vectores de Mgp cuyas partes I son
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1 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

s¢cn del tipo (A3-11.5-a); por (2.6=c) para el primero es

€ =(‘P§_€), in-E)) =+ 1
y para el segundo
€=-1;
ponemos, pues:
1 0 c © 0 0 0 0
¢(l) I _ 0o 0 o © . W(”l) I 0 0 0 0
1 - ) 1
0 o © 0 0 c 1 ©
0O 0 0 ©0 0o 0 0 0

Observamos que los dos vectores que acabamos de defi-

nir subtienden todo el subespacio de €5." © definido por 1las

(A3=11l.5=a). Pero de (2.63) y (2.9~b) vemos que un sistema de

vectores q%_de Vgp es completo en wgp si sus partes ¢g forman

siml
8P
W&l) ¥ wg“l’ cuyas partes I estan dadas en (A3-11.6-a) forman

gsistema completo en € 3 de manera anéloga conclufmos que las

sistema completo en el subespacio de Mgp definido por las solu

ciones de (3.58-a) con 8§ = +1 .,

Con ayuda de (2.63) terminamos de construir las @%il)z
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3 P 3
. _* i 8
1 0 Zm  2m 0 0 2m 0
0 0 0 0 0 0 ~§= 0
q}” . q,( l) _- n
a . ; =
1 p° 1 -p> “Ps
2m 0 0 0 Z2m 2n 1 Y
Py
2— 0 0 0 0 0] 0 O
m

(Aa-ll 07"'8.)
Como ya hemos dicho, nuestras "soluciones" (hasta agui)

pueden no ser realmente soluclones de (%3.58=a)3; pero son las s0-

luciones correctas pues de (A%-11.7-a) y (A3-11.2) deducimos que

efectivamente es

(W)
(1) * O3y sin

¢§i1) = 4 p(+D)
2

Como ya demostramos, no puede haber otfras soluciones

(independientes de éstas) con S = + 1.

Procediendo anélogamente para S =0y S = =1 se llega

a que
0O 1 0 © 0O 0 0 0
(T _ 1 0o 0 © (-1 I O 0 O O©
b = ; WO =

0O 0 0 © o o0 o0 1
0O 0 0 O O 0 1 ©

(A3-11.6-b)
0O 0 0 © 0O 0 O ©
(tl»(l) I i} 0O 1 0 © ’(q,(-l))I_ 0O 0 0 ©
-1 0O 0 0 © -1 O o O O
0o 0 0 0 ' o 0 0 1

(A3-11.6~-c)
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Por lo tahto,

P 3 3
-— =D =P =P
0 1 2m 2m 0 0 2m Zm
3 p 3 -p
1 o X X 0o o I Eﬁi
o p 3 ~p 3 ?
— bz —_ Pz
2m  Zm 0 0 2m 2m 0 1
m Zm © 0 2m m 1 0
(AB- ln?‘b)
-p-
0 0 0 0 0 0 0 ==
q,(l)_ q,("'l)_
-1 - pn § =1
0 = 8] 0 0 0 0 0
3 -p 3
=p_ — P
O 5~ 0 0 2m. om ©° 1
(AZ=11.7=c)

Las (A3~11.7) coinciden con las (3«58-0)3 ya hemos de-
mostrado que no hay otros autovectores independientes. Es fea-

c¢il ver que forman sistema completo en:ugp, bPues sus partes I

lo forman en €30I s4ends son linealmente independientes por

que
5= a8 48 = o (A3-11.8)
53€

implica '
S~ al€) (8 - (A3-11.9)
oE S s

Basta observar (A3-11.6) para ver que estas ultimas im

plican

(W3 ]
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(]

aéej = 0

Finalmente, son ortogonales {(respecto de (2.2)) como
se verifica con (2.6-c); siendo pseudo-normalizadas por consg=-
truceion, se cumple la (3.58-d).

Q.E.D.
%Q“' ‘_

. .-,w'ﬁ'r
A3-12
a) DEMOSTRACIGN DE QUE EL TRANSFORMADO DE UM OPERADOR DE la.

CLASE ES DE la. CLASE (SECC. 3.m=-4).

Efectuando operaciones, es pare toda Wew'(si A es el

transformado principal de A),

{EH(-I)I(Z))" Aj - EI(I)H(Z))" A]} lp'.=
) U{EH“’I(Z))’ *‘g ) [‘Imﬁ(z)” ’Q} i

por lo que (3.33) <= (3.79). Demostrada la (3.79) para los
transformados principales, es trivial que wvale también para todos

los otros transformados (cf. 3.78=c)).

b) DEMOSTRACION DE (3.80=b).

A

(I(l)"'c()z))' A" (1(1)7‘(32))1 =

0 (T(1y ay) U0 AT 00 (125 702) T -

o} + o + + =t
U (ry(z) A 7(2)) wr=uavt = (@', Q.E.D.

n
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A%=13
a) DEMOSTRACION DE (3.91).

Seguimos el procedimiento empleado por Foldy y Wouthuy-
sen para spin 1/2:

T demostrggiég
De (3.96) y (3.90) es trivial que

0 | F.]
i§g‘¥>=po‘?; 133 %X ==p, xt (A3-1%3.1)

de donde sesigue la (3.91). Q.E.D.

22 demogtragiéﬂ

Por Cap. 4 tenemos 1a descomposiciéh en ondas planas

- ”
en la vieja representacion,

3 — — — 1 —b"—a-
Wy = zjj‘-ﬁ alr, Bihu, (r, 1) o LPoXoXiD' X
(2my¥/2 ¥ “Po ' B (A3=13.2)
Por (3%.10) es H(l)
u, = "'1" I+ )u
o
¥y, combinando (2.3) con (3.10) es
H H
(2) (1)
u, =3 (I %; <;‘+ 3
- b
© ° (43-13.3)
de donde, _
1 apr B2y He1y
‘P(i)(x) = Z a(r’ Fl) —%- I+ , % I + :
(ZU)B/Z r | ¥/2p} Pq P,

—- 1pexatiPle X
u(r, pt) x e 1PoXoZliP' X (A3-13.4)
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Por otra parte, (3.81=a) puede ponerse

(BH+ p.)

U = {(A3=13.5)
[Zpo(po-ﬁn)]%
con 1lo cual ((3.84) se transforma en
Beryfrye )Pz 2)*Ps)
U= (A3-13=-6)

[Zpo(po + m)]
Reemplazando (A3-1%.4) y (A3=13.6) en lll(i) = U‘P(i) se

llega tras algunas operaciones a

Yo
q’(."; = % (Iiﬁ(l))% (I _4;[3(2)) X

3 H H
1 a-pr —- p'®
) a(r, pt) ~—— [ I+ (1) I+ (2) ulr, Pr)x
()32 P | ¥2p 2(pl +m) P, P
x et 1 (A3=13.7)
Como Y+ = 1P(+) +‘P(m), resulta
3 10
1 d-pr P
Y=2 14B,., B 5 alr, Pt) x
z (1) F(2) (2.”,)3/2 r vzpé ’ 2(pé+m)
H H
(1) (23 - T
x |1+ I+ ——= |u(r, pr) e iP'X, (A3-13.8)
Po Po

Entonces; con (3.90) se obtiene

$' I/ IxP2) 1 s p Py
4
X! 2 2 (zn)3/2 T | V2D 2(pgtm)

Hopy Hi2y
I +

x a(r, EJ") I+ ulr, pr) et ip'x | (A3=13.9)

o
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Comparando (A3-13.7) y (A%3=13.9) resulta la (3.91). Q.E.D.

280 demostraciég

Hasta aquf hemos seguido el procedimiento de Foldy y
Wouthuysen para spin % (procedimientos 1 y 2); pero quizés sea aun
was breve observar que (3.95-b) y (3.90) implican directamente la
(3.91). Q.E.D.

A3-14
DEMOSTRACION DE (3.92).

Por (3.95=-a),

Y o
(H(l) I(a)) ‘-’Y(l) I(Z) pO ° (A3_14--1)
De la misms manera se obtiene
LI o
(I(l) H(ZD = I(l)‘Y(Z) po ° (A3-14a2)

Por (2.3~¢) si YewW (5, Yrewr) es
P, T(1) ¥' = o T2y W Q.B.D.

Como p, # 0, se obtiene (3.92).

A3=-15

DEMOSTRACION DE (3.105).
o] o] I} _ 1 o
[(Hu)"’(u‘ﬂ(a)”’ce)) A ['2 1513701y = B2y 7 (2 -

(] {a]
- Heyy Y2y * Hepy ”'(.u] .

Usando (3.86~b) y (3.94) se obtiene
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|_l — e — — [¢] —p — o) — .—_":5 -
[1=5 [“ TPy B 1y X2y P - (2w 7

_ I — — —_—
== A (7?1)“*12)>'P :

Reemplazando en (2.72=c), junto con (3.102) y (3.104) se
deduce la (%.108). Q.EDo

A5f16
a) DEMOSTRACION DE (3.118)

Utilizando (3.80-a) vy (3.86) es (en la representacion de

FWT) o —
’ 3 MY -ap . d Ill‘Yo='0t-P _
= = =
op? Po (23 op Py (2)
2
0o — — — - _— =
m Y =o.D s mvYy <« w.p . ma =a-p 1 P ]
= l __a
Py (2) dp Po (23 Py Ip
Como 5
O = -
mY -a-D z
= (Y'Y = I, se obtiene la (3.118).
Pq

b} DEMOSTRACION DE (3.122)
Por (3.121-b); (3.78-b), (3.84) v (3.82=b)

¢ 4+ +
a = U(l)EI(z) 13A U(zﬂ Yaay =

pa

o + ey
= Uyy %02y U1y =
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a b =, a - —=.a
Y(2) ) (7 plpyp-  (px o),
2 P, Zpg(po-Fm)

+

-= U & 4 4 U =
gl) x Zpo(po_,_m) (1)

s a — —Pa
17 (2) (rplpy pm (px 0l
-1 + (A3-16.2)
0 22 (@ +m) 2P (pytm)

_ +
= Ugpy x Upqy +

Pero U(l) x2 U'(Fl) = X?l); volviendo a usar (3.82-b) y (A3-16.2)
-se obtiene la (3.122=b). Ia (3.122-3) se obtiene de la anterior,
usando una vez mas la (3.82-b). Q.E.D,

¢) DEMOSTRACION DE (3%.124).

En la representacion de FWT es (cf. 3.45)

_d_ i—a..., =iry°p09 iu—a-- =_£',YO =-E -g: (A3-16 3)
at * o3 a7 | P Py \Po

Por otra parte,

o * - * —_
(B> =<B> @ﬂﬁf@):—i(m “—""<EdT;’ B>=<§E -5 —

at
4 7 4 -
== ¢ B eSe \&t B . (AZ-16.4)
— Hu —_ HO
Pero = (—" = R (m) 3 entonces, de (A3Z-16) se deduce,
Pg o Py bo /-

— H'
12,2 F (...)
dp op Po \Po

(A3~16.5)

(w) ? [ He
4 9\ ~ 2 (2 _
3T [(iai’) :l ejc B (%) (A3=16.6)
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Volviendo a la representacion original, se tiene la (3.124).

Ad~]
EL PARAMETRO r DE LOS SPINORES u {r, p) DE SPIN 1/2.

4
Para evitar confusilones en una seccion posterior, necesita~

remos distinguir exglfcitamente entre dos definiciones ususalesg de
T
Definicion A
Se pone
1 0 : 0
u,(1,0) =vZm| ¢ |5 u,(-1,00= vZR( L |; u(1,00=v2m| 9 );
0 ' 0 0

0
u(-1,0)=/Zn | o |3
1

(A4-1.1)
entonces ug(r; p) queda definido mediante (4.7), y el "r'" de

ue(r,'§3 es por definicidn el "p' de ug(r,O)°

Se bien
o, ulr, 0) = r ug(r, 0) (A4=1.2)

las ue(r,'33 aquf definidas no resultan autofunciones de o, (sal

vo p. = py = 0) ni se o-p/|p| (salvo T = 0). Pero conrducen a
las formas tradicionales
1
u+(l,ﬁ33 = const X 03 s ete. (A4-1.%)
p’/(m+ p,)

p+/(m+-p03
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Definicidn B

Se construyen las ue(r, ?3 como autofunciones de la heli=-

cidad, con autovalor r/2:

. i)
% TST‘ uc (r, P) = % r UE(T:‘E) (A4-1.4)
* p

Se demuestra (Messiah, op citls, tomo IT, Secc. XX=25) que un
procedimiento equivalente pero mas simple para obtener estas

ue(r,'ﬁ) es buscar las ue(r9 0) tales que

-o-us»
o-p

. T el ©) =% r ulr; 0 (A4-1.5)

obteniendo luego las ue(rg DY mediante (4.7).

A4-2

EL PARAMETRO r DE LOS SPINORES u,(r, p) DE SPIN 1.

2]

Definicion A

Por analogia con spin 1/2 ponemos

1 0 ¢ o 0 0 0 O
¢ 0 0 © 0 0 0 O
w0, (2,0) =v2m | o o o o | 3u(20=V2m | 5 o 1 o
0 0 0 ¢ 0 0 0 O
¢ 1 0 0 ¢ ¢ 0 ¢
1 0 0 0 0 ¢ 0 O
u,(0,0) = v/m 0 0 0 0 3 u_(0,0) =vo 0 0 0 1
¢ O 0 O 0O 0 1 0O
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o O o

u,(-2,0) =v2Zm 3 u_(=2,0) =+v2n

o O O O
O O MO
o o O O
QO O o O
o C o O
QO O o
H O O O

0

que son autofunciones de la componiente ; de -%—(c_f(l)*- 5‘?2)) « En=
tonces uglr, D) queda definido mediante (4.27), y el "r" de

ug(r, D) es, por definicidn el "r" de las ue(r, 0).

Es equivalente usar (4.18) empleando las ue(r, D) de tipo A

definidas en el apéndice anterior.

Definicion B.

Similarmente a spin 1/2, construfmos las u (r, 5’) como auto

funciones enw de la helicidad, con autovalor r/2. Con (3.61),

51y *9(2)

- ue(TQ 3) =% ue(l”, *)o (A‘4"'202)
2 |p

Es equivalente usar (4.18) empleando las ue(r, D) de tipo B.

Nota: Al igual que para spin 1/2, la definicidn A de un estado

de polarizacic;n, pero no un autoestado de la helicidad (salvo 'f)*=
= 0) ni de la 3a. componente del spin (salvo Py = Py = 0). La
polarizacion correspondiente a la definicion A es la de una par-
ticula que en un sistema de reposo esta en un autoestado de la

3a., componente del spin.

Ad =3
DEMOSTRACION DE (4.21).

Como funcidn de X solamente, (es decir, ty 1, e 12 fijos),
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qﬁliz(t,'fj admite desarrcllo en integral de Fourier, si se tra-

baja con hipétesis matematicas adecuadas,

V.. (¢, D) ! r c, . (T t) ePE  (a4-3.1)
1.1, X2F 3.1 (py e 3.1
1-2 (2#)3/2 vao 1-2
nongo ¥e o' entonces,
wé —_ —
Ay ¥ty x) = ¥(t, x). (A4-3.2)
Usando (A4-3.1) e igualando coeficientes de Fourier,
A (3 ¢(B ©)=C(E, ©) (a2-3.3)
o sea (para t fijo)
ccs*,t)eurgp (A4-3.4)

Como los 6 spinores (4.18) subtienden\d'zp(cfo Secc. 4~b.1l),
entonces existen coeficientes d(r, P, t) v elr, D, t) tales que

para t fijo,

C. (-I';’t) =Z d(r, -1-3’, t) u, ., (I‘g -I.;) +
4z = iyl

1

+ e(r, ps %) u ., 5 (ry "ﬁ)]. (A4~%.5)
172

(Notese que ni d ni e tienmen {ndices spinoriales).

Erl (A.é"‘sol),

Y(t, X) = ——F d(rs; Py t) u,(r, p) e P X 4
(2#)3/2 r ) v2p, * -
[ 33
1 ad D - i—o-—a-
+ e(r, Py t) u (r, D) P %,
(ary3/27 |25

(A4“3 96)
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Usando (3.4) y (4.18) resulta

o_0 - 0.0
d(rs Py t) = d{r, D5 O) e~ 1P X ; e(ry, Dy t) =el(r, 7, 0) elP X 3
llamando
— * —_—
a(r, p) = alr, ps 0)3 bl(r, p) = e (r, =p, 0)
se obtiene (4.21)0 QoE.Do

AB-1
a) DEMOSTRACION DE (5.15).
Formamos 1la exprésiéh
A (8) | " -
# O, 2 = = |Px g ya-0 G500+ (1) e @)1

(AS“lol)

1 : P
ahora, si ¥ (x) satisface a la ecuacion de Dirac,y; entonces
1] | —
P (x) =.f ¢ (x°, ) ax° (integral indefinida)
(A5-1.2)

, 2 A
tambien la satisface; por lo tanto §(E) es del tipo de las ?Ce)

definidas en (5.1) con la sustitucion ¢" — P,

Gomo-el tebrema 5.a~1 vale para cualquier par de soluciones

¢',Uf, vale tambien para ¢',¢ 3 de donde, §>(E) cumple (5.%):
a§(e’
(zy 2°) =0 . (a5-1.3)
Ix©

(Esta ecuacion puede obtenerse tambien usando (505) en (A5-1.1)).

De (5.7}, (A5=1.1) vy (A5-1.3) obtenemos

vz = -j\: a’x [ifs“"%i%cz_ﬁ] $" O+ (1) w2
2m
* (A5-104)
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Para obtener (5.15) solo resta intercambiar Y o— .

b) DEMOSTRACION-DE (5.16).

Como 3 3
i 5;5 $(x) = [—i a—}_{;'&nmp:l 4 (x)’
es
iio‘P"(z-x) = - i 2 ‘?‘"(z-x) =
ox 3(2%x°)

= o |-q -—j“T';+mﬁiI ¢ (z-x) =

a(?-zﬂ

I}
|
!
s
I

aa"'& + m% $"(z-x)

- Hz) ¥'(z-%) . (A5=1.5)

(A5-1.5) en (5.15) implica (5.16).

A6-1

a) DEMOSTRACION DE (6.13).

Multiplicando (6.11) por P a la izquierda, y por P_l, y

teniendo en cuenta (6.12-b),
63p

$'(x) = ——o ZJ a'_(r, ?) ulr, ) e~iPX 4
(2ry?/2 T ) ¥V2pq

+ b (e, D) vir, D) eipxi' . ' (A6~1.1)

’ —
Por otra parte, como px = PoXg = P Xy
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Yixr) = W(x°, x) =
1 a>

D . . _4(n0,0,
= --"-;7-2'2 > Ex(r, p) ulr, p) e 1(p x +p-x)
(2m) r Po

— o o —5-»
+ b+(r, D) vir, p) ei(p X +p X)ji

cambhiando de variable de integracic;n

3
1 d-p - -
P(x1) = ——-—3752 - Ea.(r,-?) u(r, =-p) e ipx 4
(2m) r Po

+ b (ry -P) v(r, -p) eipx:l . (46-1.2)

De (6.12-a), (A6~1.1) y (A6=1.2) se deduce inmediatamente (6.13).

b) DEMOSTRACION DE (6.14). |
(+)p

Fijando E, el subespacio W‘S; subtendido por las u(r, 5*) =
— e’ — —
= u,(r, p) es el de los autovectores de H(p) = |&-p + m[sl(l) L)

con autovalor + p_ (ef. Secc. 4.b) y que cumplen ademas U, = U, .
o i3 "1

I C I L A I CPIIC Rl S

sp (A6-1.3)

81 en .
«.p +fml 1y ulrr, +9) = py u(rr, + )
cambiamos p por -p (lo cual puede implicar cambiar r por r!' #Z r;

ello depende de la definicion de r) * se obtiene

|-&:F+(3m|(l) u(r, =p) = P, ulr, -p)

de donde

&7 +pnl 1y [0y 282y ues B = po[rtay vy utrs B

Con la definicion 4 (ef, 44~2) es T = r'; con la Bes r = —ri,
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por lo tanto 'Y?l) Y?Z) ulr, -p) cumple (A6-1.3), de donde se si
gue (6.14-a). Analogamente (6.14-b). Q.E.D.

¢) DEMOSTRACION DE FORMULAS PARA SPIN 1/2 QUE NECESITAMOS.

Para spin 1/2 hay formulas analogas a las (6.14):

+1 —_ —
"Yo 11(1" -5’) = 2 T A(I', rt, P) U.(I', p)
r=-

+1 -
v°v(ry -p) =3 . plry v, P) ulry, p) . (A6-1.4)
r:—

Los coeficientes A y u dependen de la definieion elegida para »r
(ver A4-1).

cl) Definieion A de r.

De (4.9) y (4.7) obtenemos

ulr, p) = (m+ po+5¢’-_§) u,(r, 0)
P (46-1.5)
Ab=1.5
v(r, p) = (m+ po+;- ) u_(r, 0)
v2m(m + péi

Recordemos que "r" se define primero para ug{r, 0) mediante
(A44-1.1) y luego se define "r" de ul(r, p) (o v(rs p) como el "r"
del u(r, 0) (o v(r, 0)) con el cual esta vinculado mediante

(A6-1.5). Por lo tanto, al cambiar p ——> -7,

u(ry, -p) = (m+p_ -x-p) u,{r, 0)
vZm(m+ p,) ° (46-1.6)
V(I‘s -P) =

= ‘ (m+p =o-.p) ulr, 0)
,—ZHI(IH"'IJO) m Do= o+ P/ U Ty
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el "r" no cambia: Su definicic;n gg4-1,1) es independierte de -'3-.

De (A4-1-1)

r° ue(r, 0) = € ue(r, 0); (A6-1.7)
por lo tanto (A6-1.6) implica,

ul(r, 3)

~° ulr, -p)

(A6-1.8-a)
~° v(r, -p) = =v(r, D)
o
o sea
Alry rt) = érr'; p(r, rt) = = 61‘1" (A6~1.8=b)

cz) Definicidon B de r.

Como la definicion (A4-1.4) es invariante ante rotaciones
Z-~dimensionalesy no se plerde generalidad si se eligen ejes ta-

les que P = (0, O, p°). Entonces de (4.9) y (A4-1.4),

il

(sg pB) 0311(1‘9 2) =1 ulr, P)
3y 3 - - (A6-1.9)
(sg p’) o’ viry p) ==rv(r, p)
donde sg indica a la funcion signo.
Es trivial la obtencion de las ulr, p) y vi(r, D) que satig
facen (A6-1.9) y (4.11-a) en la representacion usual de (2.6) de

las M.

Para p3>0 se tienen las conocidas soluciones (no normali

zadas ),
1 0
0 1
(+130,0,]p°]) = 5 u(=130,0,]p°|)=
u VHla D Ip3|/(p +m) y Wals D 0
o

0 : 1921/ (p +m)
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|p°]/py+ m)

TR I 3
v(-130,0,]p”|)= 1 3 v(+130,0,4|p |)=‘";;
0

para p3< 0 se obtiene (cuidado con sg p3 en (A6-1.9!),

0 +1
3 1 3 0
u{+130,0,~|p”[J=| 4 5 u(=130,0,=]p°| )= ~1p?//Cppm)
19°1/(py + m) 0
) 5 ' —|p3|/(p0+m)
|p?|/(p_+ m) 0
v(-l;O,O,-|p3|)= 0 © H V(+1§090:-|P3|)= 1 . .
1 0
(A6=1.10=b)
Se obtiene entonces como es sabido 16 v° uf+1 ;0,0,|p3|) =

= u(=130,0 ,-Ip3|) y expresiones anélogas que se sintetizan en

vOu(r30,0,=p7) = ul=r;0,0,+p> ) *© v(r;0,0,-p>) = ~v(-130,0,+p> ).

Debido ante la invariancia ante rotaciones arriba menciona-

da, ocurre lo propio en el caso general:

¥° u(r,=-p)= +ul-r, F); v v(r,-p)= ~7(~-ry DI} (A6-1.11~a)
o sea

Alry, r1, P) = 6 plry vty B) = - 8, (A6=1.11-b)

r’-rl’

d@) DEMOSTRACION DE (6.16-a) y (6.17-a).

g=p°

d;) Definicion A

De (2.30) y (A6-1.8),
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"'(()1)7(()2) u(r= r+s,=p) = /];E’E{}O u(r,-—fa'): (1) 7 u(swfs’ﬁ(zf
+ [ utes 1y PP u(r,t-';)](a)}_-.
1 . _ N
S = g1y C=r s,y (=880 uq yCossBhug 5y (x50} =
= u[-(r+s)y D) = u(-r, p)- (A6-1.12-a)
Ardlogamente, 791y Yo,y v(r=rs, -p) = v(er, ) (A6-1.12-b)

o sea la (6.16=a).
dZ) Definiecidn B.

Se obtlene analogamente (6.17-a) a partir de (4.30) y
(A6-1oll)o Q-EcDo

a) DEMOSTRACION DE (6.38).

Nota: Como las 16 componentes de las ¢i € € son Independien~-

i
, 172
tesy demostrar que la dimension del espacio Esp €sp de las formas

bilineales

A ¢
14 Td1dn5 3335 Tiy3;
es 162, es equivalente a demostrar que la dimension del espacio
de las matrices
M .
11155 313,

es 162. Haremosg esto ﬁltimo, utilizando un metodo usual.
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Formamos las 162 matrices
(r, 40,38, 98.)
13721912527 8 8 5 5 - -
. = - - Y - ’i - 1’2,3’4, u-l,Z.
11153314, Tyl TolyTsqdy 7850, u’ u’y
donde la cuaterna de indices superiores distingue entre si a las

matrices y los {ndices inferiores son los spinoriales.

(rer; 5152) _

E C . =0
rqTs T1Tp5 818,
S182
(c . = numeros) se deduce trivialmente C ) =0;
rTr3 818, T1T23 815,

por lo tanto las 16 matrices (A6-2.1) son linealmente indepen-
dientes. Ademés, es elemental demostrar que toda matriz

M es desarrollable como combinaciéh lineal de las ma=-

1,15 jl'jZ > rir,5 S¢S,
trices (A6-2.1); por lo tanto, las 16 matrices N for
man base en el espacio (vectorizl) de las M3 pero como hay 162 ma
trices en la base, la dimensidn del espaclo vectorial de las
2
M, . es 16<, Q.-E.D.
11355 31d |

b) DEMOSTRACION DE QUE SI ¥, ¢ ¢ €gp? LOS ELEMENTOS DE gp &0

DADOS EN TABLA 6-1 SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES.

Queremos demostrar que si

A B
> Cip ipl'(l) r&a) =0 ¥Y¥,¢ (A6-1.2)
A,B

entonces
CAB = 0’ V A, Bo (As"loB)

Como en (A6-2.2) ¥ Yy ¢€:€§p son arbitrarias, podemos poner
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Y=Yy ¥ P=P1y%2)

con ¥' qf!, ¢’ y ¢ arbitrarias,

Entonces, se puede poner

2 ifma > Yy [P “’(zil Yy [y 91y = 00 v ¥ ¢ a6-1.)

por la independencia lineal de las (6.27), los coeficientes [ ]

se anulan:
E‘ L Y2y i3y "’(z)]" O ¥ Aj

por el mismo motivo,

A6=3
DEMOSTRACION DE (6.45).

Por (A2-12.1) si WVef es
“’11 "’12 "'"’13 ‘¢14
Yp1 Yoo =¥z =¥,

-Y2p -11)32 Y22 Y

¥y 7,y b (A6-3.1-a)

34
Y1 Vap Yuz Yuy
De (2.6) deducimos que si Yc€ es

¢41 qﬁZ qﬁ} aﬁé

. ba1 V5o U535 U5,
¢ = |
T "q’21 ‘q'az -1P23 -

‘u’ll 'q’la _ch ‘q’m
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—W41
¢31
2 -

’Y(l) W— i ‘1’21
-wll
1P31
"u'41

’Y%l) b= ‘0’11
le

Aplicando fr?'z):

, ¢44
1 1 wBé
T -4,
..(bM
yod z -
Y(yY(y ©

'/

-y

"“’42
32
"Pzz

1z

> (A6-3.2)
> (A6«%3.1-b)



Y5

Y33 =Yz, =
b

_wiB

¢=

”%:L) "’%2) ~Y

§

Y1
Y

¥
-4

4 11

Yoz Y24 ~¥21

M R+ 0 — >
Con Y1y "2y Y1) (2) -~ Y1y "(2)

se obtiene (6.45).

Ab=-4
a) DEMOSTRACION DE (6.67"-a).

Es bien sabido que en la representa

—
g = = e =] o

—— . —

reemplazando los o bidimensionales por

343

1 ¥z
Yag Va1 -Y2
12

22

Q.E.D,

eion (2.6) de las es

(A6_4-1)

(2.6-a) se obtiene

11 Y2 Vg (@hg- ¥y ,)
el a2 = 0 12 | Yoo (24,-¥55) Y,
R T Y S B 7 Vs,
G 1‘”23“ 14 You (p34 Yaa
(A6-4.2)

siYe SSimv‘se pueden reemplazar las q&j por los elementos ij

del 2° miembro de (£.60); se observa que 1o obtenldo es nueva=-
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mente el 2° miembro de (6.60); por lo tanto,
- - v _ 4V
g(l)'g(a) lP - Lp L (A6"4-3)
. ’ Q.E.D.
b) DEMOSTRACION DE (6.67" ) .
Desarrollando,
¥ A - 12 0z _1 03 __12 .
Uy %2) &unp ™ 20 9 - oY TG3* o) Ty + (1) <= (2);
usando (6.34-d),
o % = § 45 5K ; (A6-4,4)

reemplazando,

v A _ 5 ,= - _
o-(ﬂl) a(g) E}tvﬂp"-u ve1)(o1y - ooy * (W)+=(2))=

=8 1701y %1y (z) 3 (A6-4.5)
con (6.67"=a),
pY - Ap 5 _ 5
oy c € = 81 ~ = 81 ~ .
(1) “(2) "uvip csim v (1 csinv (2
sp sp g.E.D.
AB~-1

DEMOSTRACION DEL SEGUNDO LEMA (Secc. 8.c=2).

Demostraremos las (8.96~a) y (8.97-=a); las (b) se obtienen

de manera similar. En (8.96-a) la parte antisimetrica de ©"
contribuye & 0V pues AV es simetrico. Podemos, pues, suponer

ev c Esimv .

De (6.60) y (8.35) observamos que

no
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V(1) gV(2) V(3D v(a)
pv(2)  v(s) yv(a) 4Vv(6)

Pl esim Vg oV (A8~1.1)
¢V(3) ¢V(4) wV(l) ¢V(2)
Wv(a)  V(6) yv(2) @V(s)
Por una parte tenemos
VvV, v
g Q' = (8 )iail(Sl )iliZ (A8-1.2)

dmﬂesesmm;mmxﬁ@oil,12=l,2,394.

Por otra parte reemplazando (A8-1.1) en (A8-1.2), 0 sea u-
sande V(1) v V(5)
' — - 5
(Q. )ll-’Q 9 o008 (e )44 - e (A8"103)

obtenemos

oV = 5gV(1) Qv(1)+4ev(2)gv(23+29v(3) QV(3), 4gV(4) qv(a),
+ EBVCS).Q\V(5)‘+EBV(6) SLV(é) . (A8"1'4)
Conservando en (A8-1.2) la dependencia funcional indicada en el

2% miembro, es decir procediendo segin Secc. 8.b=7, resulta

[ )
VoV P Ml N
(8’7} 271 "1z -7 -
SAMIRAN M - A A B
aqaV 57 itz T2f1 Tite
rT,5 ' (48~1.5)

En cambilo derivando en (A8-1.4) respecto de las,&y(A), A=

=1y 2y 0oy (inderendientes) se obtiere

VoV, —_— - —_
§ [3(9 - )} XV(A) LoV (1) V(L) o7(2) V(2), ,  V(E)W6)
B | 5 qu(a)

Comparando con (A8~1.4),
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6 o’ 27 —
A:l l:———\;&_AT] xV(A) =o' x'. (A8-1.6)

Con (A8-1.5) y (A8-1.6) la demostracion queda completa.

AB_Z
DEMOSTRACION DE (8.23)

a) Calculos previos:

De (8.6-a) y (2.5) deducimos

VI - o IV 1 [ - Vv
puesto que
I.o0 Al 0O - .0 I__o IT
N\ 'Y(l) = A 'Y(Z) "’Y(l)/\ --'Y(Z) A s (AB"Z»Z‘&)
Ademas ,
IT o _ IT..o _ _o 1T _ o ,IT,
N0y == A T2y Ty AT = Yo\ (A8=2.3-a)
Aoty vy = i i AT = AT, (A8-2.3-a)
y
IT o o) -0 o IT _ IT
AN ’Y(l)'Y(Z) —'Y(l)’\’(Z) A = = A o (AS"'Z.B“b)
b) Demostraremos que si
Hipy Y(o0) = 8,y V(o))  (aB-2.4)

entonces es
AL A Yoy = AT AT (0 op Gy T Wlo) = 0 .
En efecto:
—> —~ - (o] (o]
(48-2.4) =% 1(&(1y~ F(,y)-V¥(0,) = mirlyy -1,y ¥(a)).
(AS-ZQS)
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Premultiplicamos esta ecuacion por AL y usamos (8.17=:"; obte=-
Nemos
0 = AT m(rQ) =72,y W) = mer®y s =72, 00 AT Yoy,
(AB-2.6)

Premultiplicamos esta por i y usamos {AR=2.2=b} y (8.21),

0 = 2m 7?1) A AY 9 (o))
de donde
W v y=0, (A8=2.7)

Premultiplicamos {48-=2.7) por AY y volvemos a usar (8.17-a),

AT A V() = 0 (A8~2.8)

con lo que queda probada una parte de la tesis,

Descompoviemos ahora Yoy ) en sus partes Iy II, v cada ura
de estas en sus parfes IIl y IV; teniendo en cuenta (A8~2.7),
resulta
Vo) = AT AT Yo 3+ AY AL gy + AT AT (o) (a8-2.9)
que reemplazamos en (A8~2.5%, Tenlendo en cuenta (8.18) y |
(A8=2.2) obtenemos

IT III

nrdy A (79 = 13494 AV ¥ (s, (A8-2.10)

Premultiplicamos por AFI

A;I III?#V(T 3

n vy = 13838 A AT W' (g9, (ag-2.11)

y usamos (A8=2.13}:

HIT?I) AII IIIw (o ) =

_,.

V
1) %0 ¥

7 AL ALY

Ebé

"’c:L)

G ?ﬁfﬁ¢v“

Eﬁg:
/""\
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- % (3(1)'6)/‘1 A (ﬁa)'ﬁ)“’v~= (Ag-2.12)
Reemplazamos
Y1y ¥ =y %y Vs Y23V = = &390y (A8-2.13)

en (A8-2.12) y empleamos (8.18) y (A8-2.2) para sustituir las
matrice ‘tipo (2) por matrices tipo (1)} como
(a(l)’ - A (A8-2014)

el resultado es

nv0y ALTAIILY (o

1> =.I IV.o v '
- Eof(l)'VA A ’Y(l) aO (P (UL) +

s & AT AT 2 oA ¥i(oy) (A8-2.15)
de donde
AN w2 = 14V 3) Wi =0 . (A8-2.16)

(A8=2.8) v (A8=2.16) prueban la tesis de (b).

¢) DEMOSTRAREMOS QUE

(AB=2.8) v
(A8~2.16) > By Vo) = He,y ¥low). (A8=~2.17)

En efecto, definimos

= "’i(;;"(l) "’&.(’2))'v q’(U'_L) + m(‘r?l) -T?Z)) (p(O'_L).
(A8“‘2018)

Bastaréf probar X= 0.



Descomponemos en (A8=2.18) ¥ en sus parte
cada una de estas en
T I1I, I IV, II III y II IV3
usango (A8=2.8), (A8=2.2) y (8.18) obtenemos

1. IT 1.V o) I1 III v _
E’x" i‘!(l)Vf\ /\\&(0‘)+m’Y(l) A \P

—

hin(l IT (AIII

3° VAV (ATeat Dy WVI(oi) + m'Y?lj A

Despues reemplazamos wVI por su expresion
do adecuadamente (A8-2.1%), (8.18), (A8=2.2) y
(A8-2.8) vy (A8-2.16) se obtiene mediante calcul
sos pero similares a los anteriores,
‘v’ /.\IVAIwV IT III

1o -
2.‘-@ ==-iu.(1) (0'1)4“1127(1)/\

17 2.V 0 TyV =+
+ 2 u.(:l}-V A 'Y(l) ao ATY (O-J.)+ ( (ljv)

4

- Iv II
S (“(1)" N ((z)v) VWioy) + 5 Y1y

+

1 ~0 IT =2 = .,V ~
> Ty N TMeyV Yo =

mia.vz\ A @v(o ) + m’Y(l) AIIAFIIW (Gl) =

it

m
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s Vy VI . luego

+ A VT (69,
(A8-2.19)
(A8=2,1). Usan-
las hipétesis

os algo engorro-

wv(ol) +

T (7%1yT) Vo

v 4’(01) +

-1 0y ATIA R Ay ¥V (o) - 2 AT 2 AT YT (o) 4
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con lo que queda probada la tesis (e).

(b) vy (¢) demuestran (8.23).

AB-i
DEMUESTRASE LA (8.122-b) *

Por (8.121), (8.122=-a) y (2.2),

p(E _ 4 143 6* 72y 0V ¥e w® 2oy ] =

= ‘% dBqu), avq})sp - (av¢’ lp)sp] e (A8"'3'1)

Por la ecuacion de continuidad (8.10%3), deducimos

i

(ao‘P, I'U) + (lpg ao q’) ao(lpgzp) =

]

0o (¥ ¥(yy ¥) =

Il

¥y, por lo tanto las condiciones de contorno en el infinito espa
cial implican

Jde (@, ¥ W), = - Ja3x (W5 3, §)g e (48-3.2-a)

b] = 8. =1’ 23 30
Por una trivial integracién por partes,

,[63" (0, ¥» ¥y, = —JGBX (% 9, ¥) . (AB-3.2-D)

+ Esta demostracion es muy eimilar a unk ya conocida para spin 1/2.
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¢) Conclusion:
(De (A8-3.1) y (A8~3.2) obtenemos

¥
p(&) = i J‘d3x (Y, thp)sp
que es la (8.122-b). Q.E.D.

Afi=4

DEMOSTRACION DE (8.132).

De (8.122-b) y (8.92¢) con k = 2,

3. wVa0 v VI VI 0 LAPTR'A B
de]:w’}'(a)ian +$V -ty y19 IP]_

(%)
P (2

% [dBXE@VOVBO AT &*(2)6"° vy os
G U CA S RE SO AR

E1l 2°_término cancela al 4° mediante una integracic;'n por partes:

p(¥F _ 1 JdBXE PV v 3 - @, TS lPV] . (A8-4.1)

m

Con la ecuacion de Klein=Gordon cumplida por ‘Pv (A8-4,1)

p(¥)o .1 J'dsx[mz oV AW+ o BT (00 47, (48-4.2)
Basta reemplazar @' A ¢V por 97V V-7 ¢V o integrar por

partes para obtener P(O)O en la forma (8.1%0).

b) =a =1, 2, 3

Basta integrar por partes en el ler. sumando de (AR=4.1)
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para obtener P(%)a en la forma (8.131). Q.E.Do,

Aanﬁ
DEMOSTRAC ION DE (8.160t).

Por Secc. 2.f=4 (ecuacion (2.64)), la parte Y1 de una
%(0, Xew' es arbitraria (salvo la convergencia de (¥,¥)); ele-

gimos,y pues

£(X) g(x) 0 0
g(x) 0 0 0
ypl = | (A8~5.1)
0 0 0 0
0 0 0 0
con £ v g reales, tales que
pof = pPg = pf = plg = 0 . (A8-5.2)

Las (A8~5.2) tomadas al pié de la letra implicarian (¥,¥)
divergentes. Esto se puede envitar usando autodiferenciales, co
sa que no haremosj pero omitiendo las integraciones respecto de

2

ax~ y dx3 llegaremos al mismo resultado a gue se arribaria usan-

do autodiferenciales.

De (2063),
=3 =
£ & 7p 918 3 o1f
g 0 0 9.8
4'(0, ?) =
=1
S alg 0 0 0
=i =1
n 1f Pm 18 0 0

( A8"’5 03 )
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de donde -
-1
5 alg 0 0 0
Lo,r 4o g 0 0
3 H :
{1y ? i 1
=f - S alg > alf
" =1
g 0 0 Sm alg
(A8-504)
Entonces,
o0
1.+ 3 I 3 ) -
[dx YTy {1y Y 1"1211("’(1) V)i 1, &=
=00 " ~

~

= 'ql* (fYB Y dxt =
17i,\ (1) )1112

e

o0
=J E-fal g + (al f)g] dxl .

=00

Reemplazando en (8.159) e integrando por partes obtenemos

(v.a)

(%303 _ 2 1 -

jspin t=0 = mj (al f) g ﬁx 8 (AB 505)
=00

Eligiendo £ y g tales que
sgl 4 £) = sglg)

se obtlene un integrando definido positivo, de donde al menos '
para esta ¥, y al menos en t=0 es

(%)
J °3 £ 0 (A8=5.6)

+ En la representacién (2.6) de 1as vh
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lo que basta para probar (8.160t).

A8-6

DEMOSTRACION DE (8.173) Y (8.174).

Elegimos como ¥(0, x)e w" 1la dada por (A8-5.3) con g = O

Y0, X) =

donde f£(¥) es real y cumple (A8-5.2).

Entonces,

3 + 3
(‘(1) 92)

2

f

0

0

=1
01 ¥

)¢=

]

o

Bt o

o L

o

0

0

0

o

0

=i
2m

al f

LY 1]

e

(AB=-6.1)

(A8-6.2)

(A8-6.3)
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=

f 0 0 Eﬁalf
o . 0 0 0 0
{}'(2) g{'e)‘#’z (AR~6.4)
0 0 0
it 0 0 0
£ 0 0 0
5 . 3
. w7 0 0 0 0
Y2y —_—F (AB=6.5)
2 0 0 0 0
0 0 0 0
1
. 3z _gyt O 3 _ z2 - 2 -
o0 (‘P’ O'(Z)tp)sp"q' ’Y(Z)C'(Z)(P— |f| + Zme |al fl (AB 6-6)
y 3 3
%1yt 9% 2)

b, Y = |r]2 (AB=6.7)
2

sp

Integrando, y reemplazando (A8=6.6) en (8.169) v (A8=6.7)

en (8.155) resulta que para la ¥ usada es

o0
(0)3 433 _ 2 .1 ‘
epin =0 Yepin e=0 . lo,£1 ax~>0  (48-6.8)
e v
con 10 que queda probada (8.174), v que
(0)3 v 2 1 2 1
yio. =J 1£]2 + — | 5 £ )axi>0  (48-6.9)
Pin =0 - 2 1t
Q0 2m

con 1o que queda probada la (8.173). Q.E.D.
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DEMOSTRACION DE (8.177)

Como en la teorfa de una carga (Seec, 3,8)y se cumple que

5" + &
(1) (a)

i

=3 (sv, {@g ot lex@} (139‘)5 (AR=7,1)
¥ €8,169) = g% §£§§2 = i(‘l’; Ei(igg gﬁéﬁj 9‘) =
=6, (AB=7,2)
Sea ¥ tal que
Fezpdez 0, (48=7:3)

(¥aie gﬁéé@gg observacidn sabrs convergereia a 1a heecha sobre
(AB=5.2)).
81 ests ¥ cumple adends que (sl menes) pars £=0 sea
4y grafiy) = (4 =1a3ufyy ¥) 20 (48=744)
entopees serd
& 3B so (48=7:5)
¥ quedard probada 1a (8:197).

Pal ¥ existe; construimes (en la representasidn (2.6) de
las ¥¥) su marte %% (arbitraria):
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£(3) 0 0 0
I 0 0 0 0
4= = (AB=7.6)
) 0 0 0
0 0 0 (%)
Usando (2.63) construfmos ¥(0, ¥de s
£ 0 0 =(1+1)f
- 0 0 0 0
$(0, x) = (A8=7.7)
' 0 0 0
-(1+1)f 0 0 if
Entonces, : -
O -
”’(2)(‘131 c"(1)) v=
' 2
(1+1)(al) £ 0 0 ialf
0 0 0 0
= (A8~7.8)
0 0 0 0
2
31 f 0 0 (1+1)(9,0°F
de donde

(Q—"; Pli“%l)q‘)= ) qf’-(fi@l q’?‘l))épd_xl =

= | ot {[F7@,02 £- 20,e00@,00+ 7, P,

A N

Mediante integraciongs per partes,

¥y pafyy¥) = 4 I!% £]2 ax’ €0 (AB=7:9)
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lo que prueba (A8-7.4), o sea la (8.177).

A410-1

LOS CALCULOS DE BELINFANTE QUE PRUEBAN "(10.2) == (10.3-a) y (b)"
LSS, 10=b).

v
Premultiplicamos (10.2) por WVOYEE):-WKZ)):

o) o H H . Y Y
M "ﬂ(”’(l)"f(z)) (7(1)”’(2))% am m (Yipy-vo) Y.
(A10-1.1)

En el primer miembro intercambio p<—*v y sumo la nrueva ecuaclon

con la primitiva (Al0-1.1). Después tengo en cuenta que

Er}l ) Tr,,] =1eF," (A10-1.2)

El resultado es
LI {(""(1) ”’(2)) (""("1)”’(’12)) (’Y{‘l) “’(2) ((1) (2)) *

* ek, (”’(1) ny ("’(1)”’(2))}"’ 4m ("’(1)" (o)) ¥
: (A10-1.3)

de donde

! (”’(1)“ ) Y= - i ,w( (1)° "’(a))( 1+ 7(2y) -
(A10-1.4)

Semisumando esta ultima con la (A10-1.1) obtenemos la (10.3=a) y

semirestando, la (10.3=b). Q.E.D.
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