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RESUMO

O formalismo de teoria quantica de campos em topologias toroidais — o qual
permite a introducao de temperatura, potencial quimico e compactificacoes espaci-
ais — é aplicado em conjuncao com o formalismo do potencial efetivo, que permite
observar o vacuo da teoria, para efetuar estudos de transicao de fase. Obtém-se o
potencial efetivo e os parametros corrigidos, a nivel 1 loop, de um modelo escalar
auto-interagente com potencial classico expresso em série de Taylor. O potencial
efetivo é computado com uso do método do tadpole. Restringindo-nos ao estudo do
modelo ¢, a criticalidade é observada, revelando a temperatura critica como funcao
do potencial quimico e do tamanho do sistema. As compactificagOes espaciais, vistas
aqui como limitar o sistema a condicoes de contorno espaciais, realizadas permitem
aplicar o formalismo ao estudo da transicao de fase em filmes, fios e graos. Nesse
contexto, é observada a presenca de tamanhos minimos, abaixo dos quais o sistema
nao sofre transicao de fase. Indo além, é adicionado um campo magnético estatico
ao modelo e é observada a dependéncia da criticalidade com o campo aplicado.

Palavras Chaves: Transicao de Fase, Campo Escalar, Temperatura Finita, Topo-
logia Toroidal, Teoria Quantica de Campos.






ABSTRACT

Quantum field theory on a toroidal topology formalism — which allows to in-
troduce temperature, chemical potential and spatial compactification — is applied
concurrently with the effective potential formalism, leading to the observation of the
vacuum of the theory, to perform phase transition studies. Effective potential and
corrected parameters, at the 1-loop level, are obtained for a self-interacting scalar
model. In this case the classical potential is expressed as a Taylor expansion. The
effective potential is computed by using the tadpole method. Restricting ourselves
to the ¢* model, criticality is observed, revealing the critical temperature as a func-
tion of the chemical potential and of the system size . The spatial compactification,
interpreted as limiting the system to spatial boundaries, allows the study of the
phase transition in films, wires and grains. In this context, minimal sizes are obser-
ved, below which the system does not undergo a phase transition. Going forward, a
static magnetic field is applied to the system and the dependence of criticality with
the applied field is studied.

Key-Words: Phase Transition, Scalar Field, Finite Temperature, Toroidal To-
pology, Quantum Field Theory.
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APRESENTACAO

O estudo de transigoes de fase pertence originalmente ao campo da mecanica es-
tatistica, mas vem sendo abordado via técnicas de teoria de campos [1-3] e permeia
diversos casos experimentais': supercondutores, superfluidos, transicao liquido-vapor,.. .
Dentre as andlises convencionalmente realizadas [1, 3-6] podemos listar: 1 - a dependéncia
da susceptibilidade (inverso do quadrado de massa efetiva) e valor esperado do parametro
de ordem (campo condensado) com as varidveis termodinamicas (temperatura, potencial
quimico,. .. ); 2 - as curvas de criticas de transicao de fases, relacionando os parametros
criticos onde ocorre a transicao; 3 - a obtencao dos expoentes criticos.

Em algumas? situacoes, uma transicao de fase é relacionada a um processo de quebra de
simetria. Essa conexao entre transicao de fase e quebra de simetria leva a uma associacao
entre as técnicas de estudo de transi¢ao de fase em Mecanica Estatistica (ME) e as técnicas
para estudo de quebra de simetria em Teoria Quantica de Campos (TQC).

A analogia se torna ainda mais interessante no formalismo de TQC em temperatura
finita, a qual permite uma conexao direta entre TQC e ME. Neste trabalho serd utilizada
a formulagao de tempo imaginario [2, cap.1], baseada na identificacdo de Matsubara [7],
que se mostra satisfatoria para estudar sistemas em equilibrio termodinamico. Uma outra
alternativa, nao explorada aqui, é a formulagao de tempo real [2, cap.2], dtil para estudar
a evolugao dinamica.

O modelo de Ginzburg-Landau [1, 3] é um exemplo da relagao ME «+» TQC, transi¢ao
de fase <> quebra de simetria. Neste caso, ocorre uma transicao de fase de segunda
ordem modelada por uma lagrangiana de campo escalar com auto-interacao quartica.
Originalmente, adota-se a aproximacao de introduzir a temperatura através redefinicao
do parametro quadrado de massa® m? oc (T' — T¢). Isto é valido somente para a regidao

proxima a temperatura critica. Utilizando o formalismo de temperatura finita a de-

L A ref. [4] indica olhar o trabalho cldssico de P. Heller Rep Prog Phys Vol XXX, 731 (1967)

2 Ressalta-se o ‘algumas’ pois existem casos de transicio de fase sem quebra de simetria, como o modelo
3 A 4

go° + Ao

Em fato, a linguagem original falaria de uma parametro associado ao termo ¢?, de modo a tornar

mais natural a possibilidade de assumir valores negativos. Mas o conceito de massa é mais natural

pelo ponto de vista de teoria de campo.



2 Apresentacao

pendéncia da massa com a temperatura nao é imposta, surge naturalmente por correcoes
do modelo. Este procedimento é desenvolvido por Dolan e Jackiw [8], com uso de uma
aproximacao ao caso de altas temperaturas. Das [2] apresenta o tratamento para apro-
ximagoes de altas e baixas temperaturas. A extensao do estudo para qualquer tempera-
tura (ndo s6 préximo a critica ou no limite de altas temperaturas) é realizada inicialmente
por Malbouisson et al [9] através do uso da extensao analitica da fungao espectral zeta de
Epstein-Hurwitz que permite, enfim, observar toda a faixa de temperatura analiticamente.

O formalismo de espagos toroidais [10] parte da regularizacdo dimensional e obtém
a zeta de Epstein-Hurwitz, que tem um prologamento analitico bem definido. Com este
formalismo, é possivel estudar sistemas em um espaco-tempo D-dimensional com d com-
pactificacoes. Uma das compactificagoes introduz a temperatura e o potencial quimico do
sistema e as outras, através do procedimento estendido de Matsubara, introduzem com-
pactificacoes espaciais e formam o dito espaco toroidal. Este formalismo pode ser apli-
cado a uma acao euclidiana qualquer e traz a novidade de permitir o estudo de sistemas
com extensao finita em diregoes espaciais apresentando condigoes de contorno periddicas.
Por exemplo, ao compactificar uma direcao espacial e impor as condi¢oes de contorno
periédicas o sistema se torna um placa infinita (dimensoes nao compactificadas) com uma
espessura bem definida (tamanho da dimensao compactificada). Ao longo deste trabalho,
o formalismo serd aplicado ao estudo de uma teoria de campo escalar — parametro de
ordem de uma componente — e sera tomada a situacao de uma interacao quartica para
estudo de transicoes de segunda ordem. Serao observadas as situacoes de filme, fio e grao,
associadas respectivamente a uma, duas e trés dimensoes espaciais compactificadas.

O estudo das transigoes de fase é realizado através da analise de minimos do potencial
efetivo. O formalismo do potencial efetivo foi introduzido na literatura por Coleman-
Weinberg [11]. Para calcular as corre¢oes no potencial efetivo o método do tadpole de
Lee-Sciaccaluga [12] serd apresentado e utilizado durante a dissertagao. Sua principal van-
tagem estd na generalizacao direta para potenciais genéricos a nivel arvore; por genérico
entenda-se um potencial qualquer que tenha uma expansao em série de Taylor. Neste
primeiro estudo somente a correcao de 1 loop é calculada.

A escolha de procedimento de renormalizacao ideal nao é dbvia para o problema abor-
dado. O estudo em temperatura finita, e muito menos ainda o estudo em espacos toroidais,
nao foi ainda exaustivamente analisado como a situagao de temperatura zero. Neste tra-
balho serao utilizados os procedimento de subtragdo minima modificada, de supressao
de infinitos — associado a remocao de infinitos da funcao zeta — e também condicoes de
renormalizacao que garantam a presenca do sistema na situacao sem temperatura e sem
compactificagoes. Serao apresentados resultados para cada um destes procedimentos. E
como os calculos sao realizados somente a 1 loop, é esperado que seus resultados sejam
distintos.

Com o potencial efetivo renormalizado em maos, é possivel iniciar um estudo das



transicoes de fase. Neste trabalho serd observada a teoria ¢*, que ¢ tradicional para o
estudo de transigoes de segunda ordem e permitird comparar os resultados com a litera-
tura. E mais a frente é realizada a introducao de um campo magnético fixo no sistema e
analisado seus efeitos.

O capitulo 1 faz uma revisao sobre o estudo de transicoes de fase e mostra como, a
partir do potencial, podemos realizar este estudo. O capitulo 2 contém uma revisao da
teoria de campo euclidiana e o processo para obtencao do potencial efetivo renormalizado
a 1 loop para um campo. Apos estes capitulos introdutorios, é realizado o estudo da teoria
¢* no capitulo 3, onde é também explorada a questao dos tamanhos minimos permitidos de
compactificacao antes de eliminar a possibilidade de ocorrer transicao de fase. No capitulo
4, é adicionado um campo magnético uniforme ao modelo e estudado seus efeitos. Aos
apéndices sao reservado alguns tratamentos importantes e que nao pertencem ao escopo
principal do texto, como o procedimento de regularizacao dimensional (Apéndice A) e a

investigagao da fungao zeta espectral de Epstein-Hurwitz (Apéndice B).






CAPfTULO 1 |

TRANSICOES DE FASE

1.1 O que é uma fase e uma transicao de fase

Segundo o olhar da mecanica estatistica, sobre o qual o estudo de transicoes de fase
foi originalmente desenvolvido, as fases de um sistema fisico sao as diferentes respostas
macroscopicas a reorganizacoes microscopicas dos constituintes do sistema. Isto implica
que, sob a influéncia de determinados parametros, o mesmo sistema fisico (mesmos cons-
tituintes microscépicos, mesmas interagoes basicas) pode convergir a diferentes estados
macroscopicos quando chega-se ao equilibrio termodinamico. O processo de transicao de
fase consiste em alterar algum parametro de controle, que influencie o sistema a se alterar
microscopicamente, a ponto de mudar o estado macroscopico. O ponto de vista adotado
aqui serd realizar um processo gradual, sem sair do equilibrio termodinamico. Isso per-
mite o uso de técnicas restritas ao estudo de sistemas em equilibrio, como o formalismo

de Matsubara para introdugao da temperatura.

P}
pyf---Sotd.__ [ Liud___,
A=A |

; Gas

T T, T

Figura 1.1: Diagrama de fase de um fluido simples, como a dgua. Extraido da Ref. [13]



6 Capitulo 1. Transi¢oes de Fase

O caso da agua é a ilustragao mais préoxima. Os constituintes microscopicos sao
os mesmos em qualquer fase do sistema, moléculas de HoO, o que muda ¢é a estrutura
a depender de parametros de controle, como temperatura e pressao. No estado solido
(gelo) forma-se uma estrutura cristalina, pois a interacao entre as moléculas supera a
agitacao térmica. No estado liquido as moléculas nao apresentam a estrutura cristalina,
aumentando a liberdade de movimentagao, mas a interagao entre seus constituintes ainda
se mostra importante. Por fim, no estado gasoso (vapor d’dgua) a agitagao das moléculas
supera a interacao entre elas. O diagrama de fase esta apresentado na figura 1.1.

Do ponto de vista da teoria quantica de campos, as fases de um sistema fisico sao
caracterizadas pelo vacuo sobre o qual o sistema é definido. O vacuo verdadeiro do
sistema é seu minimo global, sendo que podem existir minimos locais. O processo de
transicao se caracteriza por uma mudanca de vacuo, na qual o antigo vacuo deixa de ser
o minimo global do sistema. Dois modelos simples sao apresentados por Lemos [14] com
uso de péndulos nos exemplos 5.1.2 e 5.1.3 do livro, no contexto da mecanica analitica;
estes modelos ilustram a mudanga no minimo global (o estado de vécuo) do sistema a
depender do valor de um parametro de controle.

Associada a transicao de fase, existe geralmente uma quebra espontanea de simetria.
Isto fica evidente nos modelos mais simples sobre o assunto: como a transicao de para-

magneto a um ferromagneto e o modelo de Higgs.

bttt
VI ANPENIY ren
\

ZNINE/

T=0

T>T,

Figura 1.2: Transi¢ao paramagneto (17" > T,) — ferromagneto (7' = 0). Imagem extraida
da ref. [1].

A transicao paramagneto-ferromagneto é bem descrita por um modelo de rede de
spins no qual o sistema fisico é simplificado a um conjunto de spins igualmente espacados,
a figura 1.2 concede uma visao unidimensional do modelo. Cada spin apresenta um
momento magnético associado e interage com outros spins da rede, além de apresentar
agitacao térmica determinada pela temperatura do banho térmico em contato com o
sistema.

Na figura 1.2 é representado o processo de transicao de fase, visualizando somente
uma tira unidimensional de um sistema maior. Em altas temperaturas existe isotropia,
os spins estao direcionados aleatoriamente, de modo que globalmente a magnetizacao é
nula, todos os momentos magnéticos individuais se cancelam em média, caracterizando

um paramagneto. A reducao da temperatura implica uma reducao da agitacao térmica,



1.1. O que € uma fase e uma transi¢do de fase 7

chega uma situacao, caracterizada por uma temperatura critica 7., em que a interacao
entre spins é mais intensa que a agitacao térmica e os spins iniciam a formagcao de blocos
alinhados. Assim, uma magnetizacao espontanea surge no sistema quando 7" < T,, ca-
racterizando um ferromagneto. Idealmente, ao atingir 7" = 0 a agitacao térmica se torna
insignificante e todos os spins estao perfeitamente alinhados, gerando a magnetizagao es-
pontanea maxima. E caracteristico nesta transicao de fase a presenca de uma quebra
espontanea da simetria de isotropia. Ela decorre de que para T' > T, nao existia direcao
preferencial de alinhamento dos spins, enquanto para T < T, o sistema “escolhe” uma
direcao especifica.

O modelo de Ising, que descreve bem a transicao paramagneto-ferromagneto, simplifica
a interagao na rede a somente os primeiros vizinhos (spins que estao imediatamente do
lado) e restringe os spins a serem “para cima’ ou “para baixo”. Uma alternativa mais
precisa é o modelo de Heisenberg, que permite aos spins variar nas trés diregoes espaciais.
A aproximagao de campo médio permite observar o sistema de outro modo, ao invés de
acompanhar a interacao entre cada spin dentro de uma rede é obtido um campo médio
efetivo da rede de spins e é estudada a interacao individual de cada spin diretamente com
o campo médio. O modelo do campo médio funciona como uma primeira aproximacao,
visto que nao permite observar as flutuagoes estatisticas. O modelo de Ginzburg-Landau
vai além do modelo de campo médio, permitindo estudar o sistema a partir de campos
e ainda possibilitando realizar corre¢oes de ordens superiores, ja utilizando neste ponto
as técnicas de teoria de campos. A temperatura, no modelo de Ginzburg-Landau, é
introduzida a partir do parametro de massa quadrada. A técnica a ser abordada neste
trabalho vai além de Ginzburg-Landau, ao invés da dependéncia do parametro de massa
com a temperatura ser fixada, a temperatura é introduzida através do formalismo de
espagos toroidais e a dependéncia dos parametros da teoria com a temperatura é entao

calculada. O modo como isto é feito sera abordado no capitulo 2.

V(o)

1
1
1
1
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1
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1
I/
’

Figura 1.3: Mudanca do potencial em funcao do parametro de massa quadrada. Na nova
fase m? < 0 existem dois vdcuos possiveis (minimos), existe uma quebra de simetria
quando sistema seleciona um dos minimos.

O modelo de Higgs na sua forma mais simples consiste em um campo escalar autoin-

teragente, cuja estrutura de vacuo depende do sinal do parametro de massa quadrada,



Capitulo 1. Transi¢oes de Fase

como ilustrado na figura 1.3. Quando o parametro m? é positivo, o sistema estd na fase

simétrica e o potencial apresenta simetria de paridade em torno do vacuo. Se m? se torna
negativo, o potencial se torna o conhecido “poco duplo”! e surgem novos vdcuos para o

sistema. Ao selecionar o novo véacuo a simetria de paridade é perdida. Nota-se entao a

associacao entre transicao de fase e quebra espontanea de simetria.
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Figura 1.4: Mudanca do potencial em funcao do parametro de massa quadrada. Aqui nao
existe quebra de simetria, apesar de existir uma transicao de fase indicada pela mudanca
do minimo do potencial. Ambos os minimos sao validos, mas agora um deles é mais

estével.

A associacao transicao de fase <+ quebra espontanea de simetria nao deve ser gene-

ralizada. Existem situagoes nas quais uma transicao de fase ocorre e nenhuma simetria

7

¢é espontaneamente quebrada. Um exemplo é o modelo em teoria de campo do potencial
2 ~ . .
P* + %¢3 + %(b‘*, que nao apresenta simetria em suas fases, como apresentado na figura

m-
2

4.

—_

Algumas indicagoes para aprofundar a leitura sdo as referéncias [1, 4, 5, 15],[3, cap.

23 e 24] e [6, cap. 7].

1.2 Aplicabilidade

A investigagao de modelos efetivos que descrevam transicoes de fase pode produzir
aplicagao a diversas areas. Neste trabalho serda dado enfoque a aplicacao do estudo em
sistemas de matéria condensada que apresentem tamanho restrito, como a situacao de
filmes, fios e graos.

No contexto de teoria de campos, o estudo das transicoes de fase - em particular as
associadas ao fenomeno de quebra espontanea de simetria - é de suma importancia. No
Modelo Padrao, o mecanismo de Higgs permite que a teoria seja formulada com todos os

boésons de gauge sem massa, mantendo a simetria de calibre intacta. Quando ocorre a
transicao de fase, o mecanismo de Higgs é responsavel pelo ganho de massa das particulas

elementares.
Caso o0 modelo abordado seja de um campo complexo, a representagao do potencial serd uma revolugao

do apresentado na figura 1.3. Assim, surge o conhecido “chapéu mexicano”’ou “férma de pudim”.

1
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Um estudo ainda em aberto, no ambito da QCD, é associado ao problema do confi-
namento de cor. E esperada a existéncia de uma transicao de fase em altas energias que
permita gerar o plasma de quarks e glions, isto é, uma fase desconfinada [15]. O estudo
diretamente com uso da QCD nao é pratico, dai a necessidade explorar o problema através
de técnicas computacionais ou modelos efetivos - como os modelos de transicao quiral.
Os modelos escalares permitiriam um estudo sobre as transicoes de fase de modo geral, o
que pode dar indicagoes sobre o real comportamento da QCD.

Ainda é possivel encontrar aplicacao no ambito da cosmologia ao tratar das transicoes
de fase cosmoldgicas. O fato de se trabalhar com teorias efetivas para o estudo de
transicoes de fase permite este alto grau de aplicabilidade como uma primeira aproximacao

a situacgoes distintas.

1.3 Descricdo e Caracterizacao

V(e)

Figura 1.5: Representacao do potencial %2¢2 + 29" + £¢5 na criticalidade, determinada

pela escolha g = %. Fica evidente a coexisténcia dos vacuos da fase simétrica ¢ = 0 e
da fase quebrada ¢ # 0.

Associada a toda transicao existe um parametro de ordem de N-componentes depen-
dente de varidveis de controle como, por exemplo, a temperatura. Observando o valor
do parametro de ordem é possivel identificar a fase do sistema. Por exemplo, no caso do
Modelo de Ising o parametro de ordem é a magnetizacao espontanea e apresenta somente
uma componente, visto que o spin estd confinado a uma direcao espacial. Observando a
variacao da magnetizacao espontanea com respeito a temperatura nota-se que na fase de
simetria a magnetizacao é nula e apds a transicao de fase ela assume um valor nao-nulo.
Outro exemplo é o modelo de Heisenberg, onde o spin pode variar em trés diregoes es-
paciais, deste modo o parametro de ordem terda 3 componentes. Outra quantidade que
sempre pode ser definida é a susceptibilidade, representando a resposta do parametro de
ordem com respeito a mudanca no campo externo, no caso do modelo de Ising ocorre a
susceptibilidade magnética.

Algo comum de se observar é o diagrama de fases. Em geral, ele é montado tomando
a variacao de duas variaveis termodinamicas; por exemplo, no caso da agua, pressao e

temperatura. E sao uteis para visualizar as curvas de transicao de fase, onde pode estar
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ocorrendo uma coexisténcia de fases, e pontos criticos. No caso da agua, por exemplo,
existe um ponto de tricriticalidade onde ha coexisténcia de trés fases. No caso da transicao
paramagnetico-ferromagneto existe em geral somente a temperatura como variavel ter-
modinamica de interesse; o seu diagrama de fase unidimensional apresenta o ponto de
criticalidade T' = T, o qual separa a fase quebrada 7' < T, da fase simétrica T > T..

Na criticalidade, onde ocorre a transicao de fase, observa-se a divergéncia ou anulagao
de algumas grandezas fisicas, ao tomar o limite termodinamico. Esse comportamento é
bem descrito a partir de leis de poténcia do tipo (7' — T,)?, que descrevem a aproximagcao
a criticalidade. Por exemplo, no contexto de supercondutividade, o parametro de ordem,
magnetizagao, ¢ nulo na temperatura critica e acima dela, o que é bem descrito por
M ~ (T. - T)?. Enquanto a susceptibilidade magnética, que diverge na temperatura
critica, é bem descrita por x ~ |T—T.|™". Estas leis de poténcia introduzem os chamados
expoentes criticos?, no exemplo dado 3 é o expoente critico associado ao parametro de
ordem e y é o expoente critico associado a susceptibilidade. Para um estudo aprofundado

do tema sao indicadas as referéncias [1, 3-5].

----- Primeira Ordem

Segunda Ordem

Figura 1.6: A esquerda a representacao da evolucao do parametro de ordem com a tem-
peratura para transicao de primeira ordem, onde a descontinuidade ¢é evidente, e segunda
ordem, onde existe continuidade da curva. A direita a representacao da curva de suscep-
tibilidade para uma transicao de segunda ordem.

As transicoes de fase sao comumente separadas em transi¢oes de primeira e segunda
ordem. Elas sdo classificadas, no contexto da mecanica estatistica [13, 16], pela presenca
de descontinuidades ou divergéncias nas derivadas da energia livre. Nas transigoes de
primeira ordem, as descontinuidades sao evidentes ja nas primeiras derivadas, como a
entropia, volume e magnetizacao. Nas transicoes de segunda ordem as descontinuidades
ou divergéncias aparecem a partir das segundas derivadas, isto é, calor especifico, com-
pressibilidade, susceptibilidade magnética, ... No contexto particular deste trabalho, que

utiliza do formalismo do potencial efetivo para estudar transicoes de fase, o que pode ser

2 Nao cabe ao escopo deste trabalho, mas é interessante ressaltar que, segundo o estudo das leis de
escalonamento [4, secao 1.2], basta o conhecimento de dois expoentes criticos para determinar todos
os outros. Isto pode ter uma utilidade futura para extensao do trabalho. Apesar de nao calculado ao
longo do presente trabalho, é possivel obter com relativa facilidade ao menos dois expoentes criticos
a partir do conhecimento do potencial efetivo. A saber, o expoente do parametro de ordem e da
susceptibilidade.
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observado mais facilmente é: o potencial efetivo da teoria (cujos minimos representam
os possiveis vacuos do sistema), o parametro de ordem (minimo principal do potencial
efetivo) e a susceptibilidade (variacao do pardmetro de ordem com respeito a uma va-
riagdo do campo externo). Observando o potencial efetivo, as transi¢oes de primeira
ordem apresentam na temperatura critica uma coexisténcia de fases, como demonstrado
na figura 1.5, e as transicoes de segunda ordem nao apresentam este fenomeno, como
pode ser observado na figura 1.3. O parametro de ordem do sistema apresentarda uma
descontinuidade caso a transicao seja de primeira ordem e nao o fard caso esta seja de
segunda ordem, observe a figura 1.6a. Por fim, ao observar a susceptibilidade, transi¢oes
de segunda ordem apresentam divergéncia na temperatura critica, como representado na
figura 1.6b. Um exemplo de transicao de primeira ordem é o caso de um fluido simples,
fig 1.1, no qual ocorre coexisténcia de fases distintas durante o processo de transicao. E
um exemplo de transicao de segunda ordem é o caso da transicao paramagneto - ferro-
magneto, fig 1.2, em que nao existe uma temperatura na qual ocorra tanto magnetizacao

espontanea nula (fase simétrica) e quanto magnetizacao espontanea diferente de zero.
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CAPfTULO 2

POTENCIAL EFETIVO A 1 loop

No decorrer deste capitulo, é desenvolvido o formalismo do potencial efetivo em topo-
logias toroidais. Como discutido no capitulo anterior, a transi¢ao de fase sofrida por um
sistema fisico é encarada, no ambito da teoria de campo, como uma mudanca de vacuo.
Dai a utilidade, para um estudo de transicoes de fase, de conhecer o vacuo da teoria.
Com uso do potencial efetivo é possivel investigar os vacuos de um sistema fisico, permi-
tindo acompanhar a evolugao tanto do parametro de ordem quanto de outros parametros
presentes na teoria.

Serao abordados modelos de campos escalares autointeragentes. Os quais sao, de fato,
modelos efetivos e que, como tal, podem ser transportados a diversas aplicacoes; aqui nao
existe pretensao de abordar as aplicagoes, mas sim focar no desenvolvimento do modelo.
Deve ser lembrado que o objeto de estudo, o campo escalar, é bem definido no espaco
euclidiano, visto que sempre existe uma representacao escalar para SO(D). Isso garante
consisténcia em utilizar um numero arbitrario de dimensoes.

Os modelos a serem abordados estarao em contato com um banho térmico de tempe-
ratura T', a qual sera adicionada no sistema a partir do formalismo de tempo imaginério.
O uso desse formalismo motiva iniciar o estudo ja utilizando a forma euclidiana da in-
tegral de caminhos, a férmula de Feynman-Kac, que inclusive é definida com um rigor
matemadtico’ maior do que a forma original [18].

Sera abordada também a possibilidade do sistema de estudo apresentar uma topologia
toroidal. A topologia toroidal pode ser algo natural do espago, como uma dimensao extra
retorcida. Por exemplo, tome uma reta em R, para transforméa-la em um torus basta
identificar o ponto x = 0 com o ponto x = L, assim x+ L = z e a topologia é exatamente a
de um circulo, S. Uma segunda possibilidade é a topologia toroidal ser uma caracteristica

de forma do sistema de estudo, isto é, um objeto em forma de toro. Ou, como sera

L TIsto envolve conceitos como a medida de Wiener. A um leitor interessado é indicado o texto de Glimm

& Jaffe [17].
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utilizado adiante, uma consequéncia de condicoes de contorno. Por exemplo, voltando a
situacao da reta, pode ser definida nela uma funcao f(z) que efetivamente estard em uma
topologia S caso seja feita a identificacao f(x) = f(z + L); note que nesse caso o espago
nao é modificado, mas sim imposta uma condi¢ao de contorno a fungao f.

A proposta aqui realizada é que, uma vez dada a teoria cldssica de campo escalar
autointeragente, obtém-se sistematicamente o potencial efetivo e suas correcgoes, a nivel
de 1 loop, apresentando uma escolha arbitraria da dimensao do espago-tempo e do nimero

de dimensoes compactificadas.

2.1 Teoria Quantica de Campos Euclidiana

O formalismo da integral de caminhos na forma euclidiana serd utilizado. Apenas os
principais resultados serao delineados; para informacoes mais detalhadas sao indicadas as
Gtimas referéncias presentes na literatura [4, 19-23]. O ponto de partida é o funcional
gerador das fungoes de correlagao Z[J],

2] = et = / D ¢~ [ 4PalLs+I@)o(a)] (2.1)

Y

que pode também ser identificado como o funcional gerador das func¢oes de Green ou,
olhando pelo ponto de vista de mecanica estatistica, a funcao de partigao do sistema. J&
W[J] é o funcional gerador das fungoes de correlagao conexas, o funcional de energia, e
é diretamente associado a energia livre de Helmholtz. Lg é a densidade de lagrangiana
euclidiana e J(z) é uma fonte externa arbitraria.

Durante todo este trabalho, as unidades sao tais que h = ¢ = kg = 1, de modo que
tudo é medido em unidades de massa. Surgindo interesse em conhecer algum valor no
Sistema Internacional estas constantes deverao ser reintroduzidas.

O valor esperado do campo no véacuo (0[¢(z)|0)|,_, pode ser expresso em termos do
funcional W[.J],

0l6(x)[0)],_, = / Do d(a)e—tIPocs — L

e, devido a invariancia translacional do vacuo,

(Ole(@)]0}] ,_y = (0le™ "4 (0)e ™10} | ,_y = (0]$(0)|0)] ,_ = v =cte,  (2.3)

é uma constante, nula quando o sistema estiver em uma fase de simétrica e diferente de
zero quando na fase quebrada. Na situagdo com presenga de fonte externa, J(z) # 0,
o valor esperado do campo nao é uma constante, mas sim um funcao das coordenadas,
¢c(x), denominada campo cléssico,

W [J]
6J(z)

¢e() = (0]¢(2)[0) = (2.4)
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Quando na situacao sem fonte externa, J(z) = 0, o campo classico é exatamente o
valor do véacuo da teoria, ¢.(x)|;0 = v # 0. Assim, analisar a transicao de fase a partir
do funcional W se traduz em tomar sua derivagao funcional com respeito a fonte externa
no limite de fonte externa nula. Recordando que as transicoes de fase sao observadas pelo
desenvolvimento de um valor nao-nulo para o valor esperado do campo no vacuo.

A partir do funcional W constréi-se através de uma transformagao de Legendre a acao

efetiva I'[¢.], andlogo a energia livre de Gibbs, um funcional do campo clédssico ¢.(z):

I = [ % J(@)oule) = WIJ), 25)
De modo que a fonte externa é expressa como
ol (o]
J(r) = ——=, 2.6
= 5ote) 20
e a analise do vacuo da teoria consiste em resolver a minimizacao,
o]
=0 2.7
56.(2) (2.7)

J(z)—0

A acdo efetiva é o gerador das funcoes de vértice de n pernas externas I'™ | que sdo
as funcoes de correlacao conexas e irredutiveis. E possivel obter a partir da acao efetiva o
potencial efetivo, que é simplesmente o potencial classico com as correcoes quanticas; este
procedimento estd bem exposto na referéncia [4]. Essa associa¢do é realizada tomando
uma configuracao de campo cldssico constante ¢. = cte o que remove todos os termos de
derivada da acao efetiva. Efetivamente, isto implica zerar os momenta na acao efetiva, o
que equivale a uma remocao de toda a parte cinética, sobrando somente o que definira
o potencial efetivo (f‘\pazo o =V, sendo T a funcao vértice no espago dos momenta).
Zerando os momenta e expandindo, dentro do espaco de momenta, em termos das fungoes

de vértice, obtém-se para o potencial efetivo a seguinte expressao:

Varl0e) = = 3 T = 0l = 1" 28)

Na qual p, = 0 simboliza que todos os momenta externos dos vértices proprios de n linhas
externas, '™, sdo nulos. O vécuo do sistema, v, pode até ser trivialmente nulo, entretanto
¢ mais 1til deixar esta questao em aberto. Assim, o formalismo fica preparado para o caso
de uma teoria com quebra espontanea de simetria, na qual v # 0. Os vértices proprios
podem ser expandidos em loops. Veja, por exemplo, a expansao do vértice préprio sem
nenhuma linha externa na figura 2.1.

Existem varios métodos para se obter o potencial efetivo. O método devido a Coleman-
Weinberg [11] consiste em somar diretamente a série de fungoes vértice. Porém, ao aumen-

tar o nimero de vértices da teoria, a tarefa de realizar a soma infinita se torna trabalhosa,
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.+Q+8+@+

Figura 2.1: Expansao diagramética de I'©),

devido a dificuldade de acompanhar os fatores combinatérios, e potencialmente improdu-
tiva, devido as possiveis dificuldades em reduzir a soma infinita a uma expressao fechada.

Um método mais elaborado, mas que nao serd utilizado neste trabalho, é devido a
Jackiw [24], ele permite computar funcionalmente o potencial efetivo. Este procedimento
foi depois levado adiante na construgao do formalismo 2P1 [23, 25], isto é, que considera
diagramas os quais nao se reduzem mesmo cortando duas linhas internas (two particle
irreducible).

Neste trabalho serd utilizado o método do tadpole, de Lee-Sciaccaluga [12], a ser abor-
dado na secao 2.1.1. Ele é escolhido por permitir uma obtencao mais direta do potencial
efetivo na situagao em que a acao apresenta varios tipos de vértices.

Uma vez obtido o potencial efetivo da teoria, investigar o valor esperado do campo no

vacuo consiste em encontrar um valor v tal que

OVest
e

=0, (2.9)
Pe=v
a obtencao de v # 0 indica que o sistema se encontra em uma fase de simetria quebrada.
Note que a dificuldade do problema reduziu comparado a relagao (2.7), onde era preciso

analisar uma derivacao funcional.

2.1.1 Método de Lee-Sciaccaluga

A acao efetiva a descrever o sistema sera

se= [ {m ole) + 3 T w) + Zéa” } (2.10)

na qual ja foram incluidos desde ja os contratermos, a serem determinados posterior-
mente, associados a renormalizacgao do potencial efetivo. Aproveitando aqui do fato de
se trabalhar com teorias efetivas, nas quais a questao da renormalizabilidade nao é tao
essencial, considera-se um potencial genérico que possa ser expandido em uma série de
Taylor. Obviamente, truncando a série, retorna-se trivialmente ao caso convencional de
potenciais polinomiais.

Para obter o potencial efetivo é necessario que obtenhamos as correcoes devidas aos

loops. Sera utilizado o método do tadpole de Lee-Sciaccaluga [12]. O potencial original
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apresenta as constantes de acoplamento a,, e tem valor esperado no vécuo?® nulo (0]¢|0) =
0. Este é o ponto de vista de uma teoria sem quebra de simetria. Ao supor uma quebra
espontanea de simetria assume-se a possibilidade de existir uma configuracao onde o valor
esperado no vacuo ¢ diferente de zero (0|4|0) = v.

Este novo vacuo v é um novo minimo principal do potencial e pode ser determinado

a partir da investigacao de
ov
ol
o), .

Esta expressao garante que o vacuo v pertence a um dos extremos do potencial. Clara-

=0.

mente, seria necessario ainda investigar se ele € um minimo e se é o principal. Ou seja, é
uma exigéncia necessaria, mas nao suficiente. Deve ser lembrado aqui que ¢. estd sendo
tomada como uma configuragao constante, como realizado na se¢ao anterior.

Supondo v # 0, pode-se observar a reexpressao do potencial definido agora em torno

do vacuo estével?,

Define-se um novo campo ¢, = ¢. — v cujo valor esperado no vacuo é de fato nulo. E

obtém-se as novas constantes de acoplamento b,
oV . a
= S M
o (’9¢” — (m —n)!

= v
pe=v pe=v ~ m=0 )
o0
:Za—mvm_n_za/n+n n’
(m —n)! ,
- n/—0

m=n

Portanto, na teoria que sofreu deslocamento do vacuo, considera-se como variavel de

campo ¢, e os novos vértices e contratermos sao

by = Gmon—, (2.11)
|
0 m:
o0 Um

_ Z_Oaamﬂﬁ. (2.12)

Note que, decorrente da propria definicao, as constantes de acoplamento b, sao asso-

ciadas umas as outras segundo

OFb,,_y,
ovk

Como mostrado na secao anterior, a computagao do valor esperado do campo no vacuo depende da

invaridncia translacional do sistema. E, devido a isto, nao é necesséario evidenciar que as coordenadas

x do campo.

3 Note que para v = 0 retorna-se diretamente ao caso convencional. Implicando simplesmente que o

formalismo pode ser utilizado mesmo que nao exista quebra de simetria no sistema.

by = (2.13)
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Pode-se entao conhecer todas elas a partir da primeira, by, que esta assumindo o lugar de
um termo de massa nesta teoria deslocada.
Como breve comentario, para ajudar a verificar o cédlculo, é 1util pontuar que por

andlise dimensional,

by] =3 — D/2 b =4 D.

Como dito anteriormente, o potencial efetivo pode ser expresso como

[e.o]

1~ n n
Ver(pe) = ZHF ) o = 0)[¢c — v]".
n=1
Derivando uma vez com respeito a v e tomando a situagao em que ¢. = v, tem-se
XA ~
= =T =0),
ov e

onde I'™ representa simplesmente a soma de todos os diagramas com somente uma linha
externa. O ponto caracteristico do método de Lee-Sciaccaluga consiste em integrar a

relacao anterior com respeito a v:

Vi(v) = / dv PO (py = 0), (2.14)

lembrando que a funcgao de vértice é associada aos vértices novos, b,, da teoria. Obteve-se
assim uma forma direta para obter o potencial efetivo. Deve-se prestar atencao ao fato de
que nao foi tomada nenhuma expansao ainda, de modo que este resultado é exato. Agora
serd tomada a expansao em loops e iniciado o processo de computar o potencial efetivo
para cada ordem de [oop.

A partir deste momento, assume-se que o valor esperado do campo (0]¢(x)|0) = ¢, é
o valor do vacuo v e toma-se a identificacao direta ¢. = v. Isto implica que, no ambito
da agao, fala-se somente de a, e de ¢(x). Mas as corregoes utilizam o método de Lee-
Sciaccaluga, trabalhando com os b, e utilizando a identificacao ¢. = v. Reexpressando

equacoes anteriores:
-y L
bn = Clm_t,_nm, (215&)
= e
5bn = 5U,m+nm, (215b)

(2.15¢)

V(o) = / dg. TO(p, = 0). (2.15d)



2.1. Teoria Quantica de Campos Fuclidiana 19

Em nivel arvore a tnica contribuicao para a funcao vértice de uma linha externa é

proveniente do vértice by, sem presenca de propagador. Assim,

Vi (o) = [ o Ty (pa=0) = [donbi = [ o5 - Zan‘f”f .

Este é exatamente o resultado esperado, de que, em nivel arvore, o potencial efetivo é
simplesmente o potencial classico. Em nivel de 1 loop existe somente um diagrama: exa-
tamente o que tem a constante de acoplamento b3, interacao ctibica. Ele esta representado

na figura 2.2.

Figura 2.2: Contribuicao de 1 loop com uma perna externa no caso de uma teoria de
bdson escalar real com auto-interacao. Um tadpole simples.

A funcao de vértice é montada através das regras de Feynman? para o caso escalar:

1 o "

—p 0= = x b X / —_— X — 2.16

e =0 2 ~ (27)P ¢ + by (2.16)
sEeft-r/la acoplamento NI )

integracdo no loop ~ propagador

. b dPq 1
Mgl =0) =2 [ 55
l—loop(p ) 9 (271') q + 1?2

‘/e(ﬁl) /dec 1— loop / ¢C / 2‘

Assim, truncando em 1 loop o potencial efetivo é exatamente

by [ dPq 1
VP =V +/d¢c 3/ 5L, (2.17)

Ressalta-se aqui que este resultado, ainda no contexto de uma TQC euclidiana, é valido
para qualquer potencial classico que possa ser expresso em uma série de Taylor. Esta
generalizagao é garantida por by e bs, os quais carregam as informagcoes do potencial
genérico da teoria. Ou seja, o potencial efetivo a 1 loop para uma grande variedade de

potenciais classicos é conhecido e pode ser utilizado.

4 Evidenciadas na equacao (2.16). Para real aprofundamento as referéncias [4, 19, 21-23] sdo indicadas.
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2.2 TQC em Topologias Toroidais : adicionando temperatura e
compactificacGes espaciais

Até o momento nada foi dito sobre os parametros de controle a serem utilizados: a
temperatura, as compactificacoes espaciais e o potencial quimico. Eles serao introduzidos

diretamente em integrais do tipo

I / A% 1 (2.18)
(2m)P q% + by
a partir do formalismo de espacos toroidais [10, 22].

A introducao de temperatura segue o formalismo do tempo imaginario, elaborado
por Matsubara [7]. A denominacdo tempo imagindrio refere-se a utilizagao da teoria de
campos na métrica euclidiana, situacao na qual é utilizada a variavel real 7 definida como
7 = —it. O procedimento de Matsubara surge de analogias entre o formalismo de teoria
quantica de campos e o formalismo da mecanica estatistica quantica e é aplicavel somente
para estudo de sistemas no equilibrio termodinamico. A funcao particao, no ensemble
canonico, é dada por

Z(B) = Tr e PH, (2.19)

sendo H o operador hamiltoniano e § = %, o inverso da temperatura®. O traco é a soma

por todos os estados possiveis, podendo ser escrito como,

2) = [ do tole o) (2:20)

Representada deste modo, a funcao de particao é a amplitude de transicao de um estado a
si mesmo. O ponto de partida do desenvolvimento formal da integral de caminhos consiste
no calculo destas amplitudes de transicao, como pode ser visto em varias boas referéncias
sobre integral de caminhos [3, 15, 18-21, 26, 27]. A amplitude de transigdo é expressa,

na métrica euclidiana, por
d)('r T ):¢
/ T D e Jarfa e ce (2.21)
(b(Ta.yxa):(ba

Para o caso especial aqui abordado retorna-se ao ponto inicial (z, = x, = x) e a integral

no tempo imaginario 7 esta restrita ao intervalo 0 < 7 < 3, portanto,
2(8) = / D o= dr a7 e L (2.22)
periédico

A periodicidade se traduz como uma condicao de contorno, garantindo que o estado final
¢ igual ao inicial
o(r,2) = o(T + B, x). (2.23)

Escolha de grandezas tomada de modo que a constante de Boltzmann seja kg = 1

5
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Fica claro, na forma (2.22), que ao tomar o limite de temperatura nula, f — oo, a fungao
particao se torna o funcional gerador das fungoes de correlagoes desconexas (ver equagao
(2.1)). O processo inverso, obter a fun¢ao partigao a partir da teoria de campos euclidiana,
exigird que seja adotada a condigao de contorno (2.23).

Efetivamente, a dimensao associada ao tempo euclidiano serd compactificada, dei-
xando de se estender ao infinito e se restringindo a um tamanho g = % A referéncia [2]
introduz em seu primeiro capitulo essa relacao tanto pelo ponto de vista canonico quando
por integrais de caminho, demonstra também a questao das frequéncias de Matsubara
para bdsons e férmions — associadas a compactificagao temporal.

As identificacoes de Matsubara podem ser obtidas no processo de construcao do pro-

pagador livre da teoria, definido a partir da equagao diferencial
(—O0+m*)G(z,y) = 6" (x — y). (2.24)

Devido a condigao de periodicidade, equacao (2.23), a componente de momentum asso-
ciado ao tempo imaginario s6 podera assumir valores discretos, denominados frequéncias

de Matsubara
2mn

77

e a integral com respeito ao momentum se traduzird em uma soma nas frequéncias de

dpo
/ =3 _Z (2.26)

De modo que o propagador da teoria livre se torna

dP-1q e
Z / ¢ TG, ). (2.27a)

n=—oo

Do — Wn = (225)

Matsubara

G(wn,q) = (2.27Db)
(2”7”) +q®+ m2

Malbouisson et al. [10, 22] realizam uma extensao do formalismo de Matsubara ge-
neralizando-o para a possibilidade de compactificacoes espaciais do sistema fisico e in-
troducao de potencial quimico. Sera trabalhado aqui com o procedimento geral onde
serao realizadas d compactificacoes cada uma com seu tamanho caracteristico L, e um
parametro p, associado. E introduzido o fndice o para facilitar a escrita, de modo que
Lo = (Lo, L1,...,Lg—1) = (B, L1,...,La—1) = (B, L;), sendo L; as compactifica¢oes espa-

ciais. As condicoes de contorno estendidas para bdésons,

<

8
8

\_/
I

o(7 + B @), (2.28a)
¢<T;x)z¢(r zi+ L), 1 <i<d-—1, (2.28b)
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introduzem a temperatura e as compactificacoes em direcoes espaciais®.

Elas levam a
obtencao das prescrigoes estendidas de Matsubara para bdsons, seguindo as referéncias

[10, 22], através das identificagoes

dpa  —
— = — 2.2
2m L _Z (229)
2ﬂna .
Pa = —7— ~ ifla: (2.29b)

O parametro u,, quando associado a temperatura, assume o significado do potencial
quimico” y; ele nao significa nada quando associado as compactificacoes espaciais. Na
pratica ocorre py = p e p; = 0, pois associa-se Ly = 3.

Salienta-se que, efetivamente, ao utilizar as identificacoes (2.29) e as condigoes de
contorno (2.28), o sistema estard sendo transportado de uma métrica euclidiana D-
dimensional R? para uma métrica tipo toroidal RP~4 x (S!)?; daf o nome do formalismo:
teoria quantica de campos em espacos toroidais. O formalismo foi recentemente revisado
na referéncia [10].

Por exemplo, tomando o espago-tempo convencional, quadri-dimensional, e implemen-
tando duas compactificagoes, uma para gerar temperatura 5 = 1/7T e outra compactifi-
cando uma direcao espacial em um tamanho L, o sistema se torna um filme infinito
de espessura L imerso em um banho térmico de temperatura 7. O filme apresenta a
condicao de contorno de que o campo é o mesmo na superficie inferior e superior, isto
é, uma condicao de contorno de Dirichlet. Efetivamente, o filme com esta condigao de
contorno apresenta a mesma topologia que um toro.

Voltando a compactificagao gerada pelas identificagoes (2.29), os momenta associados
as dimensoes nao compactificadas serao nomeados coletivamente como q, de modo que,

para um vetor momentum D-dimensional, se escreve

pP= (pOa s 7pd—1aq)'

O célculo a ser realizado a 1 loop tera a forma da integral-soma,

1 Z / dP=dg 1
LOH-Ld—ln 271' D- dq —|—b —|—2 (2772(! iﬂa)2

5Nd—1=

Claramente, existem dois modos de proceder. Um dos caminhos consiste em primeiro

realizar a integracao e depois calcular o somatdrio, e este ¢ o caminho comumente seguido

6 E interessante notar que a condicio de contorno sob as direcdes espaciais ndo precisaria necessari-

amente ser periddica, outras condi¢oes contorno poderiam ser adotadas para compactificar. Neste
trabalho é utilizada a extensao mais natural a condi¢ao de contorno ja adotada para gerar a tempe-
ratura. Esta escolha leva a aplicacao natural do formalismo de espagos toroidais.

Nas referéncias [15, Secdo 3.2] e [26, Secdo 2.4] é introduzido o potencial quimico, utilizando do
formalismo da integral de caminho, em associagdo & conservacao de carga de um campo escalar
complexo.
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dentro do formalismo de espagos toroidais [9, 10]. O segundo caminho consiste em primeiro
computar o somatoério e depois tentar olhar a integracao, que é o caminho comumente
seguido no formalismo de temperatura finita [2]. A vantagem do procedimento utilizado
no formalismo de espagos toroidais é a analiticidade. O modo exposto normalmente no
formalismo de temperatura finita é préprio para situacoes nas quais se deseja somente
aproximacoes e, certamente, é associada ao desconhecimento, na época, da existéncia de
abordagem analitica bem definida.®

A integracao estd resolvida no Apéndice A. Para adequéa-la, basta utilizar as identi-
ficagoes D — D —d, n — 1 e mi — by + Z (27”2‘1 ifte)?. Substituindo e organizando

obtém-se,

D=d_4

_ 1 -2 - <« (2. . \|°
I = = > b2+Z(La —wa) . (2.30)

-1 _ _
10, NG —1=—00 a=0

Ja é possivel perceber aqui, com uso das identificacoes

D—d o\ > Lafta
mg:b% Ss=1—-——7 aa:(_ﬂ-)a ba: 257

a funcao zeta de Epstein-Hurwitz exposta no apéndice B e cuja extensao analitica é

expressa na equagao (B.16). Substituindo e organizando, obtém-se

1:2;5 (by)~ 1+2r(1——)+2222 (

a=0nq=1

D
2

) cosh(ngLafta)

1—

d—1 ) 279
xKp_, (na\/b—gLa> +223 % VG LQ:;E Lo cosh(na Lafie)
2

Nl|s]

a’>a=0nq STt =1

- Za 177%[’3
X cosh(ng Lo fia) KD . <\/_\/n2L2 +n2, )+.._+2d+1 Z 2\/_
2

n0,...,Ndg—1=1

d—1

X Hcosh(naLa,ua) KD . \/_ z:nQL2 , (2.31)

a=0
que é a extensao analitica da soma (2.30), trazendo o aparecimento das funcoes de Bessel
modificadas do segundo tipo (a partir deste ponto chamadas somente de fungdes de Bessel

K).

8

A questao sobre a validade de mudanca no ordenamento da integral-soma é intimamente relacionada a
questao do ordenamento das integrais multiplas antes de inserir a compactificagdo. A integral original
converge para algumas escolhas de dimensionalidade D de modo que vale o teorema de Fubini nestes
casos, garantindo a permutacao das integrais. E, por consequéncia, das integrais e somas. A extensao
para as dimensionalidades divergentes segue os prolongamentos da regularizacao dimensional.

Nl|s]
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Voltando ao caso de interesse (fﬁioop(pa = 0)) e especificando que Ly = [ e que
somente [y = p, sendo todos os outros u; = 0, tem-se

~ r(1—-2) b b e cosh(n 6 J )
(1) _ _ 2 3 3V2 o H aO ( )
Pt =0 = M {Za PR
> cosh
+oe 207 E : d—1 (ZO@;/“‘) o
nQ,eeyNg—1=1 (Za—o aLa) 4

Fica entao faltando obter, com uso deste resultado, o potencial efetivo da teoria.

2.2.1 Potencial efetivo

Como ja visto, a correcao de 1 loop do potencial efetivo é computada com uso da
equagao (2.14).

No caso da correcao de 1 loop, o calculo do potencial efetivo é facilitado por um

detalhe: o fato de Fllioop(pa = 0) depender linearmente de b3 e ser fungao de by. Como

toda a dependéncia em ¢, estd contida em by e by obtem-se, utilizando a relagao (2.13),

[ 0. vaPita) = [ ae. df;i ) = [ o F(b).

Computando a integral,

B cosh(nof ,uéao)
S ()

a=0nq=1 (nOéLOé)

2d71bT 0 h
2 Y cosh(mobi) —pe, (2.32)
(27T) 2 nQg,...,Nd—1=1 (Za:O naLg) 4 :
€ com -
bQ = Z am+2%, (233)
m=0 )

pode-se simplificar a notagao e o potencial efetivo é reescrito como

Ver(e; B, Li, 15 an) Z%QMZ&W ra-3)

D (4

D
2

by

\_/
Nl|s] MlU

+/db2 WD,l(ﬁaqua b2)
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Fica restando somente uma integracao, que depende diretamente da integral sobre as
funcoes de Bessel K. Identificando o somatério nos tamanhos de compactificagao como A,

computa-se que

D—
b 4
Fh(A,by) = ﬁ[(ﬁ(/l\/b_z),

2027 cse(Dr/2)
A T(-DJ2)

O segundo termo é completamente independente de by (e, portanto, de ¢.) e podera

ser descartado no processo de renormalizacao®.

Ressalta-se que este termo deixado de
lado ¢ finito. Ignorando o fator A sabe-se exatamente o resultado do termo esperado para
cada dimensionalidade. A saber, em D = 4, o termo 27?1 se(Dr/2) o igual a 4 e, em

I(1-D/2)
D = 3, igual a v/27.

Assim, o potencial efetivo nao renormalizado assume a simples forma

Vi3 B, Lis s ) Z‘% +Z&Lf‘¢ +1—)

onde L; representa somente as dimensoes espaciais compactificadas.

m\b

b — QWD O(B Lz, Jv b2) (234)

v
N|e) l\)lb

Falta somente ajustar os contratermos e obtém-se o potencial efetivo pronto para ser
utilizado. O limite para o “bulk” (situacao na qual as dimensoes espaciais sao ilimitadas,
L; — o0) e sem temperatura (5 — oo) zera as fungoes de Bessel. Isto consistentemente
elimina completamente a contribuicao do termo W¥ , de modo a restar somente a con-
tribuicao esperada da teoria euclidiana. Ou seja, o limite do bulk efetivamente remove a

teoria da topologia tipo toroidal.

2.2.2 Restricoes sobre a funcao W

No limite de baixas temperaturas (8 — c0) e sem compactificages espaciais (L; — 00)

é necessario lidar com

X—o00 XV X—oco XV
que naturalmente converge caso /by seja real, exigindo assim que by, > 0.
Outra exigéncia que surge é associada somente a temperatura e ao potencial quimico.

Note que

. K (Xvb) e+ e "N K (X VD)
L S (L S X

Considerando p > 0 nota-se que o termo e#X nao é convergente no limite de X — oo.

Assim,
eMX 4 emnX oXVbo

lim

X—oo 2 Xv '’

9 De fato, ele é eliminado na exigéncia comum de que Vig(¢p. = 0) = 0.
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que converge somente caso |p| < v/by. Isso traz um limite da boa aplicabilidade do
modelo. Nao é possivel tratar de qualquer potencial quimico, somente daqueles que se
encaixam na restricao. Essa mesma restrigdo é encontrada também na referéncia [15, Sec.

3.2], no contexto de temperatura finita sem compactifica¢oes espaciais.

2.3 Correcbes nos parametros

Precisa-se agora adotar uma prescricao de renormalizacao, antes disso sera feito um
breve interlidio para deixar claro como obter os parametros corrigidos da teoria.
Os parametros efetivos da teoria sao dependentes dos parametros de controle 3, L; e

1 segundo

d"Veg d"vy
dQS? $e=v d¢? Pec=v

Note que eles dependem do valor do vacuo v, ou seja, da fase do sistema. Na fase

a(v; B, Ly, 1) = = b, (v) + b, (v) + (2.35)

simétrica (desordenada), ocorre simplesmente v = 0. Deve-se entdo atentar a questao
da fase no processo de renormalizagao. Caso exista interesse somente na fase simétrica,
adota-se simplesmente v = (0. Obviamente, isto restringe a validade do estudo, invalidando
a aplicacao a fase quebrada.

Algo importante é saber derivar V; com respeito a ¢.. E possivel generalizar este
calculo, pois V; depende de ¢. somente através de by, permitindo assim realizar a regra

da cadeia. Derivar com respeito a by é direto:

d"V; L P(352), oo "
=(=1)" b, 2 —— Wpn(B, Li, 11;bs). 2.36
by (=1) 2(47)% p T T 5 DB, Li, 115 b2) (2.36)
A relacao entre ‘ﬂ,{l e d;b? é combinatoria,
dn‘/'l n' d”1+~~+nd
= bt ———— V. 2.37
do? Possib%;dades nyl .. onglmy!. . myg! ™2 md+2dbgl+“'+nd ! ( )

Esta relagao combinatéria pode ser visualizada diagramaticamente. Desenha-se um
loop e dele saem linhas (linhas externas) devido a presenga de vértices. Um vértice b,,, 12
tem m; linhas externas. Os m; identificam entao os tipos de vértices presentes. Os n;
indicam quantas vezes cada um destes vértices se repetiu. Assim, ) . n; registra o nimero
total de vértices e n =) . n;m; registra o nimero total de linhas externas.

As possibilidades podem ser percebidas diagramaticamente. Dado um nimero n de
linhas externas desenha-se todos os diagramas de 1 loop que podem apresentar n linhas
externas. A partir disto, verifica-se em cada diagrama destes os vértices presentes e suas
repeticoes para poder obter o fator multiplicativo dado pelos fatoriais.

Esta representagao diagramatica é exibida na figura 2.3, onde sao colocados todos os

diagramas possiveis para representar a quarta derivada (n = 4). A informacao colocada
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> QO L

m1—1 2 1—1??12—3 ml_4
ny =4 n1—2 1 =2 n1—11n2_l ny =1

Figura 2.3: Diagramas associados a n = 4 e os respectivos valores de n; e m; associados
a cada diagrama.

na figura dos valores de m; e n; permite uma melhor compreensao do significado de cada
um.

Por questao de clareza, apresenta-se aqui as primeiras ordens:

v, . dw

_ .0 2.
d¢c b3 db27 ( 38&)
A% dvi  ,d*V,
dqzﬁ; = big, T db21’ (2.38b)
BV, dv; PV, dV;
d(bsl _ b5 db; 3b4b3ﬁgl + bng%l’ (238C)
d*V, dV; dQV d*V; d*v
W‘f - bﬁdT; + (4bsbs + 362) =5 a7t 6b4b3 db; + b db;. (2.38d)

A escolha do procedimento de renormalizacao é importante. Todas as prescrigoes
validas de renormalizacao concordam no resultado quando consideram-se todas as or-
dens da expansao perturbativa (ou seja, soma de todos os infinitos diagramas). Esta
concordancia, porém, nao é garantida para séries truncadas, e de fato nem é esperada
nesta situagao. Além disto, nao ha como saber, a priori, qual o melhor procedimento
de renormalizacao a ser utilizado. Por melhor procedimento, refere-se a uma prescricao
que permita obter com menos termos algo mais proximo do resultado exato ou carregue
aspectos importantes da teoria. Outra questao problematica é que no contexto de teoria
quantica de campos em espagos toroidais, trabalhado aqui, a teoria de renormalizacao

nao foi completamente desenvolvida ainda'® [10, 22].

2.4 Prescricoes de renormalizacio

No caso sem temperatura é sabido [3, 22, 28] que as prescri¢oes de renormalizagao de-

finindo alguns parametros como sendo medidas experimentais é realmente valida. Varios

10O problema da prova esta associado a sutileza de que ao trabalhar com diagramas de ordens su-

periores os somatérios nos momenta quantizados nao comutam com as integrais nos parametros de
Feynman. Este é um problema em aberto no formalismo de Espacos Toroidais.
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procedimentos poderiam ser aqui utilizados, qualquer um deles requer uma futura analise
via grupo de renormalizagdao que, infelizmente, nao cabe no escopo deste trabalho. O
estudo da renormalizacao para temperatura finita e também para espacos toroidais nao
esta fechado na literatura, nao tendo sido provada completamente a renormalizabilidade.
Na referéncia [22, sec 10.5] é realizado um estudo, ainda nao encerrado, sobre o assunto.

Em geral [9, 10], é realizada uma supressao de infinitos evidenciados pela regularizagao
zeta. Este procedimento apresenta a desvantagem de os parametros da acao deixarem de
carregar significado fisico claro devido a inexisténcia de condi¢oes de renormalizacao que
os definam. Isto se assemelha & situagao das prescrigoes de subtragao minima (MS) e
subtragao minima modificada (MS).

Outros procedimentos!! sao também possiveis, e permitiriam recuperar o significado
fisico direto dos parametros. Citamos aqui a definicao de condigoes de renormaliza¢ao no
vécuo instavel (onde se toma o limite 7' = 0 supondo v = 0) e a defini¢do de condigoes
de renormalizagdo na fase quebrada olhando o vécuo estavel (T = 0 mas agora v #
0). Além de vérias outras possibilidades. E importante pontuar que o procedimento de
renormalizacao no vacuo instavel, a ser apresentado na sec. 2.4.3, quando tomado para
todas as constantes de acoplamento da teoria, se mostra equivalente ao procedimento de
supressao de infinitos, recuperando entao a interpretagao fisica direta dos parametros da
acao.

Tanto o procedimento de renormalizacao por supressao como a renormalizacao no
vacuo instavel podem trazer, a 1 loop, o inconveniente de os resultados nao serem reais.
Este problema foi percebido ja em Jackiw [24], onde é argumentado que este é um efeito
de 1 loop e que seria corrigido caso fossem levadas em consideracao corregoes superiores.
De fato, outros modos de abordar o problema somando mais diagramas de Feynman

encontram uma expressao puramente real, como o formalismo 2PT [25, 29] e a aproximagao

de N grande [30].

2.4.1 Subtracio Minima Modificada (MS)

Este procedimento de renormalizagdo estd presente na literatura [28] e consiste em
simplesmente remover os termos divergentes e a constante de Euler-Mascheroni (yg). A
aplicacao deste procedimento serd dependente da dimensionalidade. A divergéncia do
modelo apresentado, proveniente das fungoes I'(1 — D/2), se apresenta somente para as

dimensionalidades pares, de modo que somente estas precisarao de tratamento. Para

1 FExiste ainda a possibilidade de fixar as condicdes de renormalizacio na fase simétrica definindo uma

temperatura de renormalizacao; o que nada mais seria do que a temperatura na qual as medidas
experimentais dos parametros sao realizadas. Infelizmente nao cabe ao escopo deste trabalho uma
exploracao da validade deste procedimento.
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D = 4 — 2¢ a divergéncia serd

P(1-%) 2 (p=1-2) b3
2 L

1-— g bg .
—D(47r) 4(47r)21“(—1+5) [1+§ —61HE] -

1 £ bg B b% 1 3 bQ
= 4(471')2 |:—g+’7E—1:| {1+§—EIDE:| = 4(471')2 |:—E+VE—§+1HE (239)

Aplicando a prescricao MS os dois primeiros termos sao removidos, o potencial efetivo

fica como,

o)
a b2 3 bg

V(5 8, Liy pt;00) = Y —¢" + —2= | == +In—5 | — 2Wpo(B, L, 3 b2).  (2.40
(@3 5, Li, 1 ) ;n!¢ rrs el R po(B, Li piby).  (2.40)
A tnica modificacao extra foi a adicao de uma escala mpg arbitraria. Ela precisa ser
adicionada para tornar o argumento do logaritmo adimensional. Prescri¢oes de renorma-
lizacao baseadas em medidas de parametros levam a adicao natural de uma escala. As
prescrigoes de subtragao nao apresentam esta escala natural, daf a necessidade de colocé-la

“a mao”.

2.4.2 Supressao de Infinitos

O procedimento de supressao de divergéncias pode trazer a recordagao o esquema de
subtragdo minima (MS), onde apenas as divergéncias sao eliminadas, e o esquema de
subtracdo minima modificada (MS), onde tanto as divergéncias quanto as contantes de
Euler-Mascheroni sao eliminadas. Aqui ocorre algo maior, uma remocao completa do
termo que geraria as divergencias, o que pode ser visto também como um eliminacao das
contribuigoes independentes da temperatura e da extensao espacial.

Este é o procedimento mais simples para remocao das divergéncias e é seguido pela
ref.[10]. Toda divergéncia é gerada pelas fungoes gama presentes no potencial efetivo. Ao

realizar a supressao, ocorre, para o potencial efetivo
[e's) an
‘/eff(ch; Ba Li7 H; an) = Z _'¢c - 2WD,0(6a Lia 15 b2)7 (241)
“— nl

ou seja, os contratermos eliminam completamente o termo de funcao gama e a unica
contribuicao que permanece é a da funcao W.

Infelizmente, este tipo de procedimento, tal como na MS e MS, nao traz consigo uma
definicao de escala e perde contato com o significado os parametros a, como algo a ser

medido experimentalmente.

2.4.3 Condicao de Renormalizacdo no vacuo instavel

Este procedimento de renormalizacao consiste em tomar a prescrigao

a(v=0,8 — oo, L; = oo, i1 — 0) - ay,, (2.42)

n
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definindo os parametros a,, da teoria no regime euclidiano: sem presenca de temperatura,
compactificagoes espaciais ou potencial quimico. Chamamos este vacuo de instavel, pois,
em tese, os sistemas a serem estudados estao na fase quebrada quando a temperatura é
nula (8 — o0), de modo que v = 0 nao é o vacuo verdadeiro da teoria.

Atencao que isto nao é necessariamente realizado para todos os aeﬂc

somente para os
a, presentes originalmente na acao.
Caso a renormalizacao seja tomada para todos os coeficientes da teoria indiscrimina-

damente obtém-se:

arv;
a (v =0; 8 — 00, L; = 00, it — 0) = ay, + da, + L (2.43)
d¢ L;—o00,u—0
_darvy
oay, = =0, f—00 2.44
¢ d¢” L¢agf,uﬁ0 ( )
No potencial efetivo, a contribuicao dos contratermos é
—Zdnvl O b B oL oo 0) = LT INE
dop 1L530Soml — 0 a pim)® * 7

Deste modo, esta prescricao de renormalizacao tomada para todos os parametros da

teoria traz

% an ..
Vest(@¢; B, Li, s an) = E ﬁébc — 2Wpo(B, L, 13 ba), (2.46)
n=0 ’

que é exatamente o mesmo resultado que se obtém ao realizar a supressao das funcoes
gama. A diferenga é que aqui se ganha contato com o significado fisico dos parametros da
teoria. Os parametros a,, sao as constantes medidas pelo ponto de vista do vacuo v = 0 no
limite a uma teoria de campo sem nenhuma compactificagao espacial, sem temperatura e

sem potencial quimico.

2.4.4 Condicao de Renormalizagcdo no vacuo estével

Renormalizar no vacuo estdvel é uma solucao natural a insatisfagao gerada pela secao
anterior, onde é sugerido realizar o procedimento de renormalizagao a partir de um ponto
de instabilidade do sistema.

As condigoes para renormalizar no vacuo estavel sao simplesmente
a (v # 0,8 — 00, L; = 00, i1 — 0) = a,. (2.47)

Mais a frente, o trabalho sera restringido a andlise da fase simétrica. Apesar de
rapidamente exibida aqui, a renormalizacao a partir do vacuo estavel da teoria quebrada
nao serd utilizada, pois introduz parametros novos (o valor do vdcuo v em temperatura
nula) e termos a mais no problema. Além de dar preferéncia a andlise da fase quebrada,
quando nosso anseio principal é observar a transicao de fase a partir do ponto de vista da

fase simétrica.
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2.5 Quadrado da massa

Em algumas situacoes'? o controle sobre a transicao de fase é efetuado pelo parametro
de massa quadrada. Serd exposta aqui a expressao exata do parametro de massa e entao
realizadas especificagoes para casos de interesse.

Utilizando as equagoes (2.35), (2.38b) e (2.36) monta-se diretamente:

D—2

bib, 2 2—D
ajgﬂ:bQ—}—(st—}— 172 DF( >+b4WD,1(B7L7/L;b2)
2(4m)> 2

D—4
bib, % 4—-D b3
T (557 ~ S Woals Lt (249

e nao deve ser esquecido que a fungdo W é definida em (2.32).
Ao realizar a supressao de infinitos (representada por simplicidade por sup), ou tam-
bém adotar as condicoes de renormalizagao no vacuo instavel para todos os parametros

da teoria, obtém-se, diretamente,

b2
ag'|  =by+ baWp (B, L, i3 b2) — §3WD,2(57 L, p;b2). (2.49)
sup
Para a fase simétrica em uma teoria com as = 0,
agff = Q2 + a4WD,1(ﬁ7 L7 o2 (12). (250)
sup

Para o caso da subtra¢ao minima modificada (MS) em dimensionalidade fmpar, nao
existem contratermos. Ja para a dimensao D = 4 — 2¢, se faz necessario analisar as duas

funcoes gamas. Da primeira tira-se que

D-2
2 2D
b4b, F( ): bsbo |:1_81n£:|r(_1+8):

2(4m) 7 2 2(4m)? mi,
b4b2 bg 1 b4b2 1 bg
B CHN IS P Y 1) = - —1+n—2| (251
2<4w>2[ mEK T > 2(4@2[ R ”mE} (251
e, da segunda,
©2b,T _[(4—D B2 b
~ 22 () =t [l—eln— [T (e) =
aam? N2 ) T o [ g | T
b2 by ] [1 (1 by
_ lmeln2||2cnpl =B |2 2. (252
2(4#)2[ c nmE} L 74 dame | gy (252)

Assim, ao aplicar a MS para a dimensao D = 4 — 2¢ encontra-se

bab b b3 b
eff — 472 — 2 3 2 :
Sl =00 i |1 ] a0 L)
2
—%W4,2(5>L>H;b2) (2.53)

12 Como no estudo da transicdo de segunda ordem associada ao potencial ¢*.
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e, no caso da fase simétrica ¢. =0 e com az = 0,

a4a9
2(4m)?

agﬂ

=ay+ { 1+In mZE] + asWaq1 (8, L, p1; az). (2.54)

2.6 Alternativa : Soma de diagramas daisy via recorréncia em 1

loop

Nesta se¢ao sera explorada uma técnica simples que, pelo ponto de vista do quadrado
de massa, ¢ equivalente a duas outras técnicas presentes na literatura: abordagem 2PI
com aproximagao de Hartree-Fock [31] e também a aproximacao de N grande [4]. Todos
estes formalismos tém em comum que a correcao na massa leva em consideracao todos os
diagramas daisy e super daisy (diagramas em forma de margaridas). De modo genérico

os diagramas do tipo daisy e super daisy sao representados na figura 2.4.

Figura 2.4: Representacao de um diagrama do tipo daisy, a esquerda, e do tipo super
daisy, a direita.

Uma opgao simples que permite obter todas as contribuicoes de diagramas daisy e
super daisy € realizar a cédlculo a 1 loop supondo que o propagador das correcoes é o

propagador completo da teoria. Assim, o que é modificado é simplesmente:

—1 —1
Z10, — R (2.55)
onde .
eff T
bt = S +mZ:1am+2m. (2.56)

Claramente, nao é necessario repetir todas os calculos para este novo caso. Basta

aproveitar o que tem sido feito. Por exemplo, o parametro a$® serd, agora,

b0 /2D
(2)5 F( 5 )+b4WD,1(57L7M;b§H)

b3 (bs™) 7 (4 - D) b3 *
- 7 By L, be5). (2,57
2(4m)z 2 p2(f, Lo g ). )

aSt = by + by +

4r)

e, restringindo-se a fase simétrica v = 0 dentro de uma teoria onde az = 0,

as(as"™) ">

2(47) T

agﬂ— as + day —|—

2—D
F ( 9 ) + a4WD,1(67 L7 2 agﬂ)' (258)
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Na presente aproximacao, nao € possivel definir condi¢oes de renormalizacao que definam
as € a4, elas nao eliminam de fato as divergéncias, que estao agora associadas diretamente
a a$®. Um dos procedimentos coerentes'® é tomar uma renormalizacido por subtracio, que
pode ser minima (MS), minima modificada (MS) ou simplesmente a proposta de suprimir
completamente o termo que traz a divergéncia.

Realizando a renormalizagao por supressao de divergéncia,

agﬂ =as + a4WD,1<ﬂ7 La 1 agﬁ)' (259>
A correcao através de MS também pode ser obtida diretamente, baseado no célculo de 1
loop, como
eff CL4CL§H agff . eff
as =as+ 2(dn)? -1+ hlm—% +asWy1(8, L, pi; a3, (2.60)

para a situagao de D = 4.
A presenca da recorréncia gera uma equacgao que descreve a correcao tomando todos
os diagramas daisy e super daisy. Isto pode ser mostrado graficamente ao notar que a

equacao é de fato

M? =m? + X, (M?), (2.61)
onde Y é a correcao gerada pelo tadpole, o diagrama de 1 loop.
dPq 1
Sp(M?) = 2.62
00 = [ ey 202

notando aqui que esta contribuicao é gerada pelo propagador completo, por isso se escreve

a massa M?2. Esta relacao pode claramente ser reescrita como
-G '=-D7"+ %(M?), (2.63)
onde G é o propagador completo e D é o propagador em nivel arvore. Invertendo-a,
G=D(—-%M*)D)' =D+ DS(M*)D + ...+ D(X(M*)D)* + ..., (2.64)

cuja representacao diagramética é exibida na figura 2.5.

Figura 2.5: Representacao diagramatica da relacao (2.64). As linhas espessas representam
o propagador G(M?) e as linhas finas o propagador D(m?).

Em uma teoria a 1 loop tem-se ¥ (m?) e a tnica contribuicio - obviamente - é o
diagrama com 1 loop. No caso presente tem-se Y(M?). Pode-se entdo realizar uma

recorréncia, ou seja,

2y (M?) = / (;lﬁ)qp G = / (;ZW)Q’D (D + DSy(M)D + .. ] (2.65)

= El(mQ) + EQ(mZ)Zl(M2) + Zg(mZ)[El(M2)]2 + 24(7712)[21(]\42)]3 4+

13 Existe também o ponto de vista de primeiro renormalizar e depois realizar a soma de diagramas

daisy. Assim, ao invés de renormalizar a teoria de interesse, renormaliza-se uma teoria intermedidria.
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que estd expressa diagramaticamente na figura 2.6.

o o 9 . do

Figura 2.6: Representacao diagramatica da relagao (2.65). As linhas espessas representam
o propagador G(M?) e as linhas finas o propagador D(m?).

Parando aqui, tém-se todos os diagramas daisy. Seguindo em frente na recorréncia
obtém-se todos os diagramas daisy e super daisy. Isto fica claro ao observar as figuras 2.5
e 2.0.

2.6.1 Correcao sobre ay

E ainda possivel obter a correcao sobre o parametro a, na teoria recorrente. Neste
caso, esta corregao nao é equivalente ao que se encontra no formalismo 1/N, tal como foi
obtido para a correcao sobre as.

A corregao renormalizada por supressao sera
eff 3 eff
ay = a4 — §G4WD,2(ﬁ> L, p;a3"). (2.66)

Diagramaticamente, esta correcao representa simplesmente um diagrama de super daisy

onde uma das bolhas tem 4 pernas externas.

2.7 Resumo de Resultados

Nesta secao serao reexibidos os resultados que foram obtidos ao longo deste capitulo
para facilitar o uso futuro.

Partindo de uma acao do tipo (2.10),

se= [ a” {m 00t + 3 o) + 3 Tt }

n=

foi realizado um deslocamento no vacuo do sistema para encontrar novos vértices e contra-

termos,

m=0

> m

N, O

- Qm+n 1
m:

m=0

Este deslocamento permitiu utilizar o método de Lee-Sciaccaluga para computar a

correcao de 1 loop no potencial efetivo. Assim, obteve-se que o potencial efetivo corrigido
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a1 loop é

D
—b22 _2WD,0(67Li7M;b2)’ (267>

‘/;}H(qsc;ﬁ)Li)u;GN) = 4 >f
I

N

3
gk
|@
— | 3
-
073
+
3
1]
3‘8"
|3
o073
+
;\E
|
Sl

tendo sido, por simplificacao, definida a funcao W como

D72k d—1

Wos(h L) = 2y 3™ 3 M) e (1,1,/5,)

2 a=0nqs=1 (naLa)

Qd’lbﬁ = cosh(noﬁ,u) =
4+ — Kp_a nng\/b_ . 2.68
(2m)% Z (CogmaL2) 5 e Z ) 28

As correcoes sobre cada parametro da teoria sao computadas a partir do conhecimento

do potencial efetivo,

d"Veg %
= b,(v) + b, (v) +
o7 loms (v) (v) do

onde a iltima derivada nao precisa ser realizada passo a passo, podem-se utilizar os

a’iLﬁ(/U; 57 Li7 :u) =

, 2.69
. (2.69)

métodos combinatérios expostos anteriormente. As primeiras correcoes sao

dvy dVi
= 2.
d¢c bg db ( 70&)
d*V; dVy d*Vy
=b + b —— 2.70b
dep? PR (2.70D)
d*v; dVi d*v; Vi
=b + 3byb b3 — 2.70
a3 P, T T (2.70c)
d*v; dVi d*v; Vi d*vi
= bg—— + (4bsb b; byb? by —— 2.70d
dgi ~ Vogp, T (Absba o+ 303) " 4 Ghubs g + Ui (2.704)
sendo a derivada com respeito a b, bem mapeada,
dn‘/l _1F(2n;D> D—2n ( 1>n1
by ( ) 2(4#)% 2 D) D, (5 % 2) ( )
A correcao sob o termo as €
bibyT  (2-D
a’2 - b2 +6b2 + 2?4;_)1;11 ( 9 ) +b4WD,1(67L7M; 62)

D—-4
b3, F(4—1)

2(47)% 2 ) bgWDz(ﬂ,L piba). (2.72)

Restringindo ao caso as = 0 e aplicando as prescri¢oes de renormalizagao introduzidas

encontra-se

sup
eff 403 as
- ; |Tlth—5 Waa(8, L, 2.74
% | =%t 2(4r)?2 { - nsz} +asWia (B8, L, j1; az), (2.74)
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a primeira relagao utiliza da supressao de infinitos e a segunda da subtragao minima
modificada.

Outro modelo é também introduzido, que permite somar por todos os diagramas daisy
e super daisy, através deste formalismo a correcao do termo as ja com uso da supressao

Daisy) . (2.75)

de infinitos é

eff . eff
Ay =as + a4WD,1 (Ba LJ 1 Qg

Daisy
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CAPITULO 3

$»* com COMPACTIFICAGAO ESPACIAL

Neste capitulo, é realizado o estudo de transi¢oes de fase de segunda ordem no modelo
¢*. O estudo serd baseado na observacao do parametro de massa, o qual controla a
transicao de fase neste caso, e serd realizado a partir da fase simétrica.

Serao mostrados resultados associados a trés procedimentos distintos. Cada um apre-
senta seus problemas e suas vantagens. Por exemplo, ao se utilizar o formalismo da soma
nos diagramas daisy e renormalizar por supressao de infinitos, ganha-se a vantagem de
nao existirem termos imaginarios. Porém, perde-se a possibilidade de adicionar poten-
cial quimico no sistema e, além disto, perde-se a concordancia com Ginzburg-Landau.
Os formalismos de 1 loop sem recorréncia se mostram consistentes com a aproximacao de
Ginzburg-Landau, mostrando que ela - aparentemente - é um efeito de 1 loop. Ao tomar o
formalismo de 1 [oop e renormalizar através da supressao de infinitos, ganha-se o problema
de contribuicoes imaginarias no quadrado de massa. Isto pode ser contornado fazendo
uma restricao ao caso real, ou - como também ¢ feito - adotando uma prescricao dife-
rente. Na prescricao da subtragdo minima modificada, nao surgem termos imaginarios e é
possivel introduzir o potencial quimico; o problema que surge é a necessidade de constante
de acoplamento e escalas muito grandes.

De modo geral, é observado que os sistemas com compactificacao espacial apresentam
um comprimento minimo de compactificacao abaixo do qual nao ocorre transicao de
fase. Além disto, este tamanho minimo depende da quantidade de dimensoes espaciais
compactificadas: quanto maior o niimero delas, maior o comprimento minimo.

Nas situagoes em que é permitido o uso do potencial quimico, seu efeito principal é a
geragao de uma separacao das curvas de coexisténcia de fase no “bulk” (situagao sem com-
pactificagoes espaciais), através de diminuicdo da temperatura critica para aumento do
potencial quimico, nao apresentando nenhuma alteracao quanto ao comprimento minimo

do sistema.
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3.1 Formulacao

A acgao euclidiana do sistema é

Sg = /de {%@gb(m)@“gﬁ(w) +m2¢2(£) + )\¢4(x) + 5m2¢2( ?) + 5/\¢ (z )} . (3.1)

2 4 2 4]

Aplicando o resultado, exposto na secao 2.7, do método do tadpole associado ao forma-

lismo de espacos toroidais, podem ser utilizadas as identificacoes, para o modelo exposto

na agao acima, as = m?, ay = A e a, = 0 para os demais. Assim, by = m? + \¢?/2 e

by = A. O potencial efetivo nao-renormalizado da teoria a 1 loop, pela equagao (2.67), se
escreve
¢4

2¢2 ¢t T(1-D/2)

o % A+
2 D(4m)D72

- 2WD,0(67 2 LZ; m2 + A¢z/2)7 (32)

Vet = + A +om (m? + \p?/2)P/?

a fungao W se mantém como em (2.68).

A correcao nos parametros da teoria é computada, como visto anteriormente, tomando
d"Veg
dop
Aplicando isto aos dois parametros (m? e \) presentes e utilizando Vg dado pela equagio

(3.2), obtém-se

GZH(UE ﬁu Li; N) =

(3.3)

¢c:v.

v? A )\” 2—D
mZz(v; B) = m+/\ +5m —|—5/\ + (m” + ) F( )
2(47) T 2
+ AW (ﬁ L 2+)\U2) A (m? +A”2)D ] ( >
y Moy L3 TN Y
D,1 H 9 2(47r)
)\2 2
° WD,Q (ﬁ Lum )\%) ) (34)
I (4L 2\ 2o (=2 2\ 770
Aeff = A+6A—3/\2(—2D) (m2 +/\U—> +6A3v2(—2D) <m2 +AU—)
2(4m)=z 2 2(4m)= 2
I (552) v\ T 3N v?
) (o YT B )
v 2(4#)% m 5 p2 | B m 9
3)\3 2 Ayt

+

2 2
WD3 (6vlua Llam2+A%> WD4 (/B,M, Ll7m2+/\%) . (35)

Esse formalismo, com presenca de v, permite investigar a fase quebrada do modelo
¢*. Além disso, o conhecimento do potencial efetivo a 1 loop permite obter a evolucao do
parametro de ordem ¢, além de permitir a obtencao de expoentes criticos da teoria. Este
trabalho, porém, se restringirda ao estudo da regiao de criticalidade. Para tal, concentra-

se no estudo do parametro de massa quadrada, visto que, no modelo ¢*, para descrever
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transicoes de segunda ordem, é o parametro de massa que controla a transicao de fase.
Além disso, pode ser adotada uma restricao a fase simétrica, onde v = 0. Isso também
significa observar o sistema através do ponto v = 0, que é o minimo verdadeiro na fase
simétrica, e se torna um ponto instavel na fase quebrada. Na fase simétrica, ainda sem

renormalizar, obtém-se, fazendo v = 0 em (3.4),

Am?) 7= (2—D) 2
2(4r)z P\ =5 ) T AWba (B, Lism®). (3.6)

Seguindo o capitulo 2 utiliza-se a prescricao de supressao - vista como equivalente

m2g = m® + om® +

a tomar condigoes de renormalizagao no ponto de instabilidade - reobtendo, assim a

expressao (2.73),

2
Meg

=m? + AWp (B, L, i;m?). (3.7)

sup

Sera adotada também a prescrigao de subtracao minima modificada, reobtendo a ex-

pressao (2.74),

)\ 2 2
=mP [—1 +In 2—2} AW (B, L, iy m?). (3.8)

m
MivE 2(4r)? 2

Um procedimento alternativo é utilizar o formalismo 1 loop recorrente com a prescrigao

de supressao, ver secao 2.6, de onde tira-se que

2
Mg

= m2 + )‘WD,I <Ba La Hs msz ) : (39>
Daisy

‘ Daisy

3.2 Regiao de Criticalidade

Nesta secao sera preparada a relagao que permite gerar a curva critica em que ocorre a
transicao de fase. A transicao de fase ocorre quando o sistema se encontra na temperatura
critica, convenciona-se aqui chamar de curva critica a curva de temperatura critica do
sistema, que pode depender das outras variaveis de controle disponiveis: L; e pu.

Enquanto for possivel, a dimensionalidade D do sistema serd deixada em aberto. O
nimero de compactificagoes espaciais d — 1 também serda mantido em aberto. Para a
realizagao do estudo é conveniente definir parametros adimensionais utilizando |m| como
escala. Note que refere-se a |m| pois o sinal de m? ainda nao é conhecido. As novas

1

definigoes” serao:

1 1 2
— _ el e (3.10)

T mE N T mn T T ) Jme] e

Nao confundir com notagoes antigas do texto. Na secao 2.2 7 foi utilizado para representar o tempo
imaginario e agora representa a temperatura adimensional do sistema.

1
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que levam as reescritas de (3.7),(3.8) e (3.9):

D/2—1

MZ| = sgn(m?) + Alm|”~*[sgn(m?)]

sup

WD,1(7'7 Xis Vs sgn(m2))

(3.11a)

A m?
—_ 2 _ 2 A 2
= sgn(m?) + SIeTSE [ 1+1In p— ] + A/sgn(m2)Wya (T, x4, 75 sgn(m?))

E

(3.11Db)

125 ) (3.11¢)

= sgn(m?) + Alm|P~ (M|

(Ta Xis 73 Mlef

Daisy

onde a nova funcao W é

Wo (T, Xi: 73 S 2 Z i cosh(0 On%%:)KDQ% (\/gna/xa>

za(]nal na/XOc 2

2d-1 s cosh(nw/T) i
ot Y s Koo [ VS, Y n2/x2 ] (3.12)
(27T) 2 n0,...,Nd—1=1 (Za 0 a/Xa) 4 a=0
Aqui foi definido por simplicidade yo = 7, deve ser lembrado que d é o nimero de

compactificagdes presentes.

Faz-se necessério realizar uma analise de consisténcia em cada caso para verificar qual o

2

sinal correto a ser adotado para m” e se existe algum tipo de restricao sob os parametros da

teoria. Para facilitar este processo, remove-se por enquanto as compactificagoes espaciais;

M| = sgu(m®) + |m|”fsgn(m?)] <2;>€ 2 C?Z}/l%/—?f(% (Veenlmn)
(3.13a)
9 5 A \/Sgn (m?) cosh (22) S
MZ|_ =sgn(m?) + 242 [ 1+1In mbj 2n)? Z () K (\/sgn(m )7_)
(3.13b)
) ) F-1 \|m|P~* X cosh(ny/7)
M = sgn(m Mg 5 = D 4 | =Meg 3.13c
Dalsy & ( )+ Daisy (27-[-)? 1 (n/T)ﬁfl 2 (T Daisy) ( )

e as compactificacoes espaciais serao readicionadas as expressoes quando forem necessarias.
Para isto serd sempre referenciada a funcao (3.12).

As préximas segoes se propoem a um estudo caso a caso. Sera investigada a con-
sisténcia de cada modelo proposto acima e quais os resultados que cada modelo retorna.
A secao 3.3 mostra os resultados associados ao procedimento de supressao de infinitos:
encontram-se neste ponto as mesmas dificuldades, dadas pela presenca de termos comple-
x0s, observadas pela referéncia [8] e serd buscado resolvé-las com o mesmo pensamento.

Infelizmente, os resultados nao sao satisfatorios, mostrando uma certa inaplicabilidade
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deste modelo. Seguindo ainda o ponto de vista da referéncia [8], é desenvolvido um outro
modo de observar o problema, com uso da soma sob os diagramas daisy e super daisy.
Este procedimento é baseado em diversos resultados obtidos na literatura [25, 29, 30] e
é exposto na secao 3.5. Outro modo de observar o problema é com uso da subtracao
minima modificada, MS, que é exibida na secdo 3.4, apresentando somente o problema de
se utilizar uma escala muito grande.

Inicialmente, é investigada a consisténcia de cada modelo. Feito isso, a regiao de
criticalidade é investigada, buscando informagoes sobre a temperatura critica do sistema,
seus comprimentos criticos e possiveis relagoes. Outro estudo, deixado para a secao 3.6,

investiga a concordancia dos modelos propostos com a aproximacao de Ginzburg-Landau.

3.3 Supressao de Infinitos

3.3.1 Consisténcia

A primeira andlise de consisténcia serd com respeito a expressao, (3.13a), obtida rea~

lizando supressao direta das gamas,

> ey (Ve )

MZ%| = sgn(m?) + ]m|D_4[sgn(m2)
Sup n/T 2
(3.14)

n=1
Supondo m? > 0, (3.14) se reduz a

Alm|P~4 & cosh(m/T) ; 3.15
2k Kp_y (n/T). (3.15)

O segundo termo é monotonicamente crescente em 7 e sempre positivo. Necessaria-

MZ% =1
Tlsup (2m) %

mente A > 0; caso contrario, a teoria em nivel drvore nao tem como apresentar limite
inferior no potencial. Assim, ao assumir m? > 0, nio existe transicao de fase. Isto é
perfeitamente coerente com o fato de a supressao de fungoes gamas concordar com a re-
normalizac¢ao no ponto de instabilidade. Observando o quadrado de massa a partir do
vacuo ¢ = 0, quando o sistema chega a 7 = 0 é natural que m? < 0 visto que este se

encontra na fase quebrada. Portanto, nesta situacao

5 ANm|P~t S (it 71 0l n
Mgl =-14+—75" Z (—) cosh (n—) Kb, (z—) : (3.16)
sup (27T) R ——t n T 2 T

que é evidentemente complexo. Pode-se aqui assumir a postura exposta em Dolan &
Jackiw [8] de que a componente imagindria é efeito de a série estar truncada. E uma
consequéncia natural das prescricoes de renormalizacao utilizadas; de certo modo uma

“falha” a 1 loop. Somando mais termos, seria possivel perceber a aniquilacao da compo-
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nente imaginaria®?. De fato, este problema nao aparece nos formalismos que somam os
diagramas super daisy - um deles serd analisado na secao 3.5 - nem em algumas outras
situagdes, como no procedimento MS da secdo 3.4. Seguindo a argumentacdo da ref. [8],
sera isolada a contribuicao real do quadrado de massa.

A funcao de Bessel K com argumento imaginario pode ser reescrita com uso das

relagoes 8.407 e 8.405 da ref. [32],

K (iX) = 5(=i)"* H, (X) = 5(=0) " [1(X) = Y, (X)) (3.17)
] =1 S () o) [t (2) - (2]

A parte real sera

S O e e (B o

A fungao Y, (1/z) é decrescente em z e negativa, caso v > 0 e para z nao tao pequeno.

Caso z seja muito pequeno, a fungao comeca a oscilar. Claramente, o comportamento da
funcao Bessel Y permite a existéncia de transicao de fase ao se analisar a parte real do
quadrado de massa efetiva, mas nao permite estudar a situacao de argumentos pequenos.

Existe mais um detalhe importante a ser analisado no formalismo, anteriormente —
ver segao 2.2.2 — quando foi analisada a validade da fungao W, foi imposta uma restrigao
ao potencial quimico de modo a garantir a convergéncia. Agora, a presenca da Bessel Y
gera uma oscilacao na origem e nao um termo de decaimento; ou seja, nada existe para
conter o crescimento do cosseno hiperbélico. Assim, este modelo nao é capaz de estudar

os efeitos do potencial quimico. A expressao a ser utilizada é

Sup} o )\Im\DD4g§:< >1 - <§) 520,

2

3.3.2 Regiao de Criticalidade

Inicialmente nesta secao sera mantido o sistema fisico em situagao na qual as dimensoes
espaciais nao apresentam limitagoes (isto é, no bulk) e existe presenca de temperatura. A
componente real do quadrado de massa é dada pela equacao (3.20) acima. Pode assim ser
extraida qual a temperatura critica do sistema ao especificar os parametros. Por exemplo,

para A = 0.5 e D = 4 é obtido que 7. = 6.98 (para truncamento da série em 500 termos).

2 Um outro modo é modificar a prescricido de renormalizacdo. Uma possibilidade que satisfaz a questao

da realidade mas que néo foi ainda validada por uma andlise criteriosa é renormalizar na fase simétrica
do sistema, escolhendo uma temperatura caracteristica onde sao feitas as medidas dos parametros da
teoria.
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Na figura 3.1 é exibido o comportamento do quadrado de massa. As oscilagoes proximas
de 7 = 0 nao sao visiveis nesta escala. Este ¢ o mesmo tipo de comportamento que sera
encontrado nas outras prescrigoes adotadas. Os modelos adotados ao longo deste capitulo
estao restritos a acompanhar o quadrado de massa a partir da fase simétrica (v = 0) de
modo que a fig.3.1 representa o quadrado de massa fisico somente enquanto maior do que
zero. A regiao M? < 0 dependeria do conhecimento do vdcuo do sistema (v # 0). Isto,
porém, nao elimina o significado da curva para M? < 0 a regidao pode ser interpretada,
como visto na secao 2.4.3, como o valor do quadrado de massa sendo observado a partir do
ponto de instabilidade v = 0 quando nos encontramos na fase quebrada. Neste contexto
M? = —1 ¢é o valor do quadrado de massa, observado a partir do ponto de instabilidade,

quando a temperatura do sistema é nula.

M2 (1)
A=0.5, y=0, Trunc 500
1.0+
0.5+
o
S 00
-0.5+
-1.0 7\ 1 1 A 1 1
0 2 4 6 8 10

Figura 3.1: Variacao do quadrado de massa com a temperatura.

Uma exploragao analitica possivel aqui é tomar o limite de altas temperaturas. Deve
ser lembrado que a fungao de Bessel do segundo tipo Y, (1/z) deixa de apresentar oscilagao
para z suficientemente grande. Ou seja, o limite de altas temperaturas é exatamente o
limite de maior validade do formalismo aqui apresentado. Tomando o limite de altas

temperaturas, obtém-se que

Re {Me

] - e (O e ()

Mantendo somente o termo dominante e tomando a condigdo de criticalidade (MZ% = 0),

ANm|P=*_ /D
0=—1+ %F (— - 1) ¢(D —2)rP~2
42 2

onde ((s) é a fungao zeta de Riemann.
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A temperatura critica é entao encontrada como uma funcao da constante de acopla-

mento e da dimensionalidade,

_1
4 D 1 D—2
= [ e ] , (3.22)

Am[P=4T (L — 1) (D - 2)

que para o caso especial D = 4, lembrando que ((2) = 7%/6, fornece

Te )\ (3.23)

Este resultado informa o comportamento da temperatura critica no bulk em funcao
da constante de acoplamento e permite notar que tomar limite de altas temperaturas é
equivalente a tomar o limite de constante de acoplamento fraca.

Na situacao com uma compactificacao espacial, o quadrado da massa é dado, segundo
as equagoes (3.12), (3.11a) e (3.20), por

Am|P= 4 S\ 21 n\ Am|Ptr S rx\ 20
e ] | = A S (1) () A ey,
{ ez 22=n) B Tonre 2 G) e
1
Alm[P~ & ni  ng n{  ng
ni,ng=

Surge neste ponto a dificuldade de que o modelo sé ¢é aplicavel para valores grandes
o suficiente de temperatura 7 e, analogamente, s6 serda valido para valores grandes o
suficiente de y, devido as grandes oscilagoes préximas a origem. Assim, a curva critica
obtida neste formalismo s6 sera valida na regiao onde tanto 7 quanto y sao suficientemente
grandes para nao se sentir as oscilagoes. E exatamente este alto comprometimento que
motiva a busca por outros formalismos nas secoes 3.4 e 3.5 abaixo. Mais a frente, no
capitulo 4, é adotado um outro formalismo com m? < 0. L4 existe a vantagem da presenca
de um campo magnético externo uniforme, o qual garante a realidade dos argumentos
da fungoes de Bessel modificadas do segundo tipo, de modo que nao surgem os termos
imaginarios, muito menos as oscilagoes.

Uma situagao que abre a possibilidade de aplicar o formalismo atual é a de acoplamen-
tos fracos, como na figura 3.2. Como visto na equagao (3.22), a temperatura critica no
modelo sem compactificacio é proporcional a A~'/2. Assim, assumindo uma constante de
acoplamento pequena, garantem-se altas temperaturas e um afastamento das oscilacgoes.
A figura 3.2 mostra que, tomando uma constante de acoplamento suficientemente fraca,
a temperatura e o inverso do comprimento serao suficientemente grandes para sublimar
as oscilagoes.

A abordagem de acoplamentos fracos permitiria seguir em frente com o tratamento

atual. De fato, tomando a aproximagao para acoplamentos fracos (7 e x grandes), obtém-



3.4. Subtracdo Minima Modificada (MS) 45

D=4, A=0.001, Trunc=100
T T T T T T T T

150 i

100 b

Tc

50 i

0 50 100 150
X

Figura 3.2: Temperatura critica 7, como fungao do inverso da espessura y, a curva delimita
a transicao de fase. Acima da curva o sistema se encontra na fase simétrica e abaixo dela
na fase quebrada. E considerada a situacao de acoplamento fraco A = 0.001, de modo a
eliminar oscilagoes do modelo.

se diretamente que:

A|m|P—4 D = /T >
Re |M2| | =—14+22  p(Z_ 4 <—) <>
nl n% -3
+2 Z S+ . (3.25)
ni,n2=1

que é exatamente a mesma expressao encontrada ao se utilizar o modelo com soma de
diagramas daisy e super daisy ao tomar o limite para a criticalidade M? ~ 0, como ser4,
visto mais a frente na se¢ao 3.5. A diferenca é que no modelo com soma de diagramas daisy
nao existe a restricao para constantes de acoplamento pequenas. As andlises possiveis

serao entao deixadas para serem exploradas na se¢ao 3.5 com uso do novo ponto de vista.

3.4 Subtragio Minima Modificada (MS)

Nesta secao, ¢ estudado o caso em que os infinitos sao removidos com uso da prescrigao

de subtracao minima modificada, como visto na secao 2.4.1.

3.4.1 Consisténcia

No caso da subtragao minima modificada, como visto na equacao (3.13b), ocorre a

presenca de um termo a mais. Este termo a mais pode auxiliar na presenca de uma
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transicao de fase, mesmo no caso m? > 0. Existem aqui duas possibilidades: a primeira
é considerar que a escala arbitrdria introduzida ao realizar a MS é igual & escala |m|; a
segunda é considerar que o sistema depende de duas escalas arbitrarias e distintas. A
primeira opgao parece mais razoavel, aplicando-a considerando m? > 0 a equagao (3.13b)

se reduz a

9 B A A <= cosh(ny/T)
M| =1- e T > pyn Ky (n/7) (3.26)

Novamente, a soma é uma fungao positiva e crescente em 7. Mas, desta vez, é possivel

n=1

ocorrer uma transicao de fase caso A > 2(47)?, nao sendo necessério tomar m? < 0. Esta
¢ uma escolha bem grande® para constante de acoplamento.

A presenca do valor grande para a constante de acoplamento leva a valores muito
pequenos para as varidveis termodinamicas na transigao de fase (deve ser lembrado que
isto é associado a escala do sistema). Surge, porém, um aspecto positivo: os somatorios

convergem muito rapidamente, bastando truncar em 10 termos.

3.4.2 Regiao de criticalidade

Assumindo um sistema com temperatura e uma compactificacao espacial tem-se,

Z K (n/x)

cosh( 7”61’7/7') n + n ., (3.27)

2 2
-
n171n2 1 \/ —|— X

onde foi utilizada a relagdo (3.12). A presenca de uma unica compactificacdo espacial

A A = cosh(ny/7)
M2 =1 K
s = G TR g )

o

n=1

2)\

permite identificar o sistema fisico como filme cuja espessura é o tamanho caracteristico
L=1/x.

Neste modelo, as constantes de acoplamento A precisam ser muito grandes para per-
mitir observar a transicao de fase. Além disto, a temperatura adimensional é observada
como muito pequena; o que deve ser associado a uma escolha implicita de escala |m)|
grande, ja que a temperatura verdadeira é |m|7 (em unidades de energia).

Fixando uma escolha para a constante de acoplamento, A = 10*, é computada a curva
da figura 3.3a. A primeira informacao que se obtém é que o sistema, coerentemente,
nao apresenta mais de uma transicao de fase. Na mesma fig. 3.3a, é evidenciado o
efeito do potencial quimico na curva da temperatura critica como funcao do inverso de
comprimento. Evidentemente, ele gera uma separacao das curvas no bulk (x = 0), apesar
de nao modificar o comprimento minimo da teoria. Este comportamento ja seria esperado
da fungao (3.27), visto que o potencial quimico é acoplado somente a temperatura do

sistema.

3 O qudo grande \ precisa ser depende da relacdo entre as escalas m e mg. O apresentado é para a

situacao m = mg.
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A=10% Trunc 10 A=10%, y=0, Trunc 10

Figura 3.3: Curvas criticas, no plano x X 7., onde ocorre a transicao de fase. A esquerda
é variado o potencial quimico para o caso de um filme (d = 2). A direita o potencial
quimico é mantido nulo é variado o nimero de compactificagoes: d = 2, filme; d = 3, fio;
d =4, grao.

Uma outra investigacao interessante é modificar o tipo de sistema. Utilizando a relacao
(3.12) é possivel generalizar a fungao (3.27) para as situagdes com um numero maior de
compactificagoes. Serd tomada a situagao de compactificagoes simétricas, ou seja: x; =
X2 = X3 = X- Seguindo o processo de identificagdo com um sistema fisico, enquanto para
uma compactificacao o sistema é um filme de espessura 1/, para duas compactificages
¢ um fio cuja drea da segao reta ¢ 1/x? e para trés compactificagoes ¢ um grao de volume
1/x3. Na figura 3.3b, é exibido o comportamento da curva critica de transicao de fase
para cada uma destas diferentes situagoes. Observa-se um esperado comportamento de
que o numero de compactificacoes presentes nao interfere quando se toma o limite y — 0:
afinal, nesta situacao, o sistema se aproxima do bulk, em que nenhuma diregao espacial
é limitada. E percebido claramente que o menor valor acessivel para y diminui com o
aumento do nuimero de compactificagoes. Isto implica que o tamanho minimo acessivel
ao sistema aumenta com o numero de compactificacoes. Deve ser lembrado que a ideia
de “minimo acessivel” ¢ associada ao pensamento de que o sistema sofrerd em algum
momento uma transicao de fase; caso o tamanho caracteristico do sistema esteja abaixo

do “minimo acessivel”, nao ocorre transicao.

3.5 Contribuicdes tipo Daisy

Nesta secao, um outro formalismo é explorado, no qual as contribuigoes dos diagramas

daisy e super daisy sao computadas. O tratamento aqui é baseado na segao 2.6.
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3.5.1 Consisténcia

Neste tltimo caso, a corregao é segundo a equacao (3.13¢). Como o segundo termo é

positivo sempre, a existéncia de uma transicao de fase exige tomar m? < 0. Assim,

Daisy) ’

Nota-se que este modelo nao permite a introducao do potencial quimico. Para garantir

2,1)\ D—4 h
Mesz 14 Meff 2 |m| Z COS (77/7/7-) KQ_l <§Meff

Daisy Daisy (277)% — (n/T)%_l 2

, mas aqui esta massa ¢é
Daisy

a convergéncia do somatério é necessario que |y| < Mg

= 0. Deste modo,
Daisy
a unica possibilidade matematicamente aceitavel serd v = 0, resultando em

2_1)\ D—4 1
2t Alm] K (” ; ) (3.28)
Daisy

D_1\ T
E possivel proceder utilizando diretamente a relagao (3.28), tendo cuidado para esco-

dependente dos parametros! E, na criticalidade, é sabido que M2

M2 =1+ Mg

Daisy

by (2m)% A (n/r)E 0 AT

suficientemente préoximo de zero. Outra abordagem, mais
Daisy
direta, é tomar o limite assintotico da fungao de Bessel do segundo tipo modificada quando

Meff

lher numericamente Mg

~ 0, mantendo somente o primeiro termo dominante, ou seja,

Daisy
n D D o5 (M -3
KQ_I —Meﬂ‘ = — —1] 22 —Meﬂ‘
2 T Daisy 2 T Daisy
D
D 3=3 5-D
+T (5 — 1) PER (ﬁMeff . ) +O(Meg| ). (3.29)
T Daisy Daisy

Utilizando esta aproximacao assintdtica, que restringe o estudo exatamente a critica-

lidade, é possivel dizer que

i (%) - Kp, (Z4) ='2%r (g - 1) g; (%)Dz. (3.30)

n=1
Esta simplificacao permitira a reescrita da relacao de criticalidade no caso de somente

uma compactificagdo como

A|m|P~4 D Doos=m 1
O=—14+——+T(—-1 E 3.31
* 4(71')% 2 Te nb-2’ ( )

n=1

para o caso onde existe presenca somente da temperatura.

3.5.2 Temperatura Critica no bulk

Considerando o sistema sem presenca de limitagoes espaciais, no bulk, sua relacao de

criticalidade é simplesmente o limite assintético (3.30) aplicado a relagao (3.28),

)“m’D_4 (D ) D—2 = 1
O=—1+——-+T|—=—-1)7 . 3.32
A(m)Z 2 ‘ ; nb? (3:32)
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O somatdério restante é simplesmente a fungao zeta de Riemann ((D — 2). Pode-se

entao obter a temperatura critica do sistema diretamente,

=1
Am|[P=0 (2 —1)¢(D—2) | "
47TD/2 :

Te = (3.33)
E importante notar que este é o mesmo resultado obtido anteriormente, através de

outro procedimento, ver equagao (3.22). Em especial, para D = 4,

== 3.34
e=1/5 (3:34)

Esta expressao, bem simples, ja havia sido encontrada na literatura convencional [8].
Tradicionalmente, o tratamento para introducao de temperatura a partir do formalismo
de teoria de campos em espacos toroidais nao é utilizado. Ao adicionar temperatura
com uso do procedimento de Matsubara do tempo imaginario, é comum restringir-se
somente a altas temperaturas. Tomar o limite de altas temperaturas é outro modo de
resolver as integrais que se apresentam e que, neste trabalho, foram resolvidas com o
formalismo de espagos toroidais. O resultado (3.34) mostra o motivo pelo qual o limite de
altas temperaturas foi suficiente para obter bons resultados. Ao se tomar uma expansao
perturbativa, é natural buscar A pequeno, o que acarretara uma temperatura critica
grande. Ou seja, a transicao de fase do sistema ocorre exatamente no limite de altas
temperaturas. O procedimento exibido aqui nao se vale desta coincidéncia, sendo capaz
de analisar qualquer faixa de temperaturas. Reforga-se assim a utilidade deste modelo,
que permite observar de modo mais completo o que acontece com o sistema, ao invés de

se confinar a uma pequena regiao de validade.

3.5.3 Tamanho minimo do sistema

Serao considerados agora sistemas fisicos espacialmente limitados. Por simplificacao,
serd assumido que as compactificagoes sao simétricas, ou seja, todas as direcoes espaciais
compactificadas terao o mesmo tamanho caracteristico.

Como o sistema em estudo é geralmente um espaco convencional com D = 4, existem
trés direcoes espaciais disponiveis para serem confinadas. Para cada nimero de compac-
tificacoes, ou simplesmente condicoes de borda?, o sistema fisico se encontra com uma
estrutura diferente.

A situagao de uma compactificacao espacial pode representar um filme com espessura
caracteristica. Para duas compactificagoes espaciais, o sistema é um fio de secao reta

quadrada e com lado bem definido. Para trés compactifica¢oes, o sistema se reduz a um

4 Relembre que as compactificacdes sao diretamente associadas a definir condicdes de contorno, como

exposto na secao 2.2
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grao em formato cibico. O comprimento caracteristico serd sempre L = 1/y. Assim, o
filme tem espessura L, o fio tem 4rea da secao reta L? e o grao tem volume L3.

A relacao de massa para o sistema com somente uma compactificagdo espacial pode
ser reobtida com uso de (2.32),

Daisy

FANm[P | Ty
Afm[Z (5) &y (2 M.y
.

Daisy (271-)% o n 2

Xy n ny | n;
+; <E> K%fl (;]\/[eﬂp Daisy) +2 Z ﬁ + = K%71 Mef-f

ni,n2=1

(3.35)

E importante notar que todos os somatdérios apresentam fungoes positivo-definidas e mo-
notonicamente crescentes com 7 e x. Pode-se entao fazer uma andlise pensando em uma
func@o genérica monotonicamente crescente em seus parametros f(7, x). Na criticalidade
encontra-se o vinculo

0=-1+ f(Tca X)- (336)

A temperatura critica no bulk é obtida fazendo x = 0. Ao aumentar o valor de y, a
funcao f naturalmente cresce — por ser monotonicamente crescente — e, para a equagao
de vinculo se manter, sera necessaria uma diminuicao de 7.. Este processo revela que o
maior valor possivel para 7, ocorre em x = 0 e que o maior valor possivel para y ocorre em
7. = 0. Um valor méximo para x significa um valor minimo para L = 1/x. Deste modo,
o modelo prevé naturalmente a presenca de um tamanho minimo no sistema e também

que este tamanho minimo é encontrado tomando 7. = 0.

3.5.3.1 Uma compactificagdo espacial (filme)

No caso de um filme com espessura L = 1/x a relacdo de criticalidade, exibida na

secao anterior, é dada por

M2 TR N L foj (T)Q_IK ("M )
e - eff NG — D_ —Vleff
ff Daisy Daisy (271-)% ] n 2t T Daisy

n2 n n2 Tl2
1 2 1 2
_|_2 E - + = KD,l Z\jeﬁ = 2
Daisy T 2

ni,n2=1

Daisy T2 X2

D
x\z ! n
() K (e

Restringindo para o estudo na espessura minima do filme L, ou seja, tomando o

limite 7. = 0, a expressao se reduz a

D_1 )\|m|D—4 0 1 %*1
M2 =—1 Me ’ s — K LminMe
off Daisy + ft Daisy (27-()% 1 (anin) 71 (n ff
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Esta relagao ¢ idéntica a (3.28) encontrada anteriormente, bastando realizar a identi-

ficagdo 7 — 1/ L. Pode-se ent@o aproveitar diretamente do resultado (3.34) para obter,

1
D—-2
D=4 A
="\ (3.37)

Am|P~*T (§ ~1) (D - 2)
47TD/2

Lml’n =

Este resultado revela que a espessura minima do filme é diretamente associada, em
D = 4, com a constante de acoplamento do sistema. Ou seja, quanto mais fracamente
acoplado o sistema, menor a espessura possivel. Um sistema fortemente acoplado nao

permite ser muito compactificado e apresenta uma espessura minima maior.

3.5.3.2 Duas compactificagdes espaciais (fio)

Ao realizar duas compactificagbes espaciais simétricas, o sistema se torna equivalente

a um fio de secdo reta quadrada com &rea L?. Como visto anteriormente, para obter o
comprimento minimo sera necessario tomar 7, = 0. Entao,
D_q

2o M mP Sy S
A 23S (X) zmal(ﬁﬂﬂﬁ )
Daisy (277-) 2 - n 2 X Daisy

-2
- n?  n2 n?  n?
+2 242 Ky | Mg < +2] 5.
n17n22=1 X2 X2 e Daisy X2 X2
Tomando o limite assintético para a criticalidade,
Am|P—4 D-2 D
0= 14 AmI”~ (5) F(——1)2?1

_ D ., w— 1
+x" 21“(5—1)22 Y —D_l} (3.38)

ni,na=1 (n% + n%) 2

M

o que mostra a necessidade de computar a expressao dependente de D,

o0

1 2)
S —— 3.39
m,%:—l (n24ng)zt = e

cujo calculo é desenvolvido no apéndice B.1, obtém-se que

VAT(25) 2

D_4 0 ==
72 D—3) 4% m Koo (2 .
: rz -1V o 2 x 2y (2mimy)

D

D=2+

O tamanho minimo serd entao, organizando as expressoes, dado por

_ [ AmP T e (D @ 1\
L = {W [2 T (5 - 1) ¢(D—-2)+ QZL;J } : (3.41)
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A divergéncia presente em ZO_ nao ¢é fisica e oculta uma informacao. Isto sugere

1
uma remocao da divergéncia. Por consisténcia, serd adotado o mesmo modo de tratar

divergéncias que trouxe este resultado: sera realizada uma supressao de infinitos. Para
facilitar a notacao, sera utilizada a notacao Z, representando que os infinitos foram su-

primidos. Ocorre entao uma passagem,

2 —~(2
zZ3 - Z(%)_l. (3.42)

Aplicando-a, obtém-se que

D—4 ~ D2
Linin = {% {2?% (g - 1) ¢(D—2)+ 22%?[1} } . (3.43)

No caso especial de D = 4, pode ser utilizado Z{Q) da equagao (B.23), resultando

A 12 [ A
Lyin = \/Z {2 —0,816584 x F} = 1,00357 1 (3.44)

Isto mostra o mesmo comportamento que o caso de uma compactificacdo espacial,

agora com uma constante multiplicativa extra. Este resultado evidencia que o tamanho

minimo até onde o sistema ainda apresenta transicao de fase aumenta com o nimero de

compactificagoes (aqui simétricas). O comprimento minimo no caso de um filme L

menor do que no caso de um fio Lfm?n,
L% =1,00357L% > (3.45)

deixando claro que o aumento do nimero de compactificacoes espaciais pode eliminar a

possibilidade de uma transicao de fase.

3.5.3.3 Trés compactificacdes espaciais (grio)

Ao realizar trés compactificagoes espaciais simétricas, o sistema se torna um cubo de
volume L?. Pode-se investigar qual o comprimento minimo Ly, acessivel a este grao
cubico utilizando os mesmos procedimentos utilizados para filme e fio. Primeiro, parte-se
da relagao de criticalidade com temperatura critica nula e trés compactificagoes simétricas;

basta observar a equagao (2.32) para monta-la:

9 F-1 \|m|P~4 2L /x5l n
M| =14 Mgt S d3% (-) Ko, | “Mg
Daisy Daisy (271-) bl ] n 2 X Daisy
17% 2 2
+6 Z —1 + =2 Ko | Mg =
1 21 ¢ Daisy X2 X2
ni,ne=
o 2 2 2 17% 2 2 2
n n n n n n
+4 a2, 08 Ko | | Mg -1 248
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Tomando a criticalidade com uso da expansao assintética,

Am[P= | & (x\P2 . (D b_ 2 ,(2) —2,(3)
0= 142" )3 (—) r(Z_1)28 2462 22® 14,0228 L (346
an)? ; n 2 PO T e (3:46)

Aproveitando a defini¢ao (3.39) de Zg)_ , € definindo o andlogo ZS)_ | como
2 2

o0

1
> — = zy . (3.47)
2

(nf +n3 +n3)2

ni,nz,n3=1

Novamente, existe a presenca de divergéncias. Elas sao tratadas através da supressao
de infinitos, como mostrado no apéndice B.1, isto é representado pela mudanca de notagao

para Z. O comprimento minimo é obtido por mera reorganizagao,

)\|m‘D—4 D_o _D ~(2) ~(3) ﬁ
men:{w 3x227°T 5—1 C(D—2)+6Z%_1+4Z%_1 . (348)

Para o caso D = 4, podem ser utilizadas as solu¢oes numéricas (B.23) e (B.25), de

modo que
. A, 3627 + 2427 | 5 30X 0816584 24 x 0.411489
min A gl * 2 Va7 2 + 2
A
= 1,010984/ 77, (3.49)
0 que pode ser reescrito como
L¥® =1,01098LY) > L > 1) (3.50)

3.5.3.4 Resultados

Os resultados anteriores mostraram que o comprimento minimo para o qual ainda
ocorre transicao de fase no sistema compactificado aumenta caso seja aumentado o niimero
de compactificagoes simétricas efetuadas. Manteve-se a forma da dependéncia com a cons-
tante de acoplamento em todos os casos. A informacgao da dependéncia com a dimensio-

nalidade foi perdida, pois surgiu a necessidade de fixar D = 4. Obteve-se

LY =\ /x/4l

L —1,00357L%)
L —1,01098L)

E possivel investigar outras dimensionalidades. Por exemplo, para D = 5 encontra-

se ¥ = 1,60020LY) & L©)

min min min

= 2,01811L(1) mostrando neste caso um aumento mais

min’

expressivo. Em D = 5, o comprimento minimo para somente uma compactificagao é
1

LM — [A\mwc(?»)]s

min {2
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A existéncia de um tamanho minimo para que ocorra transicao de fase pode ser fisica-
mente interpretado como a impossibilidade, para materiais de tamanho muito restritos,
de definir uma distancia de correlacao infinita, impedindo a presenca da transicao de fase.
O tamanho minimo é um resultado ja esperado experimentalmente [33-42]. E encontrado
tradicionalmente que a curva de temperatura critica, observada no plano L X 7, tem um
comprimento minimo no limite de temperatura critica nula e apresenta uma temperatura
critica méxima no bulk. Ao longo deste trabalho, foi utilizado o plano 1/L X 7, que evi-
dencia a simetria do problema: existe um valor maximo de temperatura critica quando o
inverso de comprimento é nulo e um valor maximo de inverso de comprimento quando a
temperatura critica é nula. A situagao de graos é estudada nas referéncias [40-42], para
transigoes ferroelétricas de particulas ultrafinas de titanato de chumbo (PbTiO3), en-
quanto que o caso de filmes finos é abordado por [35-39], para transi¢oes supercondutoras
em filmes de niébio (Nb), transigdes magnéticas em filmes de disprésio (Dy), transi¢oes
ferroelétricas em filmes de titanato de chumbo (PbTiO3) e filmes policristalinos de ti-
tanato de bario (BaTiO3). Por questao de visualizagao, é reproduzido um grafico para
filmes, figura 3.4a, extraido da referéncia [38] e um para graos, figura 3.4b, extraido da
referéncia [42] e com dados de [40, 41]. Além disto, a figura 3.4c mostra a curva critica
do modelo com soma de daisy a partir do plano L x 7.

Aqui nao é objetivado comparar quantitativamente o modelo tedrico desenvolvido e
os resultados experimentais presentes na literatura. Este procedimento é realizado nas
referéncias [33, 34] para o caso de uma transigdo de fase de primeira ordem e em [43]
para o caso de segunda ordem dentro do modelo de Ginzburg-Landau. A busca por uma
comparacao quantitativa necessitaria da identificacao dos parametros do modelo teérico

com informacoes do material que foi experimentalmente medido.

3.5.4 Curva de Temperatura Critica

A temperatura critica como funcao do tamanho do sistema pode ser obtida a partir

da relagao

Alm|P~* (D ) Do 1 Alm|P~* (D ) poax— 1
0= 14+ p (2 1) + r(Z-1)y
A(m)? 2 ; nP=? ()7 2 ; nb

2 2

2—-D

_ 0o o0 2 2| 2
+A|m—|D;F (2— 1) >3 [<ﬂ) + (@) ] . (3.51)
2(m) 2 m=lng=1 |\ e X
exposta anteriormente. Na figura 3.5, é exibida a curva da temperatura critica que é obtida
para algumas escolhas de constante de acoplamento e dimensionalidade. O potencial
quimico é obrigatoriamente nulo em todas as curvas, devido a restricao do modelo.

A constante de acoplamento influencia simplesmente modificando a escala da curva:
quanto maior o acoplamento, menor a temperatura critica possivel e menor o Xmax Ob-

servado, indicando um aumento de L,;,. A modificacao da dimensionalidade do sistema,
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Figura 3.4: Em cima & esquerda o caso do filme fino, extraido da ref.[38]. Em cima a
direita o caso do grao, extraido das refs.[40-42]. Embaixo a temperatura critica no plano
L x 7., onde L é a espessura do filme. Este grafico permite evidenciar a comparagao com
as respostas experimentais exibidas.

porém, acarreta mudancgas dréasticas na forma da curva, figura 3.5a. Enquanto que para di-
mensionalidade D = 4, a concavidade da curva é para cima, para as dimensoes observadas
D =5e D =6, a concavidade é para baixo. Além disto, a mudanca da dimensionalidade
promove uma mudanca de escala: quanto maior a dimensionalidade, menores os valores
acessiveis de temperatura critica e maiores os valores do tamanho minimo. A exploragao
com respeito a altas dimensionalidades nao sera seguida neste trabalho. Ela pode vir a
se tornar util em investigacoes de hipdteses com espaco-tempo apresentando dimensoes
superiores, ou até para analisar fenomenos de dimensionalidade normal com uso de uma

teoria efetiva contendo dimensoes extras.

3.6 Limite para a aproximacdo de Ginzburg-Landau

Sera analisada aqui a concordancia do modelo apresentado com o modelo de Ginzburg-

Landau. O modelo de Ginzburg-Landau (GL) é uma primeira aproximacao ao estudo de
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y=0,A=.5,Trunc 1000 y=0,D=4,Trunc 1000

Figura 3.5: A esquerda a analise da curva critica de transigao de fase variando a di-
mensionalidade, a direita o mesmo variando a constante de acoplamento. Em ambas o
truncamento da série é realizado em 1000 termos.

casos de transicoes de fase de segunda ordem, como ocorre com o potencial ¢*. Caso o
interesse se restrinja a superficie de transicao de fase e regioes bem préoximas a ela, GL
¢ aplicavel. A transicao de fase é governada pelo parametro quadrado de massa m? que,
na aproximacao de GL, é tomado como m? oc T' — T.

O modelo ¢* estudado ao longo deste capitulo é teoricamente capaz de atingir toda
a faixa de temperaturas, ao invés de se restringir a regiao de criticalidade. Para se
comparar com GL, serao deixadas de lado as compactificacoes espaciais e o potencial
quimico. Existem aqui dois tipos de modelos, aqueles no quais a dependéncia ¢é direta -
secoes 3.3 e 3.4 - e aqueles em que existe a presenca de recorréncia, se¢ao 3.5.

Para modelos nao recorrentes, a dependéncia do quadrado de massa podera ser dire-

tamente separada em uma parte que é funcao da temperatura e outra constante,
meg(T) = A+ B(7),

que € o caso da teoria a 1 loop.
A criticalidade ocorre quando T = 7., fazendo m?¢(7.) = 0. Isto gera, diretamente, a

expressao
meg(r) = B(r) — B(.),

onde a temperatura critica é encontrada a partir da relagao
B(r,) = —A.

Anteriormente, foi obtida a expressao exata do quadrado de massa nao renormalizado,
Eq. (2.48). Como os contratermos nao sao dependentes da temperatura, ficam contidos no

idealizado termo A. Assim, independentemente da prescricao adotada, obtém-se,



3.6. Limite para a aprorimac¢do de Ginzburg-Landau 57

da equagao (2.72),

b3 b3
as" = by Wp1(B;b2) — baWp 1 (Be; ba) — ngD,Q(ﬁ; ba) + §3WD,2(5C; by).

Especificando para a teoria ¢* (ay = m?, ay = \), tomando a fase simétrica ¢, = 0 e

evidenciando a funcao W, de acordo com a equagao (2.68), esta relagao se reduz a

Slie] %\U
[V

2 )T 1 nBvVm?2 ot p—2 (nB.Vm?2
mz(0; 8) = A (27) Z [<n5)1’2—2KD§2< B\/_> (nﬁc>f’;2Kz< 50\/_>]

n=1

(3.52)
E possivel trabalhar com quantidades adimensionais definindo a escala |m| e utilizando

as grandezas definidas na equagao (3.10). Assim, passa-se & expressao,

ME(0: ) = [sen(m®)] 2222 57 [(1)5‘1 Ky, (Zv/sen(m?))

(27‘(’)% n

_ (%)51}(?_1 (Tﬁ sgn(m2)>]. (3.53)

Expandindo o primeiro termo em torno de 7., obtém-se

n—=

2(0:7) = [sen(m? ¥—)\|m|Di4 T—T, —(T_TC)Q r—1,)° a
M (0:7) = ben ) 20 | A=)+ ST ol )] i
onde
o /sgn(m?)Kp | &+/sgn(m?
A=> anl )D_2<;C_D - >> (3.54b)

A=Y PR gt Ly (ol ) + (0 - 91 (ot

c

(3.54c¢)

A primeira ordem é a aproximacao de Ginzburg-Landau. Esta forma permite analisar
até que ponto esta aproximacao é valida. Isto ocorre enquanto o coeficiente do termo de
ordem 2 for suficientemente pequeno em comparagao com o termo linear. A dominancia

do primeiro termo significa que

A c 2A
Ay Ay
ou seja,
00 _D n
T—Te K 2 D™ Ko (T_c Sgn<m2)) ‘
¢ oo n27% n n n .
S Vel Ky (2 /sm(m?)) + (D~ 3)Kp (2/5mlm?) )
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Na figura 3.6, é exibida a regiao de validade em funcao da temperatura critica para
os dois casos possiveis. A situacdo de m? < 0 é exposta na figura 3.6a e a de m? > 0 na
figura 3.6b. Um comportamento evidente nas curvas é que a regiao de validade aumenta
com o aumento da temperatura critica. A principal diferenca entre as escolhas m? < 0
e m? > (0 é a presenca de oscilacoes, em temperaturas criticas pequenas, para a situacao

negativa. Isto decorre da presenca de argumento complexo na funcao de Bessel.

Figura 3.6: A esquerda, a regiao de validade em funcao da temperatura critica no caso
de m? < 0, as rapidas oscilacoes sao reflexo da inaplicabilidade do modelo para baixas
temperaturas. A direita, é mostrada a regiao de validade no caso m? > 0. Em ambos, o
truncamento da série ¢é fixado em 250 termos.

Em ambas as situacoes é explorada a dependéncia com a dimensionalidade. Encontra-
se que o aumento da dimensionalidade reduz a inclinacao da curva, e portanto reduz
a regiao de validade da aproximacao de Ginzburg-Landau. Fica evidente também que
D = 3 tem regiao de validade grande, para uma temperatura critica de 7. = 100 ocorre
7T — 7. > 400. Porém, D = 3 também ¢é a dimensionalidade com maior discordancia de
comportamento entre m? < 0 e m? > 0. Para as dimensoes D = 4 e D = 5, é observado
basicamente o mesmo comportamento para temperaturas criticas altas. Por exemplo, da
fig.3.6 ¢é possivel estimar que a regiao de validade de D = 4 para 7. = 100 estd em torno
de 7 — 7, ~ 200, tanto para m? > 0, quanto para m? < 0.

Fica evidente que a aproximacao de GL se mostra menos valido para temperatura

criticas pequenas e para um espaco com dimensao superior.

3.6.1 Caso recorrente

No modelo de 1 loop com recorréncia, no qual ¢ realizada a soma dos diagramas super

daisy, ha uma expressao do tipo

]\4‘32 = -1+ Meff
ft Daisy Daisy (27]-)%

2

FANm|P Tt G T
ﬂ <T> Ko, (ﬁMeﬁ“
-

Daisy) . (3.56)

Para estudar seu comportamento em torno da temperatura critica, o processo analitico

n

nao é tao eficiente. O procedimento a ser adotado é fixar a constante de acoplamento
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adimensional A|m|P~* e computacionalmente obter o valor de M para uma lista de valores

de 7. Alguns casos sao exibidos na figura 3.7.

m?(1)
A=0.5, Trunc 10

4 1 — D=5,A=0.5

Figura 3.7: Dependéncia do quadrado de massa com a temperatura do sistema, modifi-
cando a dimensionalidade e a constante de acoplamento.

Para A = 0,5 e D =4 um bom ajuste ¢é

M? =0,23(1 — 7,14)"*°, (3.57)

eparaA=05eD =5
M? = 0,65(1 — 5,07)". (3.58)

O comportamento observado é que o modelo com recorréncia nao recupera o resultado
de GL, ou seja, nao é observado um comportamento do tipo M? ~ 7 —7,. Por outro lado,
é possivel recuperar um comportamento do tipo M? ~ (7 — 7.)%, indicando que pode-se
obter o expoente critico associado ao problema, como calculado nas equagoes (3.57) e
(3.58).

Este resultado intensifica GL como um efeito de 1 loop visto que a aproximacao nao é
reobtida neste caso. Além disto, é evidente aqui a possibilidade de utilizar o formalismo

para estudar o modo como o sistema se aproxima da transi¢ao de fase.
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CAPITULO 4

¢* coM COMPACTIFICACAO ESPACIAL E
CAMPO MAGNETICO

O formalismo introduzido por Lawrie [44], a ser exibido na se¢ao 4.1, permite a in-
troducao de um campo magnético estatico em um sistema presente no espaco' com D > 3
utilizando uma modificagao do propagador livre. Este formalismo introduz no sistema os
niveis de Landau e reduz — efetivamente — a dimensionalidade. Sera abordado aqui o caso
do potencial (®*®)? para o campo escalar complexo ®. A agao euclidiana é dada por

S = /de {(DHCD)*D“CI) +mid P + %(@*@)2} : (4.1)

é utilizada a definicio de que m3 = m? + dm? e \g = A + d\, de modo que m? e \ sdo
finitos. Os contratermos dm? e 6\ serao definidos mais & frente. Além disto, o campo
eletromagnético é introduzido através do acoplamento minimo, D, = J, — ieA,,.

O campo magnético sera introduzido como um campo estatico. Caso a dimensionali-
dade seja D = 4, isso é representado como H = H?. Em uma dimensionalidade genérica,
D > 3, o campo estédtico pode ser representado por F'?2 = H, onde F* é o tensor de
campo eletromagnético. Serd seguida a abordagem de que a acao ‘livre’ que define o
propagador ja contem o campo magnético. Desta maneira, é obtido um novo propagador
G(7,7) que nao é invariante translacional. Ainda assim, é possivel definir um caso espe-
cial G(7, ), representando uma linha que retorna ao mesmo ponto, com o qual pode-se
trabalhar no espago de momentos. Isto sera explorado na secao 4.1.

Efetivamente, pode-se trabalhar com a identificacao que passa de um propagador

comum para um propagador da teoria com campo magnético acoplado,

d’q 1 A2 w & 1
—— w 4.2
G 1) /<2W)Dq2+m2 %/(%)D—? 2w;q2+m2+(2€+1)w’ )

Para D < 3 nao se define campo magnético, como pode ser visto ao trabalhar com a forma tensorial
das equagoes de Maxwell.

1
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onde a frequéncia de ciclotron w = eH, produto do médulo do campo magnético e da
carga elementar, é sempre positivo. Deve ser notada a presenca dos niveis de Landau /,
associados a quantizagao na presenca do campo magnético estatico.

E importante pontuar que o novo propagador nasce em meio a perda da invariancia
translacional de duas das dimensoes do espaco-tempo, o plano zy, deixando assim um
subespaco invariante (D — 2)-dimensional. Ao adotar D = 4, este subespaco serd bidi-
mensional.

No caso aqui abordado, nao é possivel utilizar a definicao convencional do potencial
efetivo. Como exibido na se¢ao 2.1, o potencial efetivo é definido tomando, na acao efetiva,
a configuracao de campo classico constante, valido caso o sistema apresente invariancia
translacional. Na presente situacao, a introdugao de um campo magnético uniforme na
direcdo Z quebra explicitamente a simetria do plano zy perpendicular a ele. A quebra
da invariancia nao permite definir o valor esperado do campo no vacuo como uma cons-
tante, existird uma dependéncia com as coordenadas do plano xy. Assim, a definicao
convencional do potencial efetivo nao podera ser utilizada.

Ao invés de buscar contornar essa limitacao e buscar um novo modo de definir o po-
tencial efetivo, sera trabalhado com o que existe a disposicao. Neste caso, o conhecimento
de G(7,7) e a possibilidade de aplicar isso ao célculo direto da corre¢do em parametros
da teoria, mesmo sem conhecer o potencial efetivo. O estudo da transicao de fase serd
realizado a partir da observacao do quadrado de massa efetivo da teoria. Adota-se aqui
a nocao intuitiva de que enquanto em nivel drvore é o parametro m? quem governa a
transicao, o seu analogo com as devidas correcoes quanticas e de temperatura M? que

passard a governar diretamente a transicao?.

4.1 Introduzindo o campo magnético

Nesta segdo é mostrado, seguindo a ref. [44], um modo de introduzir um campo
magnético estatico em um sistema composto por um campo escalar complexo. Sera to-
mada somente a parte livre do campo e a sua interagao com o campo eletromagnético,
que ¢ o relevante para obtencao do propagador.

Seja a agao euclidiana de um campo complexo com acoplamento minimo
Sy = /d% {(D,®)*D"® + m*®*d}, (4.3)

ou, evidenciando a presenca do potencial através do operador de derivagao covariante
D, =0, —1ieA

s

So = / dz {0,270"® + m*®*® — ieA, (P 0P — PO'D*) — *A, AP D). (4.4)

2 Um modo mais formal de estudar a transicio é acompanhar a evolucdo do valor esperado do campo

no vacuo, o que exige uma abordagem numérica.
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E possivel reorganizar realizando uma integracao por partes e desprezando os termos

de superficie,
Sy = — / dPx &* [0 — m?2 + 2ieA, 0" + 2 A,A"] @, (4.5)

definindo o operador diferencial D que gerara o propagador livre efetivo.

A abordagem seguida na ref. [44] consiste em restringir o potencial vetor a representar
somente um campo magnético na direcao Z. Observando segundo a dimensionalidade
D = 4 a escolha desejada para o campo magnético pode ser representada como H=H:.
Para obter H = H Z, nao existe uma escolha tnica de A*, visto que sao associados segundo
a relagao H=V x f_f, que nao tem uma inversa unica. Uma das possibilidades ¢ adotar

o calibre A = H xj, resultando® em
D =0—mj — 2ieHz0, — e*H*x?, (4.7)

em que ja é possivel identificar a frequéncia de ciclotron w = eH. As autofuncoes e

autovalores deste operador, como obtido na referéncia [44], sao

I L.
W o(F) = eTEerv e (P 2 [T [ [ — )], (4.82)
n V200!
E(g,0) = ¢* + (20 + 1w + m?, (4.8b)

¢ denota os niveis de Landau, H, sao polinomios de Hermite, ¢ representa as duas di-
mensoes nao restritas (£ e o tempo euclidiano). Assim, o propagador a ser utilizado nas

séries perturbativas para diagramas de Feynman se escreve como

4P~ d Wy (UL (7
G(7,7) = /—q 2N ()W ip,,0 (7). (4.9)
CHLEIED A 2 ON)
A partir desta expressao, ja é possivel computar o propagador associado a sair de um
ponto e voltar para ele mesmo, G(7, ), seguindo [45, 46] e fazendo 7= 7,
* — w/m 1z —w(z—py)? *
[ iy Vi 75,5 = [y et o — VS~ )

(4.10)

Utilizando a relacao de ortonormalidade dos polinomios de Hermite,
/du e H,(u)H: (u) = 2"n\\/T, (4.11)
obtém-se diretamente
/dpy \Iltipy,é(ﬁqjg‘,pyﬂf) =1, (4.12)
usando do fato de que A, = Hz(0,0,1,0) e A* = —Hx(0,0,1,0) lembrando que a primeira compo-

nente, Ag, é associada ao tempo euclidiano. Apesar de feita para D = 4, esta escolha serd valida para
qualquer dimensionalidade D > 3.

3
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gerando, assim, o propagador que leva de um ponto a si mesmo:

G(7,7) = / ﬂii ! . (4.13)
’ (2m)P=2 21 = ¢ + (20 + 1w + m?

Que, por deixar em aberto a dimensionalidade D, ja se encontra na forma ideal ao tra-

tamento por regularizagao dimensional. E também possivel reescrever essa expressao no

espaco de momenta definindo

Gz, z) = / (;iw)qDé(q) (4.14)

Glg) = 6(q1) (4.15)

w oo
Q_ZZq + ( 2€+ Dw +m?’

A referéncia [44] aborda ainda uma alternativa para o propagador no espago de mo-

- 00 gmulgP4m?) o (k24k3) L)
G(k) = / du (4.16)
0 cosh(wu)

menta. Obtém-se

a partir da definicao

D
G(T_",T'_’) _ eiw(w+x’)(yfy’)/2é(7;»_ 7;1) _ eiw(er:U’)(yy’)/Q/ (;Z )kD eik'(Fﬂﬂ)G(k‘), (4_17)
T

que permite extrair a parte invariante translacional e o fator que remove esta invariancia.
A transformada de Fourier é definida a partir do termo com a invariancia. Note que em
=

7 = 7 ocorre G(F,7) = G(7 — 7). A reescrita com G permite visualizar a questdo da

perda de invariancia translacional.

4.1.1 Preso ao formalismo de campo magnético

Nao é possivel retornar ao caso sem campo magnético observando simplesmente o
propagador (4.13). Existe a presenga de linearidade com w e, claramente, tomar w = 0
destroéi o propagador, mostrando a impossibilidade de se retornar ao caso livre.

Porém, é 1til observar outros pontos de vista. O propagador (4.16) exibido por Lawrie
com a soma sobre os niveis de Landau deve ser observado. Claramente, ao tomar w = 0
obtém-se G(7,7) = G(7 — ), restando apenas o trabalho de avaliar a proposta para
G(k). Tomar o limite de w — 0 resulta diretamente?

G(k) = /oo du e - 1 (4.18)

0 k2 + m?’
mostrando que a abordagem de Lawrie recupera, sim, o caso sem campo magnético. O
problema é que ao integrar a expressao (4.16) surgem restrigoes que impedem retornar a

situacao w — 0. Isto pode ser exibido obtendo G(x,z) a partir da equacao (4.16).

tanh(wu)

dPk [ —u(g?+m?) o= (k3 +k3) =
G(F,7) = / / du & c . (4.19)

cosh(wu)

tanh (az) _
xT

4 Pois cosh(0) = 1 e também lim, o

= a.



4.1.  Introduzindo o campo magnético 65

As integrais em k, e k, sao idénticas,

00 tanh(on —-1/2
/ %w*35>:rumﬂﬁﬁﬁﬂ} :

w

implementando-as, G(7,7) se torna

D— 2 S —u(q®+m?)
G(7,F) = /d / duwe ™7 (4.20)
0

2m)P—2 2 27 sinh(wu)

Note que a integral agora é escrita na varidvel ¢, o momentum do subespago (D — 2)-
dimensional invariante translacional.
Utilizando a integral 3.541(1) da ref. [32],

/OOO ¢~ sinh? (Bz) dx — ﬁB (% - g v+ 1) , (4.21)
onde B ¢ a funcao beta e cujas restri¢coes sao
Reg > 0; Rev > —1; Reu > Refv.
Para associar a equagao (4.21) com a (4.20), sdo necessérias as identificagoes
B=w;, p=q¢+m* v=-1 z=u,
de modo que as restrigoes se tornam
w>0, ¢F+m?>-w

Deve ser notado que a condicao Re v > 1 ja foi descumprida. A consequéncia disto é a

obtencao de B(z,0), que diverge. Mapeando a divergéncia, é encontrado que

mﬁazé—y—w@+0@, (4.22)

sendo ¥ (z) a funcao digama. Assim, a equagao (4.20) se torna

L [ dP%q 11 ¢ +m* 1
G(T,T)—/W47r [——7—¢(T+§)] (4.23)

Lembrando que ¢ € [0, 0o[ as restrigdes se tornam
w>0; w>-m? (4.24)

mostrando que a mera efetuacao da integral leva de um regime onde era possivel tomar
w = 0 para uma situacao onde nao é mais possivel se libertar do campo magnético. A
restricao aqui imposta, w > —m? ressurgira mais a frente como a necessidade de se evitar

inconsistentes termos imaginarios nas fungoes que descrevem o sistema.
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A equagao (4.23) pode ser levada mais adiante utilizando a relagao 8.362(1) da ref.
[32],

=1
x+€+zl—+[

0 =0

V() =—7—

4

=1
Isso fornece diretamente que

P2 [1 (1 1 W 1
—— B R L adl 4.2
G(r,7) /—(QW)D_Q [47 (6 Zl—i—f) +27rzq2+m2+w(1+2€) , (4.25)

(=0 /=0

uma divergéncia somada ao conhecido propagador (4.13). Fica assim demonstrada a
concordancia de ambas as expressoes, a menos de uma constante infinita, que pode ser

removida através da supressao de infinitos.

4.2 Quadrado da massa

Considerando uma expansao em loops, a primeira correcao na massa sera dada pela
contribuigao do tadpole, que é exatamente do tipo G(7,7),
)\0 qu 1

2 _ 2 2
M =1m +5m —f-? (27T)Dq2+m2’ (426)

onde M? é a massa efetiva do sistema corrigido a 1 loop. Contribuicoes de ordem superior
necessitam do uso de G(7,7"), com 7 # 7.

Note, primeiramente, que este resultado esta restrito a fase simétrica do sistema e
nao é capaz de atingir a fase quebrada; ele é obtido considerando (¢) = v = 0. Na fase
quebrada, ocorre o surgimento de outros vértices, que permitiriam uma interacao de treés
linhas. E evidente também a complicacao associada a isto: o formalismo do propagador
com campo magnético nao estd bem estabelecido para diagramas muito elaborados, onde
as linhas nao voltem ao mesmo vértice, devido a auséncia de simetria translacional.

Estas limitacoes nao permitirao obter uma correcao para a constante de acoplamento
na fase simétrica. Surge a obrigacao de tomar \g = A, visto que qualquer correcao no
acoplamento envolveria dois vértices.

Aplicando na relagdo de massa (4.26) a prescricao (4.2) associada a introdugao do
campo magnético, tem-se

Ao w dP2q & 1

M? =m? + om?* + —— . 4.27
oMt S or | a2 Lo @t m? + (204 Dw (4.27)

A préxima etapa consiste em seguir para uma teoria de campo toroidal. Este topico foi

abordado no capitulo 2 fora do contexto de campo magnético. Sera utilizada a prescrigao
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estendida de Matsubara para bdsons, seguindo [10],

dpo 2mn
Po — —— — U, 4.28a
| & Z X i 25
dpy =1 2mn
— — — 4.28b
/(271') —>nz_:ooL’ p1— I ) ( )
sendo f o inverso da temperatura (em unidades de kg = 1), L o comprimento de

compactificagao espacial e p o potencial quimico.

Ao estudar sistemas em D = 4, sera possivel realizar apenas duas compactificagoes
no sistema, uma gerando a temperatura e a outra gerando a compactificacao espacial.
Isto ocorre, pois, ao adicionar o campo magnético duas das dimensoes perdem invariancia
translacional e a validade de realizar compactificacoes nao foi ainda abordada; sendo a
priori invalido faze-lo.

No presente contexto, o tamanho caracteristico I pode ser visto como a espessura
de um filme fino. Este filme sofre influéncia de um campo magnético H estatico per-
pendicular ao plano do filme e estd em contato com um banho térmico de temperatura
caracteristica 1/5. Além disso, o sistema - modelado como um campo de spin 0 - apre-
senta efetivamente um potencial quimico u. Ele traz conhecimento sobre a resisténcia do
sistema em aumentar o nimero de ‘particulas’ associadas ao campo. O potencial quimico
de grupos de particulas bosonicas é nulo ou negativo, indicando a inexisténcia de uma
repulsa ao aumento de “particulas”(caso nulo) ou uma tendéncia a aumentar o nimero
de “particulas”: formacao de aglomerados de bésons.

O quadrado de massa da equagao (4.27), utilizando as identifica¢oes (4.28), se torna

M? = m? + dm?
)\Ow Z /dD4 00 1
227Tn1n2_ooﬁL 2m)D4 = g2 (B —ip)? + (22)2 +m? + (20 + Dw
(4.29)

Para resolver o lado direito da equacao acima ¢é primeiramente computada a integral
com uso da regularizacao dimensional, exibida no Ap. A, o que ja introduz uma leve

renormalizacao, como mostrado no mesmo apéndice, e obtém-se que

M? = ) S —— — T (3-=
m+m+25L 2 Z;% 47TD4/ (3 2)

ni,ne=—00 f=

2mn 2 2o\ 2
[CIRARES e

exibindo, assim, a funcao zeta de Epstein-Hurtwitz. Utilizando o apéndice B, é realizado

7 . (4.30)

D
2
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um tratamento que gera uma extensao analitica e evidencia as divergéncias:

P o
M? = m?* + om? —|—)\wz YT (m*+ (204 1w) 2

sz i (VT ){iM

ni=1 (nlﬂ) 2

<Ko (VI TR TImB) + Y Koo (Vi T @0+ Dol

D—4
no=1 (n2L> 2

% Cosh(nl,uﬁ)K4 D <\/m2 + (20 + 1)wy/n232 —1—n2L2>
+2 ) — . (4.31)

ni,na=1 < /n232 + n%[?) oz

Fixando a dimensionalidade como D = 4 — 2¢ e ja evidenciando as singularidades da

funcao gama, pode-se escrever

M = (1 m? + (20 + 1w
2 2 2 i B
M?* =m*+dm +(47r)2;:;(5 7) (1 eln p )
—l—)wi !
pr (2m)2

+ Z K ( m? + (20 + 1)w)n2L)

+2 Z cosh(niuB) K (\/m2 + (20 + Dwy/n252 + n§L2> } . (4.32)

ni,na2=1

{Z cosh(niuf) Ky (\/(m2 + (20 + 1)w)n16)

ni=1

Evidentemente, os somatérios podem ser reescritos como um grande termo,

K(B, L, p,w;m?) = Z IoE {Z cosh(nypu3) Ko (\/(m2 + (20 + 1)w)nlﬁ>

+ Z Ko <\/(m2 (20 1)w)n2L)

no=1

+2 Z cosh(niuf)K (\/m2 + (20 4+ D)wy/n3p% + n3 )} , (4.33)

ni,na=1
o que torna mais simples a escrita da relagao de correcao da massa. Evidenciando os
termos infinitos,

W =1 W o m? + (20 + 1w ~
M? = m2+5m2+(4ﬂ>2 Z g—|—<4ﬂ)2 Z (—’y —In (47 ) )—i—)\wlC(B, L, ju,w;m?)
=0 =0

(4.34)
Uma tentativa natural de renormalizacao seria adotar uma prescricao de renorma-

lizacao que definisse m?

como a massa medida em determinada situacao. Estes proce-
dimentos, porém, nao estao perfeitamente bem estabelecidos para teoria de campo em

espacos toroidais.
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4.2.1 Renormalizacao e restricoes de validade

E necessario recordar que a equagao obtida, ainda nao renormalizada, vale somente na
fase simétrica, de modo que nao existe o direito de impor uma condicao de renormalizacao
a temperatura nula (afinal, nesta situagao o sistema encontra-se na fase quebrada), como
seria desejado para comparar com uma teoria de campo sem nenhuma compactificacao
presente. Sabe-se que, na fase quebrada, o ponto (®) = 0 deixa de representar o vacuo
e passa a ser um ponto de equilibrio instavel. Existe a possibilidade, porém, de tentar
renormalizar neste ponto instavel. Renormalizar em um ponto de instabilidade nao é algo
bem definido, apesar disso, sera analisado o que ocorre.

A condicao para renormalizar no ponto de instabilidade é

|

M? =m? < 0. (4.35)
©=0,T=0

A negatividade do quadrado de massa é associada ao fato de que, caso seja considerada
a massa pelo ponto de vista do falso vacuo v = 0, o quadrado de massa sera necessaria-
mente negativo. Isso nao ocorre, obviamente, pelo ponto de vista do vacuo verdadeiro do
sistema, o qual, infelizmente, é inacessivel devido as restrigoes impostas ao formalismo.
Assim, aplicando a condigao de renormalizacao (4.35) a massa nao renormalizada (4.34),

encontra-se que o contratermo é
) M A ( m? + (20 + 1w

—v —In
4

) — /\wlg(ﬁ — 00, L, 1, w; m?).
=0
(4.36)

O dltimo termo terd uma boa convergéncia para zero caso algumas condigoes sejam
satisfeitas. Primeiro, é necessario® que o argumento das funcoes de Bessel seja real, isto
¢,

m? 4+ (20 + 1w > 0. (4.37)
A segunda restricdo é de que o termo ™3 do cosseno hiperbélico ndo leve a funcio K a

divergir. No limite de § muito grande, tem-se

COSh(nlﬂﬁ)Ko(nl/B\/mz + (2£ + 1)w) B&Oo en1|ﬂ|5€*n1,3\/ m2+(2£+1)w’ (438)

trazendo naturalmente a exigéncia de que

Vm? 4+ (20 + Dw > |ul. (4.39)

Ambas as restrigoes se completam. A primeira, Eq. (4.37), pode ser vista como uma

restricao sobre o valor de w,

2 2
—m m?|
w > = 4.40
(20+1)  (20+1) (4.40)
Argumentos imagindrios também levam a uma convergéncia. Porém, o sistema se aproximara de
zero através de fortes oscilagoes. As oscilagoes sao apenas indicativo de erro da abordagem, dai a

necessidade de garantir a realidade do argumento.

5
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lembrando que m? < 0. E, como ¢ € N, a restricao precisa é tomar £ = 0,
w > |m?|, (4.41)

mostrando que para este formalismo o fator w = eH deve ser maior do que o valor absoluto
do quadrado de massa.

A segunda restricao, Eq. (4.39), informa que o potencial quimico neste modelo nao
pode ser muito grande. Claramente, quanto maior o nivel de Landau menor a restri¢ao

sobre o potencial quimico. A maior restrigao ocorre ao tomar o nivel zero,

|| < v/ —|m?| + w. (4.42)

Portanto, a restricao sob o valor do potencial quimico no formalismo apresentado aqui
depende diretamente da escolha do campo magnético. Quando maior o campo magnético,
maior o potencial quimico permitido. Caso o campo magnético esteja no limite de vali-
dade, isto é, w ~ |m?|, o potencial quimico estarad bem préximo de zero: |u| ~ 0.
Mantendo estas restricoes em mente, a correcao sobre a massa ao renormalizar no
ponto de instabilidade pode ser reescrita aplicando o contratermo (4.36) diretamente a

relacao de massa (4.34),
M?* = —|m?| + MwK(B, L, p, w; —|m?|). (4.43)

Assim sendo, m? assume um significado bem especifico: é o valor da massa corrigida,
medida a temperatura nula — sem desativar o campo magnético — e tomando o ponto de
vista do ponto de instabilidade, onde (®) = v = 0.

Existem ainda outras possibilidades evidentes. O fato de a renormalizacao ser
definida em um ponto de instabilidade pode gerar incomodo. Seria possivel também impor
uma condicao de renormalizar em um ponto estavel. No caso aqui presente, seria definir
uma temperatura caracteristica na qual a massa m? é medida. Mas, nao importando
a restricao tomada, continua-se com o problema de que nao é possivel zerar o campo
magnético. O contratermo fica definido em funcao do campo magnético do sistema.

Outra possibilidade é realizar simplesmente uma subtracao de infinitos. Isto pode
ser realizado com uso de uma subtra¢ao minima (MS, que extrai apenas a divergéncia),
uma subtracdo minima modificada (MS, que extrai a divergéncia e a constante de Euler-
Mascheroni) ou supressao completa dos termos independentes da temperatura, como abor-
dado na secao 2.4.2. Todas estas abordagens apresentam a problematica comum de que
a interpretacao de m? é perdida, ou seja, deixa de ser um dos valores assumidos pelo
quadrado de massa corrigida M? do sistema em alguma situacao especifica. Ao realizar

a supressao de infinitos em (4.34), obtém-se diretamente,

M?* =m? + )\wlz(ﬂ, L, jt,w;m?), (4.44)
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onde m? é simplesmente um parametro arbitrario da teoria. Serd analisado mais a fundo
esta relagdo. A fungao K, apresentada na equacao (4.33), é governada pela funcao de Bes-
sel modificada do 2° tipo e por um acoplamento desta funcao com o cosseno hiperbdlico.

Primeiramente, deve ser observada a funcao Bessel K,

Ko <nﬁ\/m2 20+ 1)w> , (4.45)

supondo que o argumento seja real, isto é, m? + (20 + 1)w > 0, a funcdo serd monoto-
nicamente crescente com a temperatura 1/5 e sempre positivo-definida. Por outro lado,
caso o argumento seja complexo, a parte real da funcao Bessel K também seréd monoto-
nicamente crescente e positiva com 1/, mas agora apenas a partir de uma temperatura
caracteristica suficientemente grande. Abaixo desta temperatura caracteristica inicia-se
rapidas oscilacoes, de modo que a fungao pode até assumir valores negativos. Ja o cosseno
hiperbélico é monotonicamente decrescente com 1/ e também sempre positivo.

No regime em que a funcao de Bessel tem argumento real, a funcao K serd uma
composi¢ao de uma fun¢ao monotonicamente crescente e outra decrescente em 1/, ambas
positivas definidas; assim, K > 0. Deste modo, a massa corrigida a 1 loop renormalizada

por supressao tera a subseqiiente restricao:
M?* =m? + /\wlz(ﬁ, L, p,w;m?) > m? (4.46)

Como objetiva-se observar transicoes de fase de segunda ordem, que ocorrem exata-
mente em M? = 0. A restricio acima mostra que o tunico modo disto ser possivel ao

tomar a renormalizacao por supressao ¢ definir que m?

< 0. Caso contrério, a teoria
estara descrevendo uma situacao sem transicao de fase. Assim, novamente é reforcada a
restrigao de que m? < 0, associada & restricao de que m? + (2¢ + 1)w > 0, o que gera
naturalmente a restricao sobre os valores que o campo magnético pode assumir, como
mostrado anteriormente para o caso da renormalizacao no ponto de instabilidade.

Resta ainda a alternativa de que o argumento da funcao de Bessel seja complexo. Esta
alternativa apresenta a complicacdo de que surgem termos imagindrios em M?. Porém,
pode-se adotar a postura da referéncia [8] e afirmar que estes termos imaginarios refle-
tem o fato de truncar a expansao em 1 loop e seriam eliminados ao considerar toda a
série®. Assim, bastaria tomar somente a parte real da correcao, como feito na secao 3.3.

Adotando isso, a restri¢ao se torna m? + (2¢ + 1)w < 0 implicando, devido a w > 0, que
|m?|
20+1°

mantém a escolha m? < 0 mas permite observar agora o regime de campos magnéticos

necessariamente m? < 0 e, por sua vez, que w < Ou seja, esta outra possibilidade
fracos. De qualquer modo, a presenca de oscilagoes nao se mostra conveniente e, como
visto na secao 3.3, acrescenta mais restricoes de validade ao modelo — a saber, no caso
sem campo magnético, a restricao encontrada foi de que a temperatura critica necessitava

ser muito grande.

6 De fato, isto foi observado ja na secdo 2.6
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Encerra-se esta argumentagao afirmando que para descrever uma transicao de fase
com o modelo, serd necessario tomar m? < 0. Uma vez adotado isto, surge uma restricao
sobre o campo magnético associada a necessidade de K convergir sem oscilagoes ao tomar
o limite de temperaturas baixas. Além disso, considerando a prescri¢ao de renormalizacao

no ponto instavel, surge também a restricao sobre o potencial quimico.

4.2.2 Reescrita: Parametros adimensionais

Escolhe-se aqui permanecer com a renormalizacao no ponto instavel, visto que nos
retorna a mesma expressao que a renormalizacdo por supressao e apresenta a vantagem
de m? ndo ser um parametro arbitrario completamente desconhecido. E possivel definir

0s novos parametros adimensionais,

1 1 w |
T=r—7 X=7 7 0= S A 4.47
ml m|L 2] jm] (4.47)
Assim a relagao (4.43) é reescrita como
M2
|m|2 <7—7X7775) - _1 +)‘5’C<T7X7775)7 (448)

sendo

ki) =3 s {3 o () 1 (22e00) + 3 ()

/=0 ni=1 no=1

" codls () ni |
+2n1%:lcos <n1;> Ko | c(9) ﬁ+F , (4.49)

e, por simplificagao, foi definido que

=/ =1+ (20 +1)6. (4.50)
Nesta forma adimensional, as restricoes do modelo se tornam

0>1, v<v—-1+0. (4.51)

Analisando a evolucao do quadrado de massa com a temperatura, exposta na 4.1, fica
evidente que o aumento de x leva a uma diminuicao da temperatura critica. Em especial,
para Y alto nao existe mais a presenca de transicao de fase, como sera visto adiante.

Foi escolhido deixar evidente a temperatura critica do sistema com x = 0, adicionando
uma marcagao na fig. 4.1. A temperatura critica é, neste caso, 7. = 6,48 para truncamento
da série realizado em 100 termos. Outro aspecto interessante é o fato de as curvas se
mostrarem bem proximas de uma linha, o que parece levar a uma identificacao com

Ginzburg-Landau.
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Quadradode Massa
6=2, y=0, A=0.6, Trunc=100

12 .

10}

Termo de Massa

0 5 10 15 20

Temperatura t

Figura 4.1: Quadrado de massa em funcao da temperatura. Observa-se aqui o efeito de
modificar o inverso de comprimento xy. O ponto marcado é a temperatura critica em
x = 0, a saber, 7. = 6,48.

Um comentario sobre o parametro de campo magnético d: ele precisa ser nao somente
maior do que 1 mas suficientemente maior. Isto é consequéncia da divergéncia introduzida

pelo nivel zero de Landau,

Ko (gco(a)) — K, (; 5= 1) — g —log (@) LOG - 1), (4.52)

na qual vg denota a constante de Euler-Mascheroni, que nao deve ser confundida com
o potencial quimico 7. O fato de que é necesséario ter cuidado com a escolha de § é
evidenciado pela divergéncia logaritmica, valores de § um pouco maiores que 1 ainda
sao suficientes para causar grandes estragos. Ao longo do trabalho utilizou-se o critério
de bom comportamento, de modo a selecionar um valor de ¢ suficientemente longe da

divergéncia.

4.3 Sistema no bulk

Nesta secao sera considerado o bulk, situacao em que L — oo. Isso reduz a dificuldade
do problema, e permitird que a curva seja comparada com o modelo de Ginzburg-Landau”.
Utilizando a relacao (4.48) e a definigao (4.49) da funcao K obtém-se

%2(7-7% §) = —1+ (2/\:)2 i icosh <ng> Ky (ZQ@)) . (4.53)

/=0 n=1

Jé foi exibido na figura 4.1 o comportamento do quadrado de massa no bulk: ele é

representado pela curva y = 0. O sistema sofre uma transicao de fase em uma temperatura

7 Cuidado: o modelo pode concordar com Ginzburg-Landau no sentido de que GL é uma primeira

aproximagao para toda transicao de segunda ordem. Isso nao significa que a interpretacao fisica do
modelo aqui presente seja exatamente a interpretagao obtida por Landau.
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T. = 6,48 evidenciada pela troca de sinal do quadrado de massa. Quando a temperatura
se aproxima de zero, o termo de massa converge suavemente a um valor bem definido,
M? = —1, que é o quadrado de massa adimensional do sistema, segundo o ponto de vista
do vacuo instavel.

Na figura 4.2a, é exibida a curva de dependéncia da temperatura critica com o campo
magnético para diferentes valores do potencial quimico. E encontrado que o aumento do
potencial quimico reduz a temperatura critica. A diminuicao do campo magnético amplia
a diferenca entre curvas de potenciais quimicos distintos. Além disto, o aumento do campo
magnético aumenta a temperatura critica quase linearmente (na regiao observada) sem
remover a separacao criada pelo potencial quimico. Deve ser lembrada aqui a restricao de
que o campo magnético precisa ser suficientemente grande e também de que os potenciais
quimicos permitidos sao associados ao campo magnético. Sao exatamente estas restricoes
de validade que justificam a queda brusca das curvas quando se aproximam da regiao de

campo magnético pequeno.

o(y)
Variando y, A=.5, Trunc 50 A=.5, Trunc 100

8.0 sk

N N
=} 3

Temperatura Critica 1,
o
13

60 ¢ Ofr . . . . .
5 10 15 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Campo Magnético 6 Potencial Quimico y

(a) (b)

Figura 4.2: A esquerda, é exibida a temperatura critica 7.(0) para valores fixos de 7.
A direita, sdo exibidas as isotermas §(y) para valores fixos de 7.. Para poder exibir na
mesma figura, é realizada uma regularizagao nestas curvas onde se subtrai: §(y = 0,7, =

7.5) = 10,6 ¢ 5(y = 0,7, = 8,5) = 14,5.

Fixando a temperatura critica do sistema, é possivel obter uma isoterma no plano v x 4.
Os valores de 6 mudam drasticamente para pequenas modificagoes de 7., de modo que nao
é possivel encaixar isotermas distintas no mesmo grafico. Para ajustar isto, é realizada a
regularizagao 6(y) —d(y = 0) de modo que todas as curvas iniciam em zero no ponto vy = 0
(veja a figura 4.2b). O comportamento é claramente uma lei de poténcia mostrando que
ao aumentar o campo magnético é necessario aumentar o potencial quimico para conseguir
manter a mesma temperatura critica. Para o caso representado, d(y = 0,7, = 7,5) = 10,6
ed(y=0,7.=8,5) =14,5.
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4.3.1 Ginzburg-Landau

E possivel realizar uma reescrita da massa quadrada adimensional, dada na equagao

(4.53), evidenciando a temperatura critica,

A ) = 3 3o (1) o () o 33 e (1) ko ().

£=0 n=1 ¢=0 n=1 ¢
(4.54)
e entao expandir o primeiro termo em torno da temperatura critica, resultando em
M? 1 9
W(Ta/y?(s) = (T - TC)f1<767’775> + 5(7— - TC) f2(7—67’y75)7 (455)

fl(Tc,’y,5)=(2);f)2ii%{ (5+26€—1cosh( > (n 200 +0 — >

—vnsmh( ) (" 20010 )} (4.56)

f2(70,7,5):<2);f)222%{[(0< V1) -1 )[2fynsmh T”)
+n (v +(20+1)0 cosh( )]

20+ 1)6 — 1K, (” (%11)5 - 1) (27n sinh (Z—”) + 7. cosh (1-”)) } (4.57)

Reescrevendo a eq. (4.55) como
1/

M2
A 8) = (= s |1+ 320 - n) (4.58)

fica mais evidente como determinar a regiao de validade de GL. Claramente, o segundo

termo precisa ser muito pequeno,

Lfs .

‘iz(’r — Tc) < 1, (459)
portanto,

T — 7| < 2 ﬁ (4.60)

Evidentemente, esta relagao independe de A, mostrando que a validade da aproximagao
de GL independe da constante de acoplamento escolhida. Na figura 4.3, é exibido que a va-
lidade da aproximacao de Ginzburg-Landau aumenta para temperaturas criticas grandes.
Além disso, é notado que a diminuicdo do campo magnético colabora com o aumento
de validade da aproximagao. O potencial quimico gera modificagoes infimas e nao foi

representado.
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Validade da Aproximagao GL
y=0, Trunc 500

®

Validade |1-1.]

o 5 10 15 20 25 30
Temperatura Critica 1,

Figura 4.3: Validade da aproximagao de Ginzburg-Landau para diferentes valores do
campo magnético.

4.4 Investigando a Criticalidade

Retornando ao caso completo, pode-se investigar regiao de criticalidade, onde M? = 0.
Isto permitira definir uma temperatura critica 7, em termos dos outros parametros da
teoria. Utilizando as equagoes (4.48) e (4.49) e se restringindo a criticalidade, encontra-se

que o problema a ser resolvido é:

0=—1+ g (;:)2 {i cosh (anl) Ky (—04 ) Z Ky <—cZ )

ni=1 no=1

+2 Z cosh (nl—) K0< 0 Z—§+:—§>} (4.61)

ni,no=1 c

Infelizmente, nao é possivel inverter exatamente esta funcao. Uma opcao é realizar graficos
de contorno. Tomando o plano x X 7, serao fixados valores para d, v e X\. Na fig. 4.4a,
observa-se a influéncia do potencial quimico v e, na fig. 4.4b, observa-se a influéncia do
campo magnético 6. Um claro padrao presente nas curvas criticas de transigao de fase é
a presenca de uma temperatura critica e de um inverso de comprimento maximos. Além
disto, as curvas sdo sempre continuas e suaves. Claramente, a fungao 7.(x) é monotonica-
mente decrescente em y. Isto apenas deixa claro que o sistema esta apresentando somente
uma transicao de fase: nao existem duas temperaturas criticas diferentes para a mesma
escolha de comprimento de compactificacao.

A influéncia do potencial quimico pode ser extraida da fig. 4.4a. Para um filme de
espessura consideravel (bulk, y = 0) modificar o potencial quimico gera modificagdes na
temperatura critica da transicao. Porém, esta mesma modificacao interna do sistema nao
gera nenhuma alteragao da espessura minima (1/ymsx) para a qual ainda existe transicao.
Além disto, a presenca do potencial quimico mostra uma clara quebra de simetria da
figura, que, quando v = 0, nao é alterada por uma mudanca do tipo 7. <> x. Todas
estas observagoes podem ser extraidas diretamente da relacao (4.61). A simetria 7. <>

x estd explicita e fica claro que, no limite 7 — 0, o parametro v nao influencia no
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Variando y; A=0.6,6=10; Trunc 50 Variando 6; A=0.6,y=0; Trunc 50
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Figura 4.4: A esquerda, curva da temperatura critica no plano y X 7, tomada variando
o potencial quimico 7. A direita, varia-se o campo magnético . Truncamento dos so-
matorios tomado em 50 termos.

comprimento. Este fato sugere que, para conhecer bem o inverso de comprimento maximo
- ou comprimento minimo da teoria - pode-se trabalhar com uma simplificacao da eq.
(4.61) para 7. = 0, o que aniquila a importancia de 7. Isto estd explorado na secao 4.5.
O campo magnético influencia a curva de coexisténcia no plano y x 7. modificando a
forma da curva e o valor méaximo que pode ser atingido, ver fig. 4.4b. A curva apresenta
concavidade para cima quando o campo magnético esta proximo do limite de validade
(0 = 1.1), o aumento do campo magnético modifica a concavidade da curva e aumenta
a temperatura critica maxima acessivel ao sistema. A curva com § = 2 é quase linear,
se encontra préximo da “transicao”para as curvas de concavidade para baixo, como a
representada por 0 = 10. Outro comportamento interessante é o modo como o sistema se
aproxima do bulk e da espessura minima. O aumento do campo magnético gera a presenca
de uma regiao de temperatura critica constante, ao se aproximar do bulk, e uma regiao de
comprimento proximo ao minimo, ao se aproximar da temperatura critica nula. A regiao
de temperatura critica constante revela que o filme chega na situacao do bulk antes de
tomar o limite L. — oo. E, além disto, mostra que quanto maior o campo magnético
menor a espessura necessaria para o filme estar no bulk. Quanto ao comprimento minimo
temos algo andlogo, na presenca de campo magnético o sistema fica muito préximo do
comprimento minimo antes da temperatura critica zerar. E, novamente, para campos
magnéticos intensos a temperatura critica para a qual o comprimento minimo é atingido

se torna cada vez maior.
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4.5 Comprimento Minimo

Como citado anteriormente, para explorar o comprimento minimo da teoria L, =

1/Xmax, serd tomado o limite 7. = 0 na equagao (4.61), o que gera

(2%2 io: i K, (anm\/—l TN GY 1)5) —1. (4.62)
=0 n=1

Seria interessante obter a partir desta relacdo uma funcdo Ly, (d,A). A abordagem
analitica, porém, nao tem se mostrado possivel. Entretanto, pode-se realizar uma inves-
tigacdo numérica e estimar uma fun¢ao Lyym (0, A).

A restricao sobre o campo ¢ o limita inferiormente. A investigacao numérica mostra
que tomar ¢ proximo de seu limite gera complicacoes. Isto esta associado a K, apresentar
uma divergencia logaritmica na origem e tomar ¢ =~ 1 leva diretamente a esta divergéncia
no nivel zero de Landau, como discutido na secao 4.2.2. Foi realizada a escolha arbitréaria
de ses tomar 0 > 1.5, o que garante bom comportamento devido ao afastamento em

relacao a divergeéncia.

Li1in(6); Trunc 300, 1=0.6

Comprimento minimo Ly,

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 45 5.0

Campo magnético 6

Figura 4.5: Dependéncia do comprimento minimo com o campo magnético para A = 0,6.
Foi tomado truncamento da série 300 termos. A curva ajustada é 0,1594(§ — 1)~ %0376,

Uma analise numérica de convergéncia da série indica que truncar os somatorios em
300 termos ja é suficiente para uma boa estabilidade do resultado. Primeiro, é investigada
a dependéncia do tamanho minimo com o campo magnético. Obtém-se numericamente
uma tabela de dados do comprimento minimo para escolhas de campo magnético de
0=15ad=05,0, tendo sido fixada a constante de acoplamento em A = 0,6. Os pontos
obtidos numericamente indicam um comportamento similar a A(§ — 1)”, o que motiva a
realizagao de um ajuste nao-linear. Na figura 4.5, é exibida a lista de pontos e a curva de
ajuste,

Limin = 0,1594(5 — 1)~ %0376, (4.63)
Os residuos nao passam de 2 x 107*, indicando um bom ajuste. Este resultado revela que
a espessura minima acessivel ao filme para que continue ocorrendo transicao de fase se

torna cada vez menor ao aumentar o campo magnético aplicado.



4.5. Comprimento Minimo 79

Uma investigacao seguinte consiste em determinar a dependéncia com a constante de
acoplamento. Para tal, é realizado o ajuste da curva A(§ — 1) para vérias escolhas da
constante de acoplamento, intencionando montar relacdes A(\) e B(\). E explorada a

regiao 0,6 < A < 2,0 e encontrado, como um bom ajuste,

A(N) = 0,2145\%%% 0079, (4.64)
C(N) = 0,1382X%191 — 0,0876. (4.65)

Unificando os ajustes realizados, encontra-se uma expressao numérica aproximada

para o comprimento minimo do sistema,
Linta = (0,2145004%6> — 0,0079) (6 — 1)~ 0138227 +0.0876, (4.66)

Este resultado é uma estimativa de inversao da relagdo (4.62) através da abordagem
numérica. E interessante notar que a dependéncia com a constante de acoplamento é
préxima do encontrado analiticamente no caso sem campo magnético, veja a se¢ao 3.5.3,
em que Lym < V. A principal novidade aqui é a percepcio de que é possivel atingir
comprimentos minimos Ly, cada vez menores ao aumentar o campo magnético 9 aplicado

ao sistema.
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CONSIDERACOES FINAIS

Intensifica-se com este trabalho a importancia do formalismo de teoria quantica de
campos em espagos toroidais desenvolvido por Malbouisson et al [10]. Em primeira
instancia, o formalismo se mostra como uma extensao natural ao estudo de teoria quantica
de campos a temperatura finita. Originalmente restrito a casos limites, como baixissimas
e altissimas temperaturas, o estudo de temperatura finita é estendido a toda a faixa de
temperatura através do estudo da funcao zeta de Epstein-Hurwitz. Além deste grande
passo, o formalismo permite ainda abordar a situacao de dimensoes espaciais compactifi-
cadas, levando os métodos de teoria de campos para problemas como a transicao de fase
sistemas de tamanho finito como filmes, fios e graos.

Convencionalmente, o formalismo de espagos toroidais tem sido utilizado em conjunto
com o procedimento de Coleman-Weinberg ou o formalismo 2PI com aproximagao de
Hartree-Fock para obtencao do potencial efetivo da teoria e extracao de suas informagoes.
Aqui, entretanto, foi escolhido utilizar a técnica de Lee-Sciaccaluga que permitiu um
avanco generalizador. Agora, dada uma teoria escalar com potencial classico que possa
ser expandido em uma série de poténcias, é direta a obtencao do potencial efetivo a 1 loop
para a teoria em espacos toroidais. Somando a isto o fato de que se trabalha sempre com
teorias efetivas, nas quais a questao da renormalizabilidade nao é tao importante, surge a
possibilidade de estudar uma mirfade de situagoes novas. Nesta dissertagao, focou-se no
estudo do ja conhecido potencial ¢*, muito importante para estudo das transicoes de fase
de segunda ordem. Uma exploragao futura abarcaréd outras possibilidades.

Ficou em aberto neste trabalho a questao de se determinar qual o procedimento ideal
para renormalizar a teoria em espacos toroidais. Por ideal, fala-se daquele que retina o
maximo de aspectos positivos e faca a teoria convergir mais velozmente. Cada forma-
lismo apresentado mostrou vantagens e desvantagens préprias. No desenvolver do texto
foram utilizadas a subtracao minima modificada, a supressao de infinitos e a definicao de
condicoes de renormalizag¢ao no vacuo instavel.

Como o modelo de estudo foi o ¢*, cuja transicao de fase pode ser facilmente mapeada
a partir do conhecimento do parametro de massa, foi analisada diretamente a evolucao

deste pardmetro. A transicao de fase ocorre quando m? = 0, situacao que permite obter



82 Consideracgoes Finais

a curva critica de transicao de fase, na qual é observada a variacao da temperatura critica
com o tamanho do sistema.

Analisando primeiramente o caso sem campo magnético externo, encontrou-se que a
temperatura critica do sistema no bulk — situacao em que nao existe presenca de com-
pactacoes espaciais, todas as dimensoes sao ilimitadas — é diretamente proporcional a
A~%% mostrando, assim, que o limite de altas temperaturas ¢ associado & situacao de
acoplamentos fracos. O modelo de subtragao minima modificada sé permitiu estudo de
sistemas com acoplamentos grandes, de modo que seus resultados foram para baixas tem-
peratura criticas. O modelo de supressao de infinitos, sem a presenca de campo magnético,
apresentou o inconveniente de termos imaginarios que impedem o estudo da situacao de
temperaturas criticas baixas. Como argumentado anteriormente, estes termos imaginarios
sao mero defeito do procedimento de renormalizagao e sao eliminados caso sejam conside-
rados mais diagramas de ordem superior. De fato, utilizando a supressao de infinitos no
modelo com soma de diagramas tipo daisy os argumentos complexos nas funcoes de Bessel
nao ocorrem e ¢é possivel observar qualquer faixa de temperatura. O modelo com sub-
tracao minima modificada também trouxe a indicacao de que os argumentos imaginarios
nao sao uma caracteristica fixa da teoria. No caso com campo magnético, é possivel uti-
lizar a supressao de infinitos mesmo em um loop, ja que valores suficientemente grandes
do campo magnético garantem a realidade da teoria.

A partir do momento em que foi realizada ao menos uma compactificacao espacial,
foi possivel obter uma curva da dependéncia da temperatura critica com o tamanho de
sistema, denominada aqui de curva critica. Como caracteristica geral, foi percebido sem-
pre que a curva é suave e monotonica. A monotonicidade garante que sempre ocorre
somente uma transicao de fase ao variar a temperatura ou tamanho do sistema. Outra
caracteristica constante destas curvas é que a temperatura critica maxima é obtida para
o inverso de tamanho minimo, e vice-versa.

A existéncia de um maximo para o inverso de tamanho do sistema significa a presenca
de um minimo. O tamanho minimo para o sistema é o menor valor possivel para que ainda
exista uma transicao de fase. Abaixo deste valor, o sistema fisico perde a possibilidade de
apresentar transicao de fase. Foi obtido que o tamanho minimo do sistema depende do
nimero de compactificagoes realizadas. E, mais forte do que isto, que o tamanho minimo
acessivel aumenta ao adicionar mais compactificacoes. Este resultado foi visualizado den-
tro do formalismo de subtragao minima modificada e uma expressao analitica foi obtida
através do formalismo de supressao de infinitos ao tomar a soma de diagramas daisy. Este
resultado nao pode ser reanalisado no contexto com campo magnético, pois o formalismo
utilizado permitiu realizar apenas uma compactificacao espacial. Foi introduzido, porém,
neste contexto uma expressao aproximada da dependéncia do comprimento minimo do
sistema com o campo magnético. A expressao, introduzida numericamente, é do tipo lei

de poténcia, Ly, o« (6 — 1)%, sendo o valor « encontrado dependente da constante de
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acoplamento. Revela que o comprimento minimo do sistema pode se aproximar de zero
para campos magnéticos intensos caso a < 0.

Uma outra andlise realizada ocorreu ao se introduzir potencial quimico. Isto sé foi
possivel em dois casos: no formalismo de subtracao minima modificada e na situagao com
campo magnético. Em ambos os casos, é percebido que a presenca de potencial quimico
modifica a temperatura critica do sistema no bulk, mas nao gera nenhuma alteragao com
respeito ao comprimento minimo do sistema. Efetivamente, o grafico das curvas criticas
sofre uma separacao induzida pelo potencial quimico.

O efeito do campo magnético nas curvas de temperatura critica modifica sua forma,
resultado que se assemelha a mudanca da dimensionalidade do sistema na situacao sem
campo magnético. Ao modificar a dimensionalidade (modelo sem campo magnético) o va-
lor maximo da temperatura critica diminui, enquanto que o aumento do campo magnético
(modelo com dimensao fixa) aumenta o valor do méximo da temperatura critica.

Varias exploracoes ainda podem ser feitas. No sentido de estender o formalismo, po-
dem ser computadas ordens superiores de diagramas e explorar o terreno de varios campos
escalares. No sentido de generalizar ainda mais o formalismo, pode ser realizado um es-
tudo do grupo de renormalizacao e uma investigacao da prescricao ideal a ser utilizada.
Em relacao a aplicagao no estudo de transicoes de fase, outros potenciais podem ser ex-
plorados. H&a também a possibilidade de se considerar diretamente o potencial efetivo
ou o parametro de ordem para encontrar transicoes de fase, situagao nao abordada neste
trabalho por ter sido mais pratico - aqui - observar diretamente o parametro de massa.
Com respeito a introducao do campo magnético uniforme, é necessario realizar uma in-
vestigacao maior e obter um modo eficiente de computar corre¢oes de ordem superior.
Pode-se investir, por exemplo, na exploracao de um potencial efetivo sem a invariancia
translacional ou, caso esta tarefa nao se mostre possivel, estudar a questao diretamente

pela acao efetiva.
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APENDICE A m—

REGULARIZACAO DIMENSIONAL

Neste material é utilizada a regularizagao dimensional introduzida nos trabalhos [47,
48], duas das vérias referéncias sobre o assunto sao McComb [49, p. 10.3.3] e Ryder [19,
Cap 9]. Neste apéndice, expoe-se a resolucao de integrais através deste procedimento.
Outros métodos de regularizacao sao aplicados na literatura, boas referéncias sao Le'Bellac
[1, sec 6.1.3] e Zinn-Justin [3, Cap 9].

Outras técnicas sao necessarias para poder resolver integrais de loops superiores. Entre
elas a identidade de Feynman, que permite condensar varios propagadores, e é exibida
mais a frente.

Ao trabalhar no euclidiano obtém-se integrais do tipo

/ dPq 1
(2m)P (q* +mg)™
Para resolvé-la, aproveita-se a simetria do problema e utiliza-se de coordenadas hipe-

/ dPq L / aQyp /qu_l dy !
(2m)P (¢* + mg)" (2m)P Jo (q* +mg)"

Qp < 1
- D / q” dq 2 2\n "
2m)P Jo (¢* +mg)
Sabendo que 2p = I?(’Tg//;) e realizando a substituicao de varidveis ¢ = k entaoDg”~1dq =
dk.

resféricas

/ qu 1 B 27TD/2 /oo dk
2m)P (2 +md)»  T(D/2)(2m)PD J, (m2+ k2/D)n

1 o dk
~ 2DpD2I(D/2 + 1) /0 (m3 + k2/P)n
Essa é a integral 3.241 (4) da referéncia [32], e é calculada explicitamente na referéncia
20, Cap 7],

q

/Ooo ( 1 d | (p)“/" D(u/v)T(1L+ 1~ pfv)

p—l—q:z:”)”“ - Vpn+1 I“(l —|—7’L)
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Realizando as substituigoes z — k, u — 1, p = m, ¢ = 1,v — 2/D, n+1 — n obtém-se

que
> dk 1 T(D/2+ 1T (n—D/2)
/o (mg + k2/P)yn — (mg)n=Dr2 I(n) ’
portanto,
/ dPq 1 _ 1 1 I'(n— D/2) (A1)
2m)P (¢ +mg)" 207D (m)=P2 T(n) '

O procedimento de regularizacao dimensional oculta em si uma renormalizacao. Isto
¢ associado ao fato de que a equagdo (A.1) é exata somente para D < 2n. Utilizando a
integral 3.194 (1) da ref [32] adaptada a situacao presente,
A 2/D
dk A D D A%
)
0

m3 + k2/P)yr - (md) 2 27 m?

Tomando o limite de A — oo encontra-se que

[P522]
= dk s, L(Z+1)C(n—3) : - ¢ ave(n+0)!
/0 (3 oy (o) T'(n) i ; (=1 tmo) =
" D D_zl()n+e)
D —2(n+Y)

Ou seja, além do termo padrao valido somente para D < 2n, existe um termo divergente.
O procedimento padrao é simplesmente remover esta divergéncia por subtracao. Isto estd
implicito na realizagao da regularizacao dimensional. Um dos poucos textos que abordam

esta questao na literatura é o de Zinn-Justin [3, sec 9.6].

A.1 Analisando Singularidades

Obtida a resposta para D arbitrario, faz-se necessario restringir-se a dimensao de-
sejada e analisar quais as singularidades presentes. O modo habitual de fazer isto é
realizando uma aproximacao gradual. Por exemplo, caso exista interessados no caso em
que D = 7 toma-se inicialmente D = 7 — ¢ e observa-se o comportamento de € — 0;
ressaltando que deve-se tomar cuidado para nao desprezar indevidamente algum termo.

Neste procedimento duas identificagoes sao essenciais:

B*~1+elnB+ O(e?) (A.2a)
-1 |1
(—v+e)~ ( V') - + 1 (v+1)+0(e)], (A.2Db)
sendo
1 1
1/’1(V+1):—7e+1+§+---+;7 Ui(1) = =g,

ve = 0.577 215664 9 (constante de Euler-Mascheroni).
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A primeira relacao é simplesmente uma expansao em séries de Taylor para € pequeno

elnB

(lembrar de fazer B® = e para deduzir). A segunda relagdo permite observar a

estrutura de singularidade da I" préximo as suas divergéncias (inteiros negativos ou zero).
Mais informagoes sobre a fungdo gama podem ser encontradas na referéncia [19, Apéndice
9B|.

A.2 Parametros de Feynman

Algo muito 1til é poder reduzir integrais com produtos no denominador a uma forma

onde se possa aplicar diretamente (A.1). Serd utilizada a identificagao

1 ! dz
ab /0 la+ (b—a)z]? (A.3)

que pode ser rapidamente demonstrada:

11 /1 1\ 1 [tda
ab b—al\a b) b—al), 22

Fazendo x = a+ (b—a)z tem-se dz = (b— a)dz e troca-se os limites de = € (a, b) para

z € (0,1). Este tipo relacao pode ser 1til em algumas situagoes para calcular diagramas
mais complicados.

Um modo mais geral de escrever a parametrizacao de Feynman pode ser encontrado
na ref. [27, pg. 157],

1 F[al 4+ ...+ ak] /1 /1 x(fl_l e ka—l
= dry... | d 0(1—21—...
Dtlll o DZk F[al] - F[ak] . T ; Ty ( T
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eeesesee——— APENDICE B

FUNCAO ZETA DE EPSTEIN-HURWITZ

Este apéndice é dedicado ao estudo da funcao zeta de Epstein-Hurwitz que surge na-
turalmente apos realizar as integrais de regularizacao dimensional. Todo o procedimento
desta se¢@o é baseado na referéncia [9]. A definigdo da funcao zeta pode ser encontrada
em Elizalde [50, se¢ao 3.6 pag 41]

+oo

Ef(siailb) = )

N1 yeeeyNg=—00

d —s

A seguinte identificacao da fungao gama,

Q° = /0 dit*~te ', (B.2)

['(s)
sera utilizada de modo a permitir a reescrita

+oo

1 o b 2a
EZan (3; al’bz) - Z m / dt tsfle—t[m2+2f:1(nl—zb,)2az]
N1,y Ng=—00 0
00 —+00
= L / dt tS—le—tmz Z e—thle(ni—ibi)Qai. <B3)
I'(s) Jo 00
Explicitando o somatorio,
+o0
Z —tzl 1(nl—zb Z Z t(n1—ib1)%a1 o e—t(nd—ibd)2a47 (B4)
Nn1,...,ng=—00 ni=—00 ng=—00

note que alguns somatérios podem transitar (isto é, o k-ésimo somatdrio pode transitar
por todas exponenciais que nao dependam de ny;), de modo que a expressdao pode ser

reescrita como

Jio ot 20 (ni—ibi) [ Z o t(n1—ib1)? ] [ Z o t(na—iba)? ] (B.5)

N1y Ng=—00 ni=-—o0 ng=—00
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Utiliza-se, para cada um dos termos entre colchetes, a igualdade exposta na referéncia

[51, pag 476]
% (z=nm? )2
n2mwit4+2niz _ LLis B.6
T ey B B0
tomando as identificagoes miT = —at e z = tba para adaptar a notagao a presente aqui.

Deste modo,

+00 +00 P
_ _b)2 2 _ a—nTm
E /‘ e t(n—ib)“a etb a 2 e tn? a+2intba — / E e —at
n=—o00

fz [z

Utilizando a expressao anterior e recombinando os somatérios, obtém-se

—+00
2 tZ —1(ng—i i)gai _ 2 e?ﬂnlbl Tlt X E 627rndbde Tagt
. a1 &d

N0y Ng=—00 ni=—00
P 2 b -
— e E e27rn1 1=t ... poTd d_ d
a a
1t al = S
d
= ! 1 E =i Tait gdli=i 2Mnibi (B.8)

142 Jay ... ag
Nn,...,ng=—00

Portanto, a funcao zeta de Epstein-Hurwitz, apds passar pelo tratamento com a iden-

tidade da fungao gama e da identificagao obtida na referéncia [51], assume a forma

m? i/ = ool " - i >4, 2mn;b;
Ed (37al|bl) = m/o' dt ———— \/7 Z (& i=ioait e . (Bg)
L g=—00

E possivel realizar uma expansao em grupamentos para o somatério. A ideia da
expansao € trocar a soma de menos infinito a mais infinito por uma soma de 1 a infinito.

O caso de uma tnica soma é exposto abaixo.

Z e~ et 2™ =1+ 21: e - 2””b+§:e e b
s +i
=1+ i e (e72mmb 4 2mb)
n=1
=142 f: e~ cosh(2mnb). (B.10)
n=1

Nota-se a possibilidade de separar um setor de n = 0 e um setor com soma no intervalo

[1,00[. A decomposi¢ao dos varios somatérios é realizada seguindo este ponto de vista.
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O primeiro termo tem todos os n; = 0. O segundo termo apresenta d — 1 dos d termos
n; iguais a zero e somente um diferente de zero. O terceiro terd d — 2 iguais a zero e dois

diferentes, e assim segue,

+00 n2x2 n2x2
Z o~ Dimi T X 2t _ + Z Z N cosh(2mn;b;)+
N1,...,Ng=—00 n;=1
d 00 222 nix?
+ Z 2 Z e e e et cosh(2mn;b;) cosh(2mn;b;) + . ..
j>i=1 ng,mj=1
o n27r2 n?lﬂ'z
4 24 Z et L e el cosh(2mnyby) ... cosh(2mngby). (B.11)
N,y Ng=1

Retornando a funcao zeta,

, od/2 poo ys—1-d/2 —tm? d 00 22
ET (s;a:]b;) = ) / dt ——— 1+ Z 2 Z e @t cosh(2mn;b;)+

[(s aj . ..aq ~ =
d 00 n2a? n2n?
Z Z wt e %' cosh(2mn;b;) cosh(2mn;b;) + ...
=1 ng,n;j=1
o0 n2x2 ngﬂ,Z
427 Z e Mt L e et cosh(2mnyby) . .. Cosh(27mdbd)} , (B.12)
Nyy..og=1

pode-se notar agora a presenca da funcao de Bessel modificada do 2° tipo,

o a v/2
/ doe 2" te e " =2 (%) K,(2Vab), (B.13)
0

que, para a — 0, recupera a identidade da fungao gama exposta anteriormente:

/ do 2" te ™ = b7'T(v). (B.14)
0
Organizando,
d/2 00
™ 2
E™ s;a|b;) = =———————= {/ dt 57142 tm
a (5ailb) ['(s) al...ad 0
| n2a?
~|—QZZcosh (2mn;b;) / dt t57 12t g e
i=1 n;=1
d oo 2 n2m2
nym g
+2? Z Z Cosh(27mibi)cosh(27mjbj)/ dt t57 172t g T o Tyt
j>i=1n;n;=1 0

n1,...,ng=1 0

o0 %) 4 2 2
4. 424 Z cosh(27nby) . .. cosh(2mngb,) / dt 57172 tm? g~ Zisi T } ,
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/2

- - m2_5 d/2 6
T T(s) al-..ad{( )~SHRD (s — d)f2)

d oo n2m2 575/2 m2n2m2
2 2 — h(27n;b;) K,_ 2 L
§ s [ me\ T PREE——
422 Z 22 = cosh(27n;b;) cosh(2mn;b;) K omy | T +nj7T
m2 1V Y5 s—d/2 a a
7j>i=1 ni,njzl 7
s—d/2
+...+2 Z 2 Z n”zzao H cosh(2mnb;) | Ks—q2 | 2m
Ny, ng=1 i=1 v i=1
(B.16)

Esta é a expressao geral, de modo que basta verificar qual o caso especifico desejado
e aplica-la.
B.1 Caso especial

Nesta secao objetiva-se resolver o caso especial da funcao zeta

ZW= 3" (mi+...+n) (B.17)

ni,...,ng=1

Serd utilizada a extensdo analitica demonstrada inicialmente na referéncia [50]

- 1 I(s—1/2) 1 27 s=1/2
nz::l(nz ta?) = St VT 2(18‘(3) / )azs—l + FE;) ; (g) Ko_12(2mna).
(B.18)
Os casos de maior interesse para o trabalho sao d = 2 e d = 3. Além disto, como no
corpo do trabalho é feita a identificagdo v = 1 — D /2, o caso principal serd v = —1.

Para d = 1, a fungao se reduz trivialmente a fungao zeta de Riemann,

ZW = ((s). (B.19)
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Na situacao d = 2 obtém-se,

N T 1 (s —1/2) 1
Z(n1+”2) :Z{_2n28+\/_2(f‘(3)/) 25—1

n1,n2=1 no=1 Ny

215 S [y \ T2
+ F(S) nz: <n—;> K5_1/2(27m1n2)}

1=1

_ 1 V(s —1/2)
= _§C(25) 2T (s) ————((25 — 1)
L ny s—1/2
’%H@HE;IC£> Kiyja(2mminy) (B.20)

Divergeéncias na funcao zeta de Riemann sao encontradas para s < 1. Pode parecer
que ocorreu uma perda de simetria neste processo. Afinal, o lado esquerdo é perfeitamente
simétrico por troca n; <> ng, enquanto que o lado direito nao parece ser tao simétrico:
mas na verdade é. A simetria ficou apenas um pouco escondida. Foi escolhido aqui manter
a simetria escondida ao invés de evidencia-la seguindo a soma simetrizadora da referéncia
[52]. A vantagem que se ganha aqui é a clareza, visto que a soma simetrizadora exige que
mais termos sejam tomados.

Na situacao d = 3, faz-se necessaria uma dupla aplicagao da relagao (B.18). Primeiro

é feita a soma sob nq,

Z (nf+n3+n3)"° = Z {_ 1 +ﬁF(s—1/2) 1

2 2\s 1
ni,n2,n3=1 ng,n3=1 2(712 + 7’L3) 2F(S) (n% + n%) 2
s oo s—1/2
stl 2(27m1\/ n2 + n2) .
F(s)y?l(\/%%—n?)) / 2

Entao, a soma sob nsy

S T N 1 1 (s —1/2) 1
Z (ni + n3 + nj3) :Z{_§[_2n§“’+\/_2(1“(3)/) 351

ni,n2,n3=1 nz=1 77/3

2 n (ng )\ L Vs = 1/2) .
+m$;:<ﬁ) Focaplmnam]] [

— 2I(s) 2n3*

V(s —1) 1 2 O P
G =172 T T =1/3) 2 (—) Ks—l(QW”Z”S)]

n
no=1 3

00 s—1/2
oS ny <
+ o — Ky 1o ( 2mniy[nd + n2) .
I(s) z:<¢@:@) ATV T

ni,na2=1
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E por iltimo a soma sob n3, que evidencia a presenca da zeta de Riemann,

= ml'(s —
Y )= [ - jotes) 4 YRS o )

Jils—1/2)[ 1
T TTr) [‘5“25—1)

VAT(s — 1) oo~} o
+ MC(QS -2)+ m m%::l (n—3> K51(27Tn2n3)]

0o s—1/2
218 nq <
+ — _— K,_ 2mn n2+n2>.
i, 2 (m) ATV

ni,nz,n3=1

27® > Ny s=1/2
— — K, 1,5(2
* I'(s) 2 (ng) y2(2mnaa)

ng,n3=1

Basta agora organizar completamente a expressao,

> nd ) = qotes) - YT sy 4 TS e o)

ni,nz,n3=1

C— ny\ R ny \ * 12
2 2
§ = K, 1(2 - — E — Ky 1/5(2
* [(s) (ng) 1(2mnans) [(s) (ng) 1/2(2mmnans)

ng,n3=1 no,n3=1

0o s—1/2
2ms ny (
+ — — K 21/ n3 + n2) , (B.21
I'(s) Z (m) 1/2 1Y/ T 3 ( )

ni,n2,n3=1

que, por sua vez, apresenta divergéncias para s < 3/2.

Situacdo s =1

Devido a utilidade, serd mostrado o caso especial s = 1, onde sera utilizada uma
supressao de infinitos para remover as divergéncias presentes.

No caso d = 2 da equagao (B.20) a tunica divergéncia presente em s = 1 é dada por
¢(2s — 1). Removendo este termo,

ny

N 00 1 o0 1/2
2P =P Y (i)t = —(@) 2w Y (n—) Ky pp(2rmany), - (B.22)
ni,no=1 ni,no=1

a notagao P > esta sendo utilizada para simbolizar que foram extraidas as divergéncias
da soma, a notacao Z esta sendo utilizada para definir uma nova funcao sem as partes

divergentes. A parte restante tem solugao numérica rapidamente convergente,

7O =P 3 (n?4n2) = —0,816584, (B.23)

ni,na2=1
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Na situagao d = 3 existe a presenca da divergéncia ((2s — 1) e também de I'(s — 1).

Ambas serao suprimidas; assim,

. > 1 -
Z£3) — P Z (n? +n2+ ng)*l — ZC(Q) + Z Ko (2mngng)

ni,nz,n3=1 ngz,n3=1

00 1/2 o) 1/2
No ny
-7 g — Ky /9(2mngons)+27 E _— K 2m™n \/n2 +n2>
(ng) 1/2( 2 3) ( n% + n%) 12 < ! ? ¥

na,n3=1 ni,nz2,n3=1
(B.24)
Novamente, os somatdérios restantes sao rapidamente convergentes,
Z =P > (n}+nd+nd) Tt =0411489. (B.25)

ni,n2,n3=1

Fica evidente que é necessiaria uma anélise caso a caso. A situagdo s = 3/2, por

exemplo, é exibida abaixo:

Zy5), = 2,32698 (B.26)
Zy5, = —1,34414. (B.27)
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