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RESUMO

Obtivemos, para o modelo de Potts ferromagnético a camnpo
nulo, as magnetizagdes - de cada sitiore média por sitio - nas
redes fractais hierarquicas diamante (RD) e ponte da wheatstone
(RPW}, através de equagdes de recorréncia.

Calculamos exatamente alguns expoentes como por exemplo o
expoente critico da magnetizagdo média por sitio (B8), v, etc...
assim come o expoente de Lipshitz-Hdélder («) maximo e minimo,
relacionando-os com os demais expoentes.

Verificamos que estas redes fractais respeitam a lei de
hiperescala para este modelo e ao calcular a fungao f(«a), para
a medida definida como a magnetizagdo de cada sitio de um
perfil da rede diamante dividida pela magnetizacio total deste
perfil, observamos dque esta magnetizacio

local apresenta

comportamento multifractal na temperatura critica Tec.



ABSTRACT

We obtained, for the zero field ferromagnetic Potts model,
the magnetization for each lattice site as well as the per site
average one, on the fractal hierarchical lattices a) diamond
and b) wheatstone bridge, by means of recurrence equations.

We calculated exactly some exponents as the critical one
for the per site average magnetization (B8), v, etc.. and also
the maximum and minimum Lipshitz-H&lder exponent («), relating
then with the others exponents.

We also verifyed these fractal lattices obey the
hiperscaling law for this model, and calculating the f(a)
function for the measure defined as the per site magnetization
of a profile divided by its total magnetization, we observed
this magnetization has a multifractal behavior at the critical

temperature Tc.
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INTRODUCAO

Modelos exatamente soluveis em fisica, como por exemplo o

da particula livre e oscilador harmdénico, sempre foram de

grande importancia para a compreensdo de diversos fendmenos

fisicos, servindo suas solugées exatas, muitas vezes, de guia

para solugdes aproximadas de problemas mais conplexos. Em

particular para a Fisica Estatistica, a existédncia de modelos

exatamente soluvelis [1] pode revelar aspectos fundamentais das

transigdées de fase em sistemas termodindmicos, haja visto a

relzvancia e posterior influéncia exercida pelos resultados

exatos obtidos por Onsager (2] para o modelo de 1Ising

bi-dimensional, nos quais, dentre outros resultados, se

observou uma discorddncia entre os valores classicos e os

exatos dos expoentes criticos.

Particularmente em sistemas magnéticos isolantes, diversos

modelos tém sido utilizados, entre outros aspectos, para uma

‘melhor compreensao das transigdes de fase de primeira ordem e

continuas,; como por exemplo, os modelos de Ising e Potts. O

modelo de 1Ising [3], gque pode ser adequado para dJdescrever

diversos sistemas que possuafu uma forte anisotropia uniaxial,
associa variaveis de spin aos sitios de uma determinada rede,
os quals interagem entre si podendo somente. ser paralelos ou
antiparalelos. O modelo de Potts {4] & uma extensdo do modelo
de Ising, pois assoclia a cada sitio. da rede uma variivel de
spin que pode estar em q diferentes estados, ao invés de

somente dois no modelo de Ising. A energia de interacao entre



dois spins de Potts que estdo no mesmo estado & diferente

(menor) dque a energia de interagdo quando estdao en estados

diferentes. 0 modelo de Potts se reduz a vVArios sistenas

conhecidos para alguns vadlores de g como por examplo: q= 2,
modelo de Ising; g =1, percolagdo; gq = 0, resistorss

aleatérios, etc.

Varios sistemas apresentam uma criticalidada (expoentes

criticos}) que pode ser descrita pelo modelo de Potts,

pertencendo assim a mesma classe de universalidade do modelo em

questiao. Alguns desses sistemas sido: polimeros cujo processo de

vulcanizagdo pertence a classe de universalidade 0 s g s 1; o

DyPO4 em d =3 para g = 2; adsorgao 'de ‘*He em grafite com 1/3

de cobertura (d=2) para g=3 e 0, adsorvido em una

superficie de Ni para gq=4¢ [5]. Este modelo tem também sido

estudado em diversas redes como a cubica, quadrada, triangular,
hexagonal, honeycomb, etc... calculando-se por exenplo o ponto

critico (5] de transigdo nestas redes.

Ultimamente, diversos modelos magnéticos vém sendo também

estudados em redes fractais hierdrquicas (6}, as quais tém

atraido a atengdo dos pesquisadores especialmente apdés a

observagao de que as equagdes de recorréncia de Migdal-Kadanoff

(7] podiam ser eéxatamente resolvidas nestas redes. A

possibilidade de obtengao de indmeros resultados exatos (8]
estimulou o estudo de varios modelos, dentre os quais o de

Ising e Potts nestas redes, a despeito do fato de ndo serem

encontradas na natureza. Por exemplo o cdlculo de expoentes

criticos dependendo continuamente de um parametro, a obtengdo



de pontos fixos e de linhas de pontos fixos (9] sao facilmente

realizados nestas redes para esses mnodelos.

As redes hilerarquicas tém a sua riqueza =2 relevancia

tedérica reforcada pela sua caracteristica de serem invariantes

por escala pertencendo assim a uma classe de objetos

geonetricamente auto-similares denominada fractais [(10], os

gquails possuem, =m geral, dimensdo nao intelra. A importdncia de

sistemas fractais, gque sdo objetes cuja '"massa" cresce

algebricamente com uma distancia caracteristica do sistema, com

expoentes em geral ndao euclideanos, foi difundida por

Mandzlbrot [11]. Os fractais tém sido exaustivamente estudados

tanto no contexto teorice quanto experimental. Podem ser

encontrados em diversas areas tais como em percolagao ([12],

agregagdo por difusdo limitada (DLA), dque € observada na

eletrodeposicdo de Zn [13], na formac¢ao de agregados de

proteinas de imunaoglobulina [14], no estudo do deslocamento de

um fluido viscoso [15] (por exemplo dleo) por outro fluido de

menor viscosidade em um meic poroeso (por exemplo agua), o que

tem importéncia pratica para a extrag¢ao de petrdleo, etc... O

estudo da estatistica de Hurst - Analise R/S - ([16,17] e do

movimento fracional Browniano (17] sdo também areas atuais de

interesse em fractals.

A analise da distribuigdo de uma medida, seja ela uma

grandeza fisica ou nd3o, em um suporte geométrico deu origem ao
conceito de multifractais [10] introduzido por Mandelbrot (11]
e retomado principalmente por Grassberger (18], “Hentshel e

Procaccia [19], Frisch e Parisl (20] dentre outros nomes. O



comportamento multifractal tém sido observado =m

diversos
sistemas como na distribuicdo de correntes em um resistor
fractal {21], em processos de crescimento e DIA (22] nas

células de Hele-Shaw [23], no escoamento viscoso para um numero

de capilaridade alto [24], etc... A caracterizagio da

distribui¢do de uma medida como mnultifractal pode ser feita

calculando-se a fungdao f(a«) [10,17] que determina a gama de
dimensdes envolvidas no processo de distribuigdo, onde o é o
expoente de Lipshitz-Hélder [17].

Uma das primeiras caracterizagdoes de uma distribuicao

multifractal em sistemas magnéticos fol realizada por Morgado
et al. {25) para a magnetizag¢io local do modelo de Ising em um
perfil da rede fractal diamante na temperatdré critica da
transigao {Tc).

Neste trabalho calculamds exatamente as magnetizagdes
locais a qualquer temperatura (T) em: a) uma familia de redes
diamante - gerada pela variagdo do numero de.coordenagéo das

raizes na c¢elula basica (Nc) - e b) na rede ponte de

wheatstone, para o modelo de Potts ferromagnético com um numero

q de estados. Para obter as magnetizag¢des locais desenvolvemos
um metodo que oObtém, em primeiro lugar, as equagdes de
recorréncia da magnetizagao local da rede, com n hierarquias,

como fungdo da magnetizaééo local e de um tipo éspecial de

"fungao de correlagdo entre primeiros wvizinhos", ambas de

hierarquias anteriores e, posteriormente, as equagdes de

recorréncia para a magnetizacgdo média por sitio.

Foram obtidos exatamente alguns expoentes do modelo como o



expoente critico da magnetizagiao media por sitio (B), «

(exvoente do calor especifico), v, etc. Isto nos permitiu

comparar alguns de nossos resultados com os existentes na

literatura, sendo gue em alguns casos 0s nossos resultados

divergem dos ja publicados [26]. Os valores do expoente do
calor especifico o nos permitiram testar a validade da lel de
hiperescala para este modelo, lel esta que tem sido objeto de

conjecturas e controvérsias na literatura (27].

Nesta tese verificamos também que a magnetizagdo de Potts

para um perfil da rede diamante apresenta comportamento

multifractal em Tc. A multifractalidade do modelo na rede
diamante foi verificada através da andlise da distribuigdo da
magnetizacdo local em um perfil da rede. Esta andlise fol
realizada calculando-se a fungdo f(a) para a medida definida
como a razdo entre a magnetizagéb local do perfil e a
magnetizagido total do mesmo. Calculamos ainda, exatamente, os
ekpoentes de LipShitz-Hélder (o) maximo e minimo para esta
medida relaclonando-os com outros expoentes do mbdelo nesta

rede.

Esta tese aborda em seu pfimeiro capituloc aspectos
relevaﬁtes das transigdées de fase e fendmenos criticos; no
segundo capitulo definimoslfractais e multifractais fornecendo
alguns exemplos e no terceiro capitulo descrevemos o estudo da
criticalidade e multifractalidade do modelo de Potts

ferromagnético nas redes fractais diamante e ponte de

wheatstone. Em seguida estdo as conclusdes e os apéndices.



CAPLTULO 1

ASPECTOS DE TRANSICAO DE FASE E MODELO DE POTTS

1.1) TERMODINAMICA DAS TRANSICOES DE FASE

A eXperiéncia comum nos diz que os sistemas macroscépicos
sempre evoluem para estados estéveis,: como agquele que &
atingido por um recipiente com paredes impermedveis ao calor
(adiabatico), contendo por exemplo 100g de gelo a Q°C mais 200g
de agua a 50°C: todo o gelo se fundira abaixando a temperatura
da agua. Apods atingido este estado e sendo o sistema isolado,

este estado do sistema ndo mais se altera, ficando independente

do tempo. Ele ¢ chamado de estado de equilibrio e sera

determinado unicamente por propriedades intrinsecas do sistema
tais como: eﬁergia interna (U), volume (V), numero de moles dos
constituintes (N ) para fluidos ou quaisquer outras variaveis
quelsejam necessarias para caracterizar o estado do sistgma;
como por ekemplo o0 campo magnético-éxterno e a magnetizéqéo
para sistenas magneticos. A termodindmica posfula {283 a
existéncia e a descrigdo desse estado apoiando-se no fato que a
‘experiéncia concorda com as déduqées provenientes de tal
postulagdo. A descrigaoc é realizada assumindo a existéncia de
uma fungdo dos pardmetros extensivos do sistema, homogénea de

primeira ordem e monotonamente crescente dita entropia (S):

S = S(U,V,N,...,N).



O0s estados atingidos (caracterizados pelos valores dos
paranetros), na auséncia de vinculos internos, sido aqueles que
maxinizam a entropia. Esta afirmagdo & conhecida como postulado

da entropia maxima. As propriedades da fungdo entropia,

antzriormente citadas, permitem que a energia interna de um

fluido seja expressa como:

U=U(S,V,N,...,N) .

Cada uma destas duas equagdes contém toda a informagio

ternodindmica sobre o sistema e ¢ <chamada de equagao-

fundamental. A descrigdo dos estados de equilibrio 2
adequadamente feita pelo postulado da energia minima: o valor
de =2quilibrio de qualquer pardmetro do sistema é tal que

minimiza a energia interna. Estes dois postulades sao
inteiramentes equivalentes e desta forma os estados de

equilibrio podem ser descritos por um postulado ou pelo outro.

Sendo a primeira diferencial de U:

au
AU =135 Jon,.. a3 *
au - au o (1.1)
A BT PV av + ¢ 3N} s.v,u,...udN;’ .
t n 3 1 a

as derivadas parciais, mostradas a seguir, sdo fungdes

homogéneas de ordem =zero dos pardametros extensivos sendo

portanto fung¢des intensivas destes - pardmetros: elas sao

chamadas de elquaq:c')es de estado. Temos assim:



| au (1.2)
T(S,V,N ,...,N ) =} 35 |y 4. . .y
U (1.3)
— - = LT ’
P(S,V,Nl,-";Nm) - av S,N.,.-N
3u (1.4)
FJ-}(S:V:NI_J“"NM) = ﬁj 5,V V_n .

Como muitos fendémenos comuns ocorrem em situagdes

particulares, como por exemplo, & temperatura ou a pressao

constante, é conveniente descrever seus estados des equilibrio

através de uma equag¢io fundamental que contenha como pardmetros

algunas grandezas intensivas como a temperatura e a pressao

citadas anteriormente. Isto é proporcionado pelas transformadas
de Legendre da fungaoc U. Estas transformadas de Legendre de U
sdo chamadas de potenciais termodinamicos e o postulado da
energia minima pode também ser formulado para estes potenciais.
Assin para cada tipo de fendmeno, tfabalhamos com ©O potencial
que fornece a descr‘icao mais adequada. |

Para fendmenos que ocoi:rem a temperaturarT'constante, ou
‘seja, estdo em contato com um reservatério térmico a
temperatura constante, a transformada de Legendre de U que
substitui S por T proporciona uma descrigdo adequada e ¢
chamada de energia livre de Helmholtz F=F(T,V,N,...,N}. Este
é o potencial minimizado nos estados de equilibrio, qliando -'1‘ é
constante. Quando o fendmeno ocorre a pressdo P constante, em

contato com um reservatorio de pressdo, a transformada de

Legendre de U, que substitui Vv por P, & chamada de entalpia



H:H(S,P,Nl,...,N“) 2 quando temos T e P constantes ao masmo

tempo, a transformada que substitui S por T e V por P,
simultaneamente @ a energia livre de Gibbs, que é a mais
apropriada para a descrigd3o dos processos naturais, jé‘que a

atmosfera & um bom reservatdrio de temperatura e pressdio.

A tabela {1.1), a seguir, resume as transformadas de

Legendre mais comuns da energia U para um fluido.

Tabela 1.1
Transformadas de Legendre de U.

U =U(S,V,N ,N,,...) F=F(T,V,N ,N_,...)
T = 8U/3S - § = 3F/aT
F=1U-TS | U=F+ TS

F = F(T,V;Nl,Nz,...) U=U(S,V,N N ,...)

U=U(S,V,N N ,...) H= H(S,P,N ,N_,...)

- P = 3U/avV vV = 3H/8P"
H=1U+ PV U =H - PV

H = H(s,p,Nl,Nz,;..) | U=U(S,V,N ,N_,...)

U =U(S,V,N ,N_,...) G = G(T,P,N ,N_,...)
T = 3U/3s : - 8 = 3G/aT

- P = 3U/av v = 3G/3P
G=U+ TS + PV U=G+ TS - PV-
G = G(T,P,N ,N_,...) U= U(S,V,N,N,...)
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Vamos agora analisar suscintamente a estabilidade de um

sistema termodindmico isolado em equilibrio. Suponha que um

agente externo divida este sistema em duas partes idénticas,
por uma parede totalmente impermeavel, retirando de uma parte
uma certa quantidade de sua energia interna e transferindo a
outra parte esta energia; logo apdés a retirada da parede, o
slstema em questio deve procurar uma nova configuragdo, a qual
se caracteriza por valores dos pardmetros internos que
maximizam a entropia total.do sistema. Deste modo, para que a
nova configuragio seja l1ldéntica aquela do sistema dividido, ou
seja, para que o equilibrio seja estavel, a soma das entropias
das partes deve ser menor ou igual que a entropia total, ém
caso contrario ocorrerda uma transigdo de fase. Usando o mesmo
argumento em relagdo aos outros pardmetros -da entropia
concluiremos similarmente que ha uma exigéncia sobre a
curvatura da fungdo entropia: ela deve ser uma funqao'cénqava
de seus pardmetros. Usando as propriedades da transformada de
Legendre [28] podemos afirmar que os potencias termodindmicos
(transformadas de U) sdo fungdes convexas de seus pardmetros

extensivos e fungdes cdncavas de seus parametros intensivos.

Por exemplo, a fungdao de Gibbs deve respeitar:

T2 0 2 _
3G <0 a_.c?:: <0 . (1L.3)
6'1‘2 JP.N ap TN
3% [ 8%c ) _ a’¢ \* 0 (1.6)
aT® }| ap” aTap -

Estes critérios de estabilidade tém como consequéncia

limitagdes sobre as fungdes resposta: coefliciente de expansao

térmica (), calores especificos (c, o cp) a as
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compressibilidades (:ct e :cs):

c zc z0e kK zg= 0, (1L.7)

Similarmente para sistemas magnéticos os calores especificos e
suscetibilidades devem satisfazer relagdes analogas.

Quando estes critérios nao sdo satisfeitos ocorre uma
transicdo de fase, que pode ser provocada por exemplo pela

mudanca de algum pardmetro intensivo ou extensivo como variagao

de temperatura, compressdo, etc.

Na fig. (1.1) observamos a segdo PT de um diagrama de fase
PVT para um fluido e na fig. (1.2), observamos a segao HT do

diagrama HMT para um magneto. As linhas cheias dos graficos sao

curvas de separagao de fases.

LiQuioo H
Curva de
fusao L — PEREN
. / ‘} |
/ "---\\
<4LIDO Y ‘ 1 f \
: Curva de vapor H ;0 D t -
. — de pressao T. / T
Curva de . : lll - € /
sublimagao __ GAS ~——— _
Ponto triplo
I »
T. T

Fig. 1.1) fluido Fig. 1.2) magneto
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Para visualizar o que acontece na vizinhanqé das curvas da
separagdao de fases, sem perdalde generalidade, representaremos
o potencial de Gibbs em funcio de um unico parametro extensivo,
como por exemplo o volume, com dois minimos locais para
Cemperaturas abaixo de Tc em um diagrama de transicao

liquido-gds como aparece nas figuras (1.3) e (1.4) para um

fluido. Para alguns ferromagnetos, como o de Ising, o potencial
de Gibbs também pode ser representado com dois minimos locais.
Quando um certo sistema cruza uma curva de separacido de

fases como mostrado na figura (1.3), por exemplo aumentando sua

temperatura, o minimo do potencial de Gibbs muda da fase mais

densa para a menos densa (de maior volume molar) no caso de um

fluido. No caso de um ferromagneto, o sistema muda, por

exemplo, da fase onde todos os spins estdo orientados em uma

dirégéo'para uma outra fase na gqual os spins possuem orientacgao
espacial oposta (transicido ordem-ofdem) ao cruzar a curva de
séparagéo de fases da figura (1.2). As flutuagdes que ocorren,
neste tipo de transigdo, sao ateﬁuadas pela "forga
restauradora", devido a forma parabdlica dos minimos, que

trazem o sistema de volta ao equilibrio. Em um fluido a

flutuagdo no volume & limitada pela atuagac da "forga
restauradora” que consiste na derivada do potencial de Gibbs em
relagdo ao volume, - responsavel por uma -diferenca. de pressio
atenﬁadora; em um ferromagneto a flutuaé&o da magnetizagdo &

atenuada pela derivada do potencial em relagdo a magnetizacgio

que corresponde a um campo qua tende a diminuir as flutuacgdes.
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T —

Fig.l.3)Competicdo entre os minimos do potencial de Gibbs
perto de Tc, em uma transigcdo de fase de primeira ordem.

Em uma transigdo de 1" ordem, as derivadas primeiras do

potencial termodindmico s3o descontinuas e esta € uma

caracteristica usada para a classificagdo deste tipo de

transicao (Ehrenfest [29]), que ocorre por exemple quando o

gelo se funde. Durante esta transigiao a temperatura ndao muda,

ha coexisténcia de fases e o sistema absorve o calor latente de

fusdo: TAS, devido a descontinuidade de S.

Quando, entretanto, percorremos ne diagrama PT, os estados

~de equilibrie .ao longo da curva de separagdo de fases,

aumentando a temperatura, ha um comportamentoc diferente dos

minimos do potencial de Gibbs: ele vai suavizando o méximo

local (central) que vai se aplainando, como mostra a figura
(1.4)-. Isto implica que a "forga restauradora" que atenua as
flutuagdes vai se enfraquecendo permitindo que as flutuagdes

termodindmicas aumentem a ponto ‘de atingir as dimensdes do

aistema.
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Fig. 1.4) Mudanga na forma do potencial de Gibbs

a
medida que nos aproximamos de Tc, onde a transigdao 2 continua.

Devido ao aumento das flutuagdes, aparecem as correlagdes de

longo alcance, que sdo caracteristicas das transigdes

continuas, como as transigdes ordem-desordem sofridas pox

alguns sistemas como a liga de CuZn, cuja fase ordenada & uma

rede cubica de corpo centrada é a desordenada ¢ caracterizada
pela localizagdo aleatdria dos atomos da liga nos pontos da
rede. Um outro exemplo de transigdo continua sdo as transigdes
liquido-gas comd a que ocorre com © dioxido de carbono, onde

foi observado por. Andrews [29] o fendmeno de opalescéncia

critica, no qual a luz é espalhada pelas "gotas" que se forman,
ao se abaixar a temperatura, com dimensdes laterais da ordem do‘
comprimento da luz. Péra um ferromagneto, teremos uma transigao
continua por exemplo ao seguirmos ao .1ongo da curva de

separagdo de fases da figura (1.2}. Esta curva termina em um

ponto similar aquele onde termina a curva de separagdo da fases
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liquido-qés mostrada em (1.4), além do qual ndo ha diferenca
entre as fases liquida e gasosa. Este ponto é chamado ponto

critico e a temperatura é a temperatura critica. Neste ponto as

fungdes resposta (c, c, e a divergem devido ao nado
p

obedecimento dos critérios de estabilidade.

Dentre as varias teorias de campo médio [29] que tentaram

descrever as transigdes de fase continuas, estd3o a Teoria de

Van der Waals para a transigdo liquido-gas, a Teoria de Weiss

para as transigdes em materiais magnéticos e a Teoria de Landau
[30}. Esta dltima muito contribuiu para o estudo das transigdes

de fase ao introduzir o pardmetro de ordem, uma grandeza que

caracteriza as fases do sistema, sendo nulo na fase desordenada

(em geral a fase de alta temperatura) e diferente de ‘zero na

ordenada (em geral a fase de baixa temperatura). Em uma

transigac de fase de primeira. ordem este parametro muda

abruptamente ‘de valor quando muda o minimo do potencial

termodindmico de uma fase para outra, enquanto que este

parametro muda continuamente em uma transig¢idc continua. Por

exemplo para uma transigao ordem-desordem sofrida pela 1liga

cuZn ([28], Jja citada, o parémetro de ordem adequado & a

diferenga entre as fragdes de sitios de uma das duas subredes,
digamos A e B (ambas cubicas simples), que constituem a rede de

corpo centrado, ou seja (N;‘- N&)/NA . Na fase desordenada os
pontos da rede estdo aleatoriamente ocupados e as fra¢des de

ocupagdo sdo iguais, o que fornece um parametro de ordem nulo.

Para um ferromagneto que passa por uma  transigdo

para-ferromagnética o parametroc de ordem adequado & a

magnetizagdo - quea por exenplo em sistemas que podem ser
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modelados por ferromagnetos de Ising & uma medida normalizada

do ﬁumero em exXcesso dos momentos magneéticos dos atomos e/ou
moléculas que apontam no sentido definido como positivo - que
vale zero na fase paramagnética e & diferente de zero na fase
ferromagnética. Podenos sempre escolher um .pardmetro de ordem

normalizado como o usado na exemplo da 1liga CuZn para
caracterizar as fases do sistema.
As teorias de campo médio foram oportunas qualitativamente

prevendo uma série de propriedades dos diagramas de fase de

fluidos e ferromagnetos, entre elas a existéncia de um ponto

critico, contudo falharam quantitativamente ao fornecer
incorretamente os valores dos expoentes criticos, fato

sobre o qual discorreremos rapidamente na. préxima segio.

1.2) FENOMENOS CRITICOS

Nas proximidades do ponto critico, podemos descrever o
" comportamento de uma série de grandezas termodinamicas, como
por exemplo o pardmetro de ordem, através dos expoentes

criticos. Sendo f(e) a grandeza em questdo e definindo
' T = Te
Tc

e , - (1.8)

onde Tc € a temperatura critica, o expoente critico A para ¢

suficientemente pequeno é definido como:

A= lim In £(€)

— (1.9)
€40 In e

A tabela (1.2) ,a sequir, mostra a definigdo dos expoentes mais

comuns para sistemas magnéticos.
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Tabela 1.2

Definigdo dos expoentes criticos mais comuns
para sistemas magneéticos.

Expoentes Definigao: Condigdes: Grandeza:
4 H M
-t .
o’ : C, ~(-8) < 0o o0 0 calor especifico
V. : a campo magnético
. Cy ~(8? > 0 0 o0 - constante
3 B ~(-E)B < 9 0 #o0 magnetizagdo a
campo nulo
7! k_~(-er 7 <o o #o0 suscetibilidade
¥ isotérmica a
~ o
y Ko~ (€) P o campo nulo
3 . .
S o ~]u] sgatn) o #0 *0 isoterma critica
-1 .
v’ £ ~(-g) ' < 0 o #0 comprimento de
correlagao
v £ ~tey) Y >0 o0 o '
(4 - 2 0 ngao d
m Tty ~|c] ‘ Fmoe o fung e
: correlagio

As teorias de campo médio citadas no final da segao

anterior sdo igualmente conhecidas como classicas, pois no que

diz respeito as transig¢des continuas elas fornecem os mesmos

valores - para os expoentes criticos "~ independentemente da

dimensdo do espago e da dimensdo do pariametro de ordem.

Entretanto, estes wvalores nac coincidem, em geral, com os

valores observados experimentalmente . nem com o0s poucos

resultados exatos, como o cdlculo dos expoentes do modelo de
Ising em uma rede quadrada obtido por Onéager {2] e outros,
como mostradoe na tabela  (1.3). O motivo disto & a nio
consideragdo da relevancia das flutuagdes neste tipo de teoria.
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Para compreendermos um pouco melhor o que ocorre com estas
teorias vejamos, rapidamente, o calculco do expoente critico da
maqnetizagéo (3) utilizando a Teoria de Landau aplicada a um
cristal magnético uniaxial sem campo externo que sofre uma

transigdc continua [28]. Neste exemplo ‘0 potencial de Gibbs,
cujo parametro de ordem & o escalar ¢ (magnetizagdo), é
expandido pertoc de Tc¢ em poténcias de ¢, onde ¢ &
suficientemente pequenc. Para que o potencial seja simeétrico em
relagdo a ¢, eliminamos as poténcias impares, podendo assim

expressar G na seguinte forma:

G=GO+G1¢2+G2¢4+..., (1.10)

onde os G, i=0, 1, 2... sao fungdes dos parametros do
sistema como T,P,Nl.. . Esta expansio entretanto nao consegue
descrever a singularidade do ponto critico pois as flutuagdes

crescem muito e o potencial real nao & analitico perto de Tc.

Para que o ponto ¢ = 0 seja um maximo local para T < Tc e um

minimo absoluto para T = Tc, o termo quirtico deve ser sempre

positivo, o quadratico deve ser positivo para T > Tc, negativo
para T < Tc e portanto deve se anular em T = Tc. Desprezando os
demais termos obtemos:
¢=0para T>Tc e ¢« |Tc-T|"* para T < Tc,

de onde se obtém o expoente critico da magnetizagao B8 = 1/2; A
tabela (1.3) abaixo mostra para os expoentes o, «’, B, 7 e 7’
os valores classicos, experimentais para © CO, e © Ni, exatos
para o modelo de Ising em duas dimensdes feito por Onsager [2]
e por fim valores numéricos para o modelo de Ising em trés

dinmensées. Podemos assim observar a discrepincia entre os

resultados classicos e os demals.
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Tabela 1.3
| Yalores de alguns expoentes criticos.
T < Te T > Te

Expoentes;ﬂ ot B Vi o ¥
Classicos: 0 1/2 1 0 1
CO,(fiutdo,a=3)|_ 0.1 | 0.3¢ | _ 1.0 | _ 0.1 1.35
Ni(naqnetojd=3) < 0.2 0.35 - 1.2 - 1.3
Modelo de ?Einq

(exato,d=_2)- 0 1/8 - 7/4 0 ~ 7/4
Modelo de Ising _ /8 |- _ 5/4

(numerlco}j,\d:B) ou 1/16 - 5/16 ou 21/1 - 1/8 i 5/4

Podemos entender a arigem da diferenga entre os valores
classicos dos expoentes criticos e os valores experimentais,

como mostrado na tabela (1.3), se notarmos que, para

temperaturas .bem abaixo de Tc por exemplo, a distribuigidc de
probabilidade da enérgia é simétrica e estreita, mas perto de
Tc o minimg da energia livre.de Gibbs se torna muito.pequeno,
tornahdo a sua distribuicido de probabilidade' larga e
assimétricg,. Como no limite termodinamico o Qalor mais’proQavel

de uma grandeza é igual ao seu valor médio, somente se a sua

distribuiqég de probabilidade for simétrica, perto de Tc
teremos problemas ja que usualmente identificamos o valor mais
provavel e o valor médio de uma grandeza como sendo iquais.

Como experjmentalmente medimos o valor médio e o identificamos

com a vagag mais provavel calculado através da fungioc da
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partigdo, os valores dos expoentes criticos tedricos desta
teoria ndo concordam, em geral, com os experimentais {28].

Assim, por exemplo para o expoente do pardmetro de ordem

temos que a medida que nos aproximamos de T¢, por baixo, a

diferanga entre os valores mais provaveis do parametro de ordem
tomados em duas tenperaturas diferentes porém prodximas de Tc &
maior que a diferenga entre os respectivos valores nédios. Isto

devido a assimetria de sua distribuigdo de probabilidade. Uma

vez que ambos escalam com |Tc~T|B o valor tedrico B =1/2 é

maior que o experimental B8 = 0.34 (~1/3). Deste mnodo podemos

compreender a origem dos problemas nas teorias classicas que

nao levam em conta os efeitos das flutuagdes de longo alcance.

Todavia, existe uma dimensd3o do espago acima da qual as

flutuagdes sdo pouco relevantes, caracterizada pelo critério de

Ginzburg-Landau ([31]; deste modo o0s expoentes passam a

apresentar os valores classicos, por exemplo d = 4 para Teoria

de Landau para materiais magnéticos. Nota-se também gque com o

aumento da dimensae do pardmetro de ordem diminuil Tc, ja que

esse aumento favorece as flutuagdes.

A importancia das flutuacdes fol apropriadamente levada em

consideragdo pela hipéﬁese de escala e pela teoria de grupo de

renormalizagdo.

A hipdétese 'de escala suphée que na vizinhanga do ponto
critico .a parte dominante (singular) do potencial de Gibbs (ou

outro potencial adequado) é uma fungdo homogénea generalizada

de seus pardmetros, ou seja, que o espago de pardmetros é

invariante sob uma transformagio de escala, assim como um

. fractal.
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Por exemplo para o potencial de Gibbs a hipdtese de escala

propde a forma:

Bl+x/6

+
G, . Tt | ——pz| (1.11)
| T-Tc| -
onde £ & definido para T > Tc e £ para T < Tc. Aplicando esta
hipdtese também a funcao de correlacao podemos obter expressdes
universalis que relacionam todos os expoentes criticos com « e

3, O que nos permite, ac usar os expoentes criticos mals comuns

definidos na tabela (1.2) juntamente com a dimensao do espago,

encontrar as relagges de escala:

a + 28 + 7 =2 Lei de Rushbrook,
¥y = B(8 - 1) Lei de Widom,

(1.12)
¥ = (2 - v Lei de Fisher, '
dv = 2 - o« Lei de Josephson ou Hiperescala.

Muitos sistemas, cujas forgas interatdmicas sdo de curto
alcance, que possuem principalmente a mesma dimensido do espago
e a mesma dimensio do parametro de ordem, apresentam os mesmos

valores para os expoentes criticos, pertencendo ao que

denominamos de mesma classe ‘de universalidade, um importante

conceito que permite relacionar diferentes sistemas

aparentemente sem relaciao entre si, que possuem diferentes

tipos de transicao de fase, de interagdao, de estrutura da rede,

etcC...

A Teoria de Grupo de Renormalizag¢do é uma técnica adequada
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para tratar dos efeiltas das correlag¢des de longo alcance que

surgem em uma transi¢doc continua devido ao dominio das

flutuagoes porque elimina os graus de liberdade que se tornam

sem 1importancia quando as correlag¢dées atingem dimensdes

macroscdpicas. Ela fol iniciada por Kadanoff e desenvolvida por
Wilson (Para uma revisdao, ver os referéncias [32,33,341).
Kadanoff {35] propds um método, conhecido como método de soma

de blocos de spin que fol decisivo para a teoria e Wilson e

Fisher {36) com o desenvolvimento epsilon tornaram a teoria

extremamente poderosa.

0 método de Kadanoff se decompde em tres etapas

fundamentais que exemplificaremos a seguir (vide fig.1.5),

usande uma rede quadrada com spins de Ising, os quais poden

assumir dois estados: para cima- ou para baixo. Primeiro

dividimos a rede em blocos com alguns spins, no nosso exemplo

eles sdo 9. Em segulda fixamos uma regra para calcular o spin

"médio" de cada bloco e substituimos cada um dos blocos por

este spin "médio". Para fazer esta média, devemos fixar uma

regra como por exemplo a regra da maloria onde colocamos no

bloco 0 spin (o sentido) da maioria.

Apés estas duas operag¢des obtemos uma nova rede cujo

parametro de rede &, no nosso exemple, 3 vezes malior que o

original. Reescalamos agora o pardmetro de rede para que ele

tenha o© valor 1inicial. Estas trés etapas definem as

" transformagdes do grupo de renormalizagdo. Deste modo

eliminamos as flutuagdes de sentido do spin em uma escala

inferior ao tamanho do bloco formado. Contudo © que precisamos
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Fig.1.5) Primeiro vemos a rede original com blocos que
abrangem 9 spins gque serao assimilados. Eles sdo, entao,
substituidos pelo spin "médio", aqui, escolhido pela regra da
maioria. Por fim, reescalamos a nova rede, 3 vezes maior que a

original, para o tamanho original. Estas trés opera¢des definem
as transformagdes do grupo de renormalizagao.

¢ encontrar a nova distribui¢do de probabilidade dos spins dos

blocos em fungao da distribuigdo original.

No nosso exemplo usamos o modelo de Ising numa rede

quadrada com as varidveis de spin Ho= tl, cuja interacgdo
entre primeiros vizinhos esta representada pelo Hamiltoniano
adimensional:

H=-R/k,T=KE uu, KJ/KT o (1.13)

<ij>

que fornece a distribuicdo de probabilid'ade:
P(K) = Z 'exp[H(K) ], (1.14)
sendo 2 a fungao partigdo. Em seguida impomos que:

P(K’) = £ P(K) = 2’ 'exp[H’(K’')], (1.15)
L P
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0 que implica em obter uma relagdo entre o hamiltoniano da
etapa anterior e o atual com um novo parimetro:

H’ (K’) = £{H(K)}, (1.18)
de onde obtemos:

K’ = g{K}, _ (1.17)

que chamamos de equagio de recorréncia do grupo de
renormalizagdo, uma para cada pardmetro no caso geral.
Normalmente cada vez que aplicamos as transformagdes do grupo

de renormalizagdo, novos paridmetros s3o gerados na etapa

seguinte, e ndo somente um como K’ no nosso exemploe. O

comportamento a grande escala da nova rede é equivalente agquele
qua a rede inicial teria a uma outra temperatura. Estas
transformacées, isto é, mapeamentos do espago deos parémetros‘do
Hamiltoniano nele mesmo se tornam a principal'ferramenta para a
nossa investigacdo e toda a técnica de fluxos,-pontos fixos,
autovalores, etc... pode ser aplicado para © cdlculo dos
expoentes criticos.

O método foi aplicado em um grande numero de problemas de
transigées de fase possibilitando o calculo de diversos
expoentes para uma variada gama de redes, como- por exemplo
Niemeijer. e Van Leeuwen [37], gque utilizaram um método de
blocos para estudar spins de Isiﬁg‘em uma rede triangular.

Berker‘e Ostlund [38] e Bleher e zZalys (39) observaram gue
alguns métodos de gfupo de renormalizagdo, que sdc aproximados
quando os modelos sdo aplicados em redes de Bravais (40)], sao
exatos quando estes mesmos modelos sd3o aplicados em redes

hierdrquicas. Este resultado iniciou uma série de trabalhos -

[8),(41), (42), (43)], -etc... - qua usavam redes hierarquicas
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estinulados com a possibilidade que os resultados exatos possan
esclarecer um pouco mais as caracteristicas das transigdes de

fase e para se obter resultados aproximados de rede de Bravais.

1.3) MODELQO DE POTTS

As teorias classicas de transigdo de fases, em geral, nao

levam em consideragdo as particularidades dos sistemas
- termodinamicos nos quais ocorrem as transigdes de fase como por

exemplo a dimensdo da rede na qual estd3o situados os atomos,

detalhes da  interacgio, etc... A importadncia  dessas

_peculiaridades para as transigdées de fase dos magnetos foi
melhor compreendida coﬁ a construgido de modelos mais completos
das intefagées entre oé constituintes como o de Ising, Potts,
Heisenberg Z(N) entre outros. A releﬁéncia do estudo desses
modelos pode ser ressaltada quando nos lembramos do profundo
efeito dos calculos exatos dos expoentes criticos para o modelo
de Ising {2] na compreenséordas transigdes de fase. 0 estudo de
solugées exatas (1] para esses modelos em diversas redes tem
sido objeto ainda atual de muitas pesquisas.

Q modeld dé Potts [4,5] é a generalizagdao do modelo de
Ising [3}rpara mais de duas componentes de épiﬁs. Ele admite

transicées de fase de primeira ordem e continuas observadas

experimentalmente em alguns sistemas [5}. Se olhamos o modelo

de Ising como um sistema de spins que interagem na mesma
diregio, uma generaliiagéo apropriada deste modelo seria
considerar o modelo de Potts um sistema de spins confinados num

plano, com cada spin apontandoA para quaisquer diregdes
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igualmente separadas por dngulos:

g = 2mn
n
' q

, 0 =0,1,...,9-1, (1L.13)

deste mado o Hamiltoniano de interagdo pode ser escrito

genericamente como:

=7 .I(elp ' (1.19)
<l 3>
on@e JLelﬂ ¢ uma fungdo periddica de  periodo 2n e
elj = 9“1'— enj é¢ o 4ngulo entre és dois spins em sitios
vizinhos i e j. A escolha de J na forma:
J(8) = g cos(8) | (1.20)

é conhecida como Modelo Planar de Potts [5].

Em 1952, Potts {4] calculou o ponto critico deste modelo

para a rede quadrada pararq = 2,3 e 4 e para qualquer q para o

seguinte modelo:

. _J(eij) = - easxr(ni,nj) ' (1.21)

que ficpy conhecido como Modelo Padréo.de Potts ou simplesmente
Modelo .de Potts. Este modelo é ferromagnético péra g, > 0 e
antiferromagnético para g,<0 (8, ¢é a delta de Kronecker).
Podemos_alterar a formulagdo do modelo de Potts de modo que sua
simetria use um espago de g-1 dimeﬁsées, assim:

L 5, (a,8) = 1 [1 + (q—1)e°‘e’3] , B (1.22)

q

onde efp,g =0,1,...,9~1 sdo q vetores unitdrios apontando em gq
diregéeg simétricas de um hipertetraedro em g-1 dimensdes:
Pode-sq. pensar também em interagdes a sequndos vizinhos,

n-vizinhos e com campos externos, mas para o nosso trabalho sé

consideraremos interagdes a primeiros vizinhos. O hamiltonianc
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deste modelo na presenga de um campo magnetico pode ser escrito

cComo:

B8R = KIS (0,0) +LL (a8, (¢,,0) = 1)/(q ~ 1), (1.23)
1] t

onde B = 1/kT, L & um campo externo aplicado ao estado de spin

0, K=8e,, o =0,1,...,9-1 especifica o estado do spin do

i-ésimo sitio e 6<r“ﬂ'01) & a funclo delta de Kronecker que

vale 1 se os spins c,.e o sdo 1liguais e =zero

em caso
contrario. Finalmente podemos escrever a fungao partigao:

2(q:L,K ) =5 e B, (1.24)

<F >
i

a partir da qual as propriedades fisicas do sistema sao
derivadas, no limite termodindmico, usando a energila livre de

Helmholtz por sitio:

£(q;L,K) = lim 1 1n Z(q;L,X) . (1.25)
N N '

Por ultimo, usando a energia livre de Helmholtz a magnetizagio

por sitio é dada pela expressio:

m(q:;0,K) = - _8f(q:;L,K), (1.26)
E)
que assume valores 0 e 1 nas- fases complétamente desordenada e
ordenada (parametro dé ordem do sistema).
O modelo de Potts esta.relaCionado com outros'problemas em
estatistica de redes como por exemplo redes de resistores no
limite q+b, vidro de spin de Mattis no limite g+1/2, percolagio

no limite g+1 e modelo de Ising para g=2 ([44].
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CAPITULO 2

FRACTAIS E MULTIFRACTAIS

2.1) FRACTAIS

Os fractais [10] sdo objetos geométrica ou

estatisticamente auto-similares que possuem uma estrutura

particular, caracterizada pela sua invaridncia de escala e por
apresentarem, em geral, dimensdes nao inteiras.

Benoit B. Mandelbrot reuniu uma série de suas propriedades

e exemplos em principalmente dois de seus livros: Les Objects

Fractals: Forme, Hazard et Dimension e The Fractal Geometry of
Nature [11}, que despertaram a curiosidade atual pdra o estudo
exaustivo das propriedades fractais de muitos objetds e
fendmenos.

2.1.1) DIMENSAO FRACTAL (d)

Seja um determinado conjunto de pontos A, embebido no

espago. E~dimensional. Sua dimensao fractal & a dimensdo de

Hausdorff-Besicovitch [17], que ¢é definida como a dimensao
critica para o conjunto A cuja medida M, , para o conjunto de
pontos A, muda de zero para infinito.

A madida M;ré definida como:

. . 0, a>ada
M = ¥(d)s = y(A)N(8)s —555 (2.1)
‘ w, d< dr ’
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onde y(d) é um fator geométrico, N{(3) o numero de abertos
(caixinhas) de tamanho 3 usado para cobrir o conjunto A, Enm
d = df, a medida se mantém finita e diferente de

zZera. Da

expressao (2.1), podemos ver que:

-d

N(§) _ & . (2.2)
Uma maneira de se calcular diretamente a dimensao fractal
de um objeto & usar a relagao (2.2) da seguinte forma: fazemos

um grafico em um papel di-log do numero de abertos necessarios

para cobrir a extensdo do objeto versus a extensao do aberto

usado. Obteremos assim uma reta cujo coeficiente angular é a

dimensdo fractal do objeto. Esta dimensdo d obtida contando o
numero de abertos como fungic do tamanho das caixas é chamada

de dimensdo de contagem de caixas. Veremos a seguir alguns

“exenple de fractais.
2.1.1.1) CONJUNTO TRIADICQ DE CANTOR

0 conjunto triadico de Cantor é construido partindo-se de

uma reta de tamanho unitario, chamada "iniciador", que é o

conjunto suporte. Dividimos a reta em trés partes iguais e

removemos a parte central. Em seguida, repetimos as
transformagdes anteriores ~para cada uma das “duas partes

restantes e assim sucessivamente. O conjunto triadico de Cantor
é o conjunto de pontos ndo removidos neste processo. A sequir,

mostramos a construgdo do conjunto até a terceira geragao.
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.o O 1
S U 1/3
I V4 N V4 1/9 1/

Fig. 2.1) Construgdo do conjunto triddico de Cantor. Em
n = 0, vemos a reta que serd partida em trés partes iguais; em
n = 1, retiramos a parte central. Em sequida, repetimos o
processa para cada um das partes restantes sucessivamente.

Para cobrir o conjuntc de cCantor na n-ésima geragido

usamncss
§ = (1/3)" e N(5) = 2".

Da primeira equacdo, podemos obter a seguinte relagao:

n = 1n(8)/1n(1/3),

a qual substituida na sequnda equacgdo e usando-se a expressao
abaixo:
..dr ‘
N(8) =& | : (2.3)
obtemos diretamente que: )
-d
.

2 = [(1/3)" ] .

de onde obtemos a dimensdo fractal do conjunto triadico de

Cantor:

dr’ log(2)/1log(3) .
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2.1.1.2) CONJUNTO QUARTICO DE KOCH

Construimos este conjunto, substituindo o lado do quadrado

pelo "gerador" constituido de N =8 partes cada

um con
comprimento 8§ = 1/4 como mostrado na fig. (2.3).
Usando a equagdo (2.2), obtemos diretamente que:
4= -1n{N({3)}1/1ln(s), (2.4%)

logo: _
4= -1n(8)/1n(1/4) = 3/2.

L

Fig 2.2) Construgdo do Conjunto'Quértico de Koch

2.1.2) DIMENSAO DE SIMILARIDADE (ds)

Um grande numero de fractais sao também autosimilares em
relagao a um determinado fator de escala (r<l); por exemplo,
sendo S um conjunto limitado de pontos, podemos gerar um novo

conjunto S’ = r(S) que & um pequeno pedago de S. Escolhendo r

apropriadamente podemos cobrir o conjunto S com N segmentos nao
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sobrepostos. Dizemos entdoc que o conjunto S € auto-similar em

relagao ao fator de escala r. Deste modo, definimes a dimensaio

de similaridade ds:

3

d = =-In{N)/In{r(n)] . (2.5)

Para fractais auto-similares d, é igual a dimensdo de
Hausdorff-Besicovitch, ou seja a dimensao fractal do conjunto.
Podemos aplicar esta defini¢do para o conjunto quartico de
Koch, jé'que ele & autosimilar, com r=1/4 e reobtemos

diretamente d = 3/2. Um outro exemplo deste tipo de fractal &

dado pela curva de Mandelbrot-Given, mostrada a seguir.

Fig. 2.3) Construgdo da Curva de Mandelbrot-Given.

A cada iteragdo substituimos cada segmento de linha no
iniciador por 8 segmentos reduzidos por um fator de escala

r = 1/3. Assim a dimensdo fractal & obtida diretamente:

d_= 1n(8)/1n(3) = 1.89.
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2.1.3) REDES HIERARQUICAS

As redes hierarquicas (RH) sio um exemplo especial de
fractais porque t@n tido um papei importante no estudo das
transigdes de fase, desde que Berker e Ostlund {38] observaranm
que as relagdes de recorréncia de Migdal-Kadandff {7] podian
ser exatamente resolvidas nestas redes. As RH podiam, assin,
servir de guia para os resultados obtidos aproximadamente nas
redes de Bravais. Por este motivo, descreveremos algumaé outras
propriedades além de sua dimensio fractal.

Uma vez que podemos associar a cada vértice (sitio) da

rede um spin, por exemplo tipo Ising ou Potts, as redes

hierarquicas podem apresentar transigdes de fase de primeira
ordem, transigdes continuas, coexisténcia de fases, pontos

criticos a temperatura finita e expoentes continuos, etc...

2.1.3.1) DEFINIGCOES E PROPRIEDADES

A rede hierarquica é uma rede gerada iterativamente por um
processo [6] - agregagdo ou miniaturizagdo - no limite em que o
nimerc de iteragdes tende a infinito. Este processo envolve

sempre partes finitas da rede.

No processo conhecido como agregagdao, por exemplo para a

rede hierarquiga diamante mostrada na figura (2.4a), quatro

unidades da rede inicial, de hierarquia zero, sao agregadas
para formar a rede com uma hierarquia. Para formar a rede com
duas hierarquias aqreqamors quatro unidades da rede com uma

hierarquia da mesma forma. O numero de partes agregadas a cada
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hierarquia para formar a sequinte & chamada de numero de
agregacéor(Na). Um outro processo de geragdao da rede chama-se
miniaturizagiao. Na primeira figura (2.4a) vemos a rede com n
(n > 2) hierarquias e ndo vemos detalhes de sua estrutura,
imediatamente em seguida vemos a rede com um pouco mais de
detalhes , aparecendo as ligagdes de hierarquia (n - 1), onde
cada ligagio se separa em quatro com dois spins que ndo viamos.
Os dois processo sio equivalentes. |

Por construgdo, as redes hierarquicas sdo invariantes de
escala, mas ndo sao invariantes de translacgdo.

A seguir, vemos alguns exemplos de redes hierarquicas.

00 ‘@ﬁ%

o

~
-

%_-

o, ™. °
~ . Py
P
i‘ ) Q~ ’o
— e e
o” 0~

(c) (d)

Fig. 2.4) Vemos a construgdo de redes hierdrquicas. Em a)a
rede diamante, em b) a rede ponte de wheatstone; em c¢) e Q)
temos redes construidas com diferentes constantes de
acoplamento. Cada uma representada por um tipo de 1linha:
pontilhada ou cheia.
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o limite n+w , a rede hierdrquica & um fractal com

dimensdo fractal dr:

a = ln(Na)/ln(b), (2.5)

onde b é a distancia quimica (27] entre as raizes na célula

basica (hierarquia 1}. Esta dimensdo é também chamada de

dimensdo intrinseca para as redes hilerdrquicas, por exemplo

para a rede hierarquica diamante (RD) - fig. (2.4a) - com b = 2

esta dimensdao vale <%_= In{4)/1n{(2) =2 e ©para a rede

hierdrquica ponte de wheatstone (RPW) - fig. (2.4b) - com b = 2

vale df==ln(5)/1n(2) = 2.32.

Ha outros pardmetros importantes para a descrigio das

redes hieraquicas como por exemplc 0 numero de coordenagio, a

conectividade e a ordem de ramificaglo.

A ordem de ramificagdo (R) fornece uma medida do nimerc de
ligagdes que precisam ser cortadas para que um determinado

ponto P fique isolado. Gefen et al. [8] definiu e usou a ordem

de ramificagdo para classificar a temperatura critica para
modelos tipo Ising da seguinte forma: se R ¢ infinito Te > 0
e se R é finito Tc = 0.
. min
- 0 numerc de coordenagdo (zl) &€ o numero de ligagdes que

chegam a um determinado spin i e a conectividade (Q) é definida

como:

Q = In(q)/1n(b), . | (2.6)

onde ¢ € o numerc de ligagdes que precisam ser cortadas na
célula basica para separar as raizes e b a distidncia quimica.
Assim, a conectividade é& o expoente que mede como ©O numero

minimo de cortes nas redes cresce em poténcias de b".
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Um ponto importante sobre as redes hierarquicas, o qual

versa sobre a convexidade das fungdes termodinamicas, foi
analisado por Martin e Tsallis ([45), Kaufman e Griffths {46] e
Tsallis [47]. Eles observaram gue, em alguns casos, as equacgdes

‘de renormalizacd&o quando resolvidas exatamente nas

redes
hierarquicas =~ e nao nas de Bravais - conduziam a
comportamentos ¢ue desrespeitavam a convexidade de funqées
termodinamicas como por exemplo a energia 1livre, o dque

implicava em calores especificos negativos, levando a expoentes

incorretos. Tsallis, em um artigo, vide ref.({47)], estabeleceu

um critério que garantia a convexidade correta.
Congluindo, devido as sﬁas propriedades as fedes

hierarquicas podem ser convenientemente usadas para ajudar na

compreensao de fendmenos de transicdo de fase. Recentementé un

compertamento multifractal (25], cujo conceito sera abordado nc

préoximo capitulo, da magnetizagdo de Ising fol observado para ¢

rede diamante. Nesta tese observamos esse mesmo comportamentc

para a magnetizagao de Potts nesta mesma rede.



2.3) MULTIFRACTAIS

0 conceito de multifractais [10,17] esta relacionado com a
distribuicdo de uma certa medida em um cohjunto suporte. Este
_conjunto pode ser fractal como o conjunto de Cantor ou
euclideano como por exemplo uma reta. O gue importa € como a
medida se distribui no conjunto suporte, ou seja, a sua
estrutura. A analise multifractal fornece informagdes sobre a
estrutura da distribuicao da medida em um determinado conjunto
suporte. Iremos, a seqguir, desenvolver o conceito de

multifractal usando como exemplo a distribuicdo binomial

multiplicativa.
2.3.1) DISTRIBUICAC BINOMIAL MULTIPLICATIVA

Seja: uma distribuigdo binomial multiplicativa [17] de uma
determinaaa medida normalizada que se espalha sobre um suporte
geométrico, por exemplo, um segmento de reta S = [0,1]. No
processo binomial multiplicativo a medida € distribuida da
éeguinte forma: dividimos o suporte em 2 pedagos de comprimento
8§ =2 7, nos quais estao espalhados a medida de modo due a
megida K, se encontra no segmento da esquerda e H, no segmento
da direita. No nosso exemplo K, sera uma probabilidade p, de
forma qu% M,=p e u=1-p. Na proxima geracao, dividimos
cada um dbs;segmentos de comprimento § = 2”' em dois segmentos
iguais de tamanho & = 27% e repetimos o© processo anterior de

espalhamento da medida Mo

Podemos definir a medida de uma parte £ do segmento de



reta S como sendo M(Z) =} Mo Esta medida fornece uma

i€l
descrigdo da distribuigdo sobre o suporte para § suficiente
pequeno. Como a nossa distribuigdo tem propriedade de escala,

podemos estender a nossa analise. Assim, na n-ésima geracgio

teremos uma populagdo de N = 2" membros em um suporte

constituido de segmentos de tamanho & = 2", cujas respectivas

medidas sao dadas por o= u;L%“*} onde k &

' 0 numeroc da

zeros na representagdc binaria da fragdo i/2", variando de 0 a .
n, @ i é o indice da célula (segmento) que varia de 0 até N - 1
e contém‘a medida . Podemos ver due celulas com o mesmo kX
possuen a mesma medidé. Définindo £ = &/n, £ € {0,1],

observamos que na hierargquia n ha:

w0 = en ) (2.8)
segmentos de tamanho & = 27" com mesma medida:

ME = u§ u?qs). . (2.9)

A medida total M é portanto dada porﬁ

1
i =E§0NSE)H€ = gt ) =1.

Estes segmentos. do suporte gque contém a mesma nedida
formam um subconjunto ssgy do copjunto suporte S = [0,1]. No

linite n + w, o subconjunto s(&) é un bonjunto fractal. Usando

a definicdo da medida b%(SE) - eq.{2.1) - podenos calcular a

dimensdo fractal d{£) do subconjunto S(£):

, \ 0, a>ad.Jg),
Mis) =L 8 =N (68 33 (2.10)
. Se », d<d/(§).
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Reescrevendo Nn(E) do processo binomial adeqﬁadamente, ver

apéndice A, podemos expressar a medida Md(SE) na forma:

-E(&) _a
M(Sp) |8 , (2.11)

sendo:

EIn(g) + (1 - §)1In(1l - §)

£(€) = - TYEl) : (2.12)

Assim podemos interpretar £(£) como a dimensdo fractal do

subconjunto £, ao compararmos a eq. (2.11) com (2.10) e

concluirmos que £(£) = dSE].

Estes subconjuntos com dimensdes fractais diferantes sao a

raziao do nome multifractais.
2.3.2) 0 EXPOENTE DE LIPSHITZ-HOLDER o E A FUNQAO £ ()

A medida M pode também ser caracterizada pelo expoente

de Lipschitz-Hdlder a definido por:

de onde obtemos:

o = ih(uE)/ln(a). ' (2.13)

Substituindo a expressao de-ug , dada pela eq. (2.9) em (2.13).

encontramos uma relacdo entre a e £, O que nos permite

substituir £ por « em (2.12), ver apéndice A, e encontrar a

expressdo de f(a} - cuja curva tipica se encontra na figura

(2.5) exemplificada para o processo binomial multiplicativo.
Analisando a derivada de f{«)
df{a) _ In{(g) - In(l - £)
 da In(p) - 1n{(l - p)

(2.14)
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Notamos que quando a derivada € nula - o que corresponde ao
maximo de f(a) - £ vale 1/2 para a distribuigdo binomial
multiplicativa e a funhgao F(a) vale 1, sendo esta também a

dimensdo fractal do suporte da medida p. Uma outra situagdo

interessante ocorre para df (¢) 1,
do

f{a) =a e f(a) & 1igual a entropia' do processo binomial

quando £ = p; neste caso

multiplicativo [17]:°

f({a) =S = - (pln(p) + (1 - p)In(l - p)}/In(2). (2.14)

Figura 2.5) Curva f{(o) para a distribulgdo binomial com p=0.25.
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2.3.3) EXPOENTES DE MASSA DE UMA DISTRIBUICAO DE ORDEM q (Tta)

Utilizando os momentos da distribuigdo de ordem q (u%),
v

podemos construir uma nova medida [17] que nos auxilie na

analise da estrutura dos subconjuntos fractals presentes da

sequinte forma:

]
M (q,8) =¥’ 8 = N(q,8)8" ___ |

i=1 320

0! d> t(q)f
(2.15)

=y d<t(q)r

onde t(q) ¢ chamado de expoente de massa e pode ser expresso

pela relagao:
. -Tiq)
N(q,8) = Lu _8° 7, (2.16)
i1=1

Obtemos desta relacdo que os expoentes de massa sdo dados por:

T(q) = - lim In ¥(q,3) (2.17)

320 In 3
A informagdo sobre a estrutura da distribuicio se
explicita quando notamos que para q =0 o expoente T(0) & a

dimensdo fractal de conjunto e podemos ver que sendo as medidas

normalizadas t(l) vale 0. Os valores de ( grandes favorecem os

maiores valores da medida (e,), enquanto que valores de g

pequenos - favorecem os menores valores da medida (u)). Assini;
podemocs ver que:
at(@| L qm IN(HL) | ~a
dq |q»-= 850 1n(3) me (2.18)
at(d) | o 1im In(ue) 4 la®
dq  lad+a 520 In(3) nie
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Podemos ver também que para q = 1 a derivada vale:

ar(a)| _ 1im S(8) ' (2.19)
dq [a 850 1n(s)

onde S(38) é a entropia de particdo da medida M.

A relac¢ao entre o expoente de massa T(q) e a curva f(a) e
obtida quando calculamos a medida M para o suporte S, formado
pela unido dos subconjuntos fractais s, a= dimensdo f{«). Sendo
p(x)da o numero de conjuntos entre Sa a Sa+da' o numero de

abertos de comprimento § necessarios para cobrir os conjuntos

Sy de o até a + da & dado por:
N(x,8) = p () das F ¥
!

assin a medida M pode ser escrita como:

M (q,5) = Ip(a)daaq“"f““*d. (2.20)

cComo §-0, a integral & dominada pelos termos que maximizam o

integrando, caracterizados por:

d (qo - £(a)} ]
dz - o=t (q) - (2.21)

Assintoticamente podemos expressar a medida na forma:

A (q)-£(A(q))+d
M (q,8) =8

No limite §-50, a medida fica finita se 4 igualar o expoente de

massa T(q). Sendo a(q) a solugiao da equagdo (2.21), temos quea:

t(q) = £(x(q)) ~ qx(q). (2.22)
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Podemnos expressar f(a) e a como fungdes de T(gq) e g

usando a equagdo acima (2.22), obtendo:

a{q) =-dt(q) ,
dq (2.23)

£{a(q)) =da(q) + T(q).

Estas relagdes sdo uma transformagido de Legendre das variaveis
T e qpara £f e a, o que explicita sua equivaléncia na descrigao

de nultifractais.
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CAPLITULO 3

CRITICALIDADE E MULTIFRACTALIDADE DO MODELO DE POTTS

EM REDES FRACTAIS HIERARQUICAS

3.1) CRITICALIDADE DO MODELO DE POTTS
3.1.1) DESCRIGCAO DO PROBLEMA EM REDES FRACTAIS

Estudaremos neste capitulo algumas grandezas relacionadas
com a criticalidade do modelo de Potts ferromagnético a campo

nulo nas redes fractalis hierarquicas diamante (RD} e ponte de

wheatstone (RPW), mostradas na figura (2.4), como alguns de

seus expoentes criticos, grandezas termodindmicas, etc... O

modelo consiste em associar a cada sitio da rede uma variavel

de spin tipo Potts (0'1) que possui q estados

(o, 1,' 2,..., 4 - 1) gque interagem somente com seus primeiros

vizinhos em uma dada hierarquia e cujo Hamiltoniano pode ser

escrito como:

H = -qF z 5(c,,0,), (3.1)
<Ty>

isto é, soma-se -qJ a energia do sistema quando dois de seus

spins mais préximos se encontram no mesmo estado. Precisamos
estabelecer certas condigdes de contorno (25,48,49] pois
torna-se necessario quebrar a simetria do modelo com o uso de

um campo magnético externo ou pela fixagdo de spins em um

estado particular do modelo de Potts para que a magnetizagdo
local para este modelo,
q<6(a'l,0)> -1
m =

‘ , o (3.2)
q-1 '
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e a mnagnetizacdo média por sitio da rede,

N
s

q<5(al,0)> -1
no=)
{ 9-1

/N_ (3.3)

onde Ns é¢ o namero de sitios da rede e 8 é& a delta de

Kronecker, sejam definidos corretamente no limite

termodindmico. Em particular, queremos que estas duas grandezas

apresentem valores n3do nulos na fase ordenada. Assim, o campo

externo ou as condigdes de contorno sdo necessarios porque ha
uma simetria entre os estados termodindmicos associados a cada

um dos estados do modelo, o que se traduz pelo fato de a média

térmica somar sobre todas as configurag¢des do sistema. De fato

o sistema fica confinado a um dos g minimos da energia do

modelo, pois a probabilidade de o sistema sofrer uma flutuacgdo

nos seus parametros internos que o conduza a um outro minimo &

praticamente nula no 1linmite termbdinémico. Deste modo
precisamos quebrar esta simetria para gque possamos avaliar
corretamente as médias térmicas. Para qﬁebrar' a simetria do
modelo nas redes hierarquicas como a Iuj e a RPW, fixamos os
déis ﬁnicos spins da rede na hierarquia zero (raizes) no estado
zero do modelorde Potts. A fixagdo de apenas um dos spins das
raizes e sufiéiente para se obter médias térmicas corretas,
embora a magnetizacao local deixe de apresentar as simetrias da
rede. Mesmo com ambos spins localilzados nas raizes congelados
em estados fixos, verificamos ainda uma

grande

néb-homogeneidade da magnetizacgao, 0 que 3e deve a grande

nio-homogeneidade da prépria rede, como observaram Morgado et

al {251].
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Em nosso método, desejamos obter uma equagao de
recorréncia que. fornega a magnetizagao local dos sitios de
dltima hierarquia da rede como fungdo de magnetizagdes locais

dos . sitios e de tipos especiais de "fungdées de correlagio

entreprimeiros wvizinhos" de hieraraquias anteriores. Com este

interesse isolamos nesta uma célula basica (ver figura 3.la) e
discriminamos os spins (sitios) da célula basica em dois tipos:
0s spins "o" que sdo aqueles que aparecem na n-ésima hierarquia
da rede e os spins "u" que sdao aqueles que conectam os spins de
ultima hierarquia da célula basica ("o") com os_demais spins,
ou seja os spins que pertencem ao ''restante da rede", como
mostra a figura (3.1a) para rede diamante. Finalmente, para se
obter a equacgdo de recorrédncia, precisamos expressar os termos

do tipo <8 > (médias - envolvendo spins da hierarquia n) como

fungao dos termos tipo <8u0> (médias envolvendo somente spins

de hierarquias anteriores).

A simetria da rede diamante nos permite incluir um de seus
spins "o" no “"restante da rede" possibilitando qeneralizaqééé,
uma vez que ha uma familia de redes diamante que pode ser
definida vériando—se o numero de coordenagiac dos spins "u" na
hierarquia wum .(Nc): estas novas redes também permitem sua
descrigcdac pela inclusao dos seus N -1 spins "o" no “restanta
da rede" (ver figura 3.1b} de modc a admitir as mesmas equagdes
de recorréncia para a nagnetizagdc local que a  RD usual

(N = 2).

c
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2y

]
SPIN FIXO

Figura 3.1) Em a) vemos a célula basica destacada da rede na
n-ésima hierarquia assim como os spins "o" e “u". Em b) vemos

a célula basica para uma familia de redes, as quais permitem

a inclusdo de seus N - 1 spins no "“restante da rede™ a admitem
a mesma equagdo de récorréncia da magnetizagio local.
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Podemos calcular a fungdo de partigdo realizando primeiro
0 trago sobre os spins do "restante da rede'™ e podemos'

considerar a influéncia do “"restante da rede" sobre a célula

basica em forma de campos e acoplamentos efetives. Para mostrar
isto, inicialmente, podemos ver que para o modelo de Potts a

campo nulo (eq. 3.1), a fungao de partigdo pode ser escrita na

forna {17}:

Z =z T [1 + (A - 1)6(0‘1,0'1)], (3.4)
g {1, 3}

onde utilizamos a propriedade de que a delta de Kronecker vale

Zero ou um; a variavel A & definida como:

A=e™ e K=J /KT

Assim, calculando o trago sobre os spins do '"restante da rede"

obtemos polindmios de fungdes delta {1] mais uma constante que

resultam, para rede diamante, apenas em:

e+ 5  +qgd .8 + h 3 +h3 ,
uu, po“po TR 2 1,0

sendo os coeficientes e, f, g, hleh2 polindmios desconhecidos

em A e . Podemos ainda expressar este resultado na forma de

uma exponencial de um hamiltoniano equivalente H®‘, onde -8K’
vale:
4 + qK’3 + QL§

H, 1,

) + qH 5 + gH S '
ulo u20 1 uIO 2 uzo

e os parametros ¥, K’, L, H e H, sdo desconhecidos. Assim,

podemos reescrever o hamiltoniano equivalente para, por

exemplo, toda a rede diamante -BR’? com n hierarquias na forma:

(3.5)

“+ gK” +qH 8,  + qHS
cu;'aaul qx-au¢5+ qLaulo suao qH, no ad, n,0

¥ + qK(s
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onde © segundo termo pertence & célula bésica e os demais
provém da equagdc anterior. Vemos aqui a influéncia do

“restante da rede" na forma de campos e acoplamentos efetivos.
3.1.2) EQUACOES DE RECORRENCIA PARA A MAGNETIZACAO LOCAL

Necessitamos agora calcular as médias a partir das quais
podemos derivar as equagbes de recorréncia para a magnetizagao

local. Assim, partindo da definigdo de média:

350 e AR

todas

< >

as

coenfigur.

<& > = !
o0 7

vemos que podemos obter qualquer média gque desejarmos como
fungdo de K e dos parametros desconhecidos K’, L, H ,H e &.
Entretanto podemos eliminar a constante ¢ do problema através
de uma renormalizagao, pois a fungao de partigcao (eq. 3.4) se
escreve, por exemplo, para a célula basica da rede diamante:
(3.6)

2=y )y |1+ (A-1)8(c ,ul)][l + (A - 1.)6(0 '“z)]'

1+ (B~ 1)6(“1’u2)][1 % (C - l)é(ul,O)a(uz,O)].

1+ (DL— l)S(ul,O)][l + (Dz— l)ﬁ(uz,O)],

qk qk’ . qlbl qu qH2 2
onde A=e ,B=e LC=e , D==¢e , D =e e Yy =e .

Deste modo podemos renormalizar Z e obter a "nova fungao de

particao" renormalizada:

Z' = Z/y
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Podemos agora calcular as medias que envolvem somente os

spins "u" (que apareceram na rede em hierarquilas anteriores aos

spins "o" ) em fungdo dos pardmetros anteriormente citados.

Obtemos e devemos inverter as seguintes equagdes:

A
o
v
I

!
@t o fI(K 'HI'HZ'L)'

A
O
v
il

p o> = B, (K, H H L), |
(3.7)
<8, , > = L,(XK,H H,L),
= ’

<5u105u20> £,(K’,H ,H,,L),
cujas as fungdes £E,E,f e £  estdo listadas no apéndice B
apés a explicagdo do método utilizado para o calculo das
nédias. Devemos agora inverter este sistema de equagdes para

obtermos os pardmetros em fungdo das médias dgue envolvem

somente os spins "y", o que nao necessariamente se consegue
fazer em qualquer modelo, pois poderiamos, por exemplo, a cada
hierarquia gerar mais pardmetros ou correlagdes entre mais
corpos. No nosso modelo isto nao ocorre.. Assin, nao crie_mdo
termos adicionais a cada geragdo, o numero de pardmetros
permanece constante e podemos inverter o sistema de equagdes

(3.7) possibilitando'encontrar'as relagoeas:

K? = g, (<8 >,<§;, .>»,<8 >, <8 ) >),
! ulo ”“20 “1“‘2 “‘10 “20
L =g (<§ .>,<8 .>,<8 _>,<8 & _>),
2 ”‘10 “20 “‘1”2 u10 pl20
(3.8)
= >
H1 g3(<5u10>'<6ua0>'<5u1u2>'<5u105u20 ),

H = g‘(<6 <5u30>'<5u " >’<5u106u20>) .

>l
“,0 12
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Veremos entretanto, no apéndice B, que os parametros realmente
importantes s&o uma combinagao dos parametros iniciais e séo
essas relagdes que efetivamente utilizamos. HA ainda outras
médias que envolvem spins "g" e spins "u" que s3o necessarias
j& que na equacdo de recorréncia para a magnetizagao local
aparece um tipo especial de "funcao de correlagao entre

primeiros vizinhos" Auli definida como:

172
A = g<é 3 > - <3 > ., (3.9)
u1u2 Iu10 HZO u1“2
Similarmnte AJ se escreve:
: i
Aoui ~q<6008ui0 aou

i

onde i pode assumir os valores 1 ou 2. Por isso, precisamos

também das médias:

8.0 > = p1(<6u10>’<6u20>'<6u1u2>’<au106H20>)'

560u1> = p2(<6u10>,<6u20>,<6u1u2>,<6u106u20>),

<53u2> ) pa(<6“1O>’<6u20>'<6u1u2>’<6u106“20>)' (3.10)
<6006u10> = p4(<6u10>'<5u20>’<6u1u2>'<6u106u20>)'
<&

o > =p (<6 >, <8 >,<8 >, <8 S >),
o0 u20 5 u10 u20 e, u10 u20

que sao facilmente obtidas pelo método descrito no apéndice B.

Deste modo, ao substituirmos na expresséo' de <8,0> ©OS
parametros K’', L, H1' H2 (os quais sdo funcgdes das médias que
envolvem somente spins "u"), usando a definicao de magnetizagao

local (eq.3.2) e da "funcdao de correlagdo entre primeiros

vizinhos" (eq.3.9), obtemos a equagdo de recorréncia para a
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magnetizacgao local da rede diamante com n hierarquias:

(3.11)

ACREEL R G BN
\

U»l“-a , (1=1,2),

sendo que os coeficientes sdo dados pelas seqguintes expressdes:

10 An-. L
G * mAvg =2 ¢
) n

CZD = s ’ (A - 1)
n_(An+q-1.)(2A+q-2)'
an An

C. = ZA+ q = 2)

RO AA-L(A+q-1)

n
n T (AYF¥q - 1)(2AF q- 2)
n - . n
onde A = %, , sendo K 0 acoplamento da n-ésima hlerarqula.
Os acoplamentos das hlerarqulas se relacionam atraves de uma
equagdo de renormalizagdo para K do tipo: K _= E(Kn)[l].

Para q - 2, situagdoc na qual o modelo de Potts equivale ao

modelo de Ising, estas relagdes reproduzem as equaggoes de

recorréncia para a magnetizagdoc local do modelo de Ising na

rede diamante obtidas por Morgado et al, ver refs. (25,48],

[1] - Entretanto, podemos realcionar diretamente A com a

transmissividade t , ver segdo (3.1.5), e assim trabalhar

com a equagdo de recorréncia para esta grandeza.
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2
C:sw_ }!\n(An + An+ q - 2)

ZA: + ZAi +(q - 2)(5A + q - 3)

5 .2 2 ’
. An + An(q - 1) An(An + An+ q- 2)

O
li
1

!

Ai + (q - 1)(2Ai + A+ q-2) 2A: + ZAi + (q - 2) (57 + q = 3)

W

s A - A
C n n I
n

ZA: + ZAi +(q -2)(5A+ q - 3)

64 ’ Ai —An
C =

n

3
+ 2A - 2An

Ai + (q - 1)(21&{’1 + A+ q- 2) ZAi + 2Ai + (q - 2)(5R + q - 3)

qKk
A=e " e K é o acoplamento da rede na n-ésima hierarquia.
n n

Notamos o aumento do numero de equagdes de'reccrréncia‘porque
na rede ponte de  wheatstone ha uma ligagdoc diferente qﬂe
envolve somente spins "o" o que nao ocorre na rede diamante.
Isto cria mais uma equagado para descreﬁer a evolugéo da "fungao

de correlagdo entre primeiros vizinhos" associada a esta

ligagdo. Devido a sua simetria a rede ponte de wheatstone. nao

permite a inclusao de um de seus spins "¢" no restante da rede.



—-55-

3.1.3) EQUACOES DE RECORRENCIA PARA A MAGNETIZAGAO MEDIA

Necessitamos agora obter as equagdes de recorréncia para a

magnetizacao média por sitio da rede. Deste modo, precisamos

somar para cada sitio e ligagao, convenientemente, as equacgodes

locais de recorréncia. Ao somarmos a equagdo de recorréncia

para a magnetizagdo local sobre todos os sitios, gque aparecCem

na ultima hierarquia (spins "o") nos deparamos com o problema

de somar as "fungdes de correlagdo entre primeiros vizinhos"
que sao definidas sobre ligagdes. A situagdo contraria também
ocorre, ou seja, quando somamos a "fungao de'correlagéo entre
primeiros vizinhos" sobre todas as ligagdes, como somar Os

termos de magnetizagdo local que envolvem somentes sitios ?

Para resolver isto, levamos em conta é estrutura da rede para
estabelecer certas equivaléncias entre um tipo de soma e outro.
Primeiramente precisamos fazer algumas definigdes: a
magnetizagido média por sitio da rede, quando esta se encontra

na n-ésima hierarquia (m ) é definida como:
n

R L (3.14)

onde Nm1¢é o numero total de sitios (spins) da rede, m €& a.

magnetizagao local do sitio s, o somatorio é. realizado na

n-ésima hierarquia (por convengdo doravante isto sera indicado
pelo indice n, entre parénteses, em cima do somatdoric). A
nfuncao de correlagdo" média por ligagdo entre primeiros

vizinhos na n-ésima hierarquia (A ) é definida como:



_ 1 A ‘ '
A = N ; uo . _ (3.15)

N, € o numero de ligagdes da rede presentes na n-ésima
n

hierarquia e a soma das fungdes A“Or

as ligagdes presentes na n-ésima hierarquia. A energia média

& realizada sobre todas

por ligagdc na n-ésima hierarquia (En) é definida da seguiﬁte
forma:

{(n)

: 1
E = <8 > . (3.16)
" an Z uluj -

Podemos reescrever a equagac (3.14) multiplicando ambos os
membros por N_ e separando de seu membro direito um termo que
€ a soma somente sobre a magnetizagao local de todos os sitios

g, ou seja, a soma somente dos sitios que
{(n)

hierarquia n (indicada pelo simbolo E )
s=0

N = z m_+ m N
mn sn o n-1 sn-1,
) s=0

aparecem na

o segundo termo do membro direito é o produto da magnetizacao
média por sitio da rede com n-1 hierarquias pelo nimero de
sitios naquela hierarquia. vamos definir uma fungac & que nos

ajudarad a simplificar o calculo da relagdo de recorréncia,

{n} {n) : )
; : ) 3.18
6 (n) =E Zs ms ' ( )

s

onde o parénteses sobfe Z significa que o numero de coordenagao
€ aquele da hierarquia n, ou seja, somamos, sobre todos os
sitios presentes na hierarquia n, © produto da magnetizagdo
local do sitio s por seu n&ﬁero de coordenacdo nesta

hierarquia. Separando na definigdo de 6 (eq. 3.18) a soma sobre
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os sitios de. ultima geragdo (spins ‘o") dos demais,

substituindo este termo pelo seu similar na eq. (3.17) e

reutilizando a definigdoc de 8 (eq. 3.18) podemos encontrar a

relagdo de recorréncia para 8 na rede diamante na forma:

(3.19)
2(mn__1 N - m N ) =8(n~-1) - 28(n-2).

sn—-1 n-2 sn-2

Vale ressaltar que para verificar os resultados das somas
sobre sitios de grandezas definidas para ligag¢des e das somas
sobre ligag¢des de grandezas definidas para sitios, é preciso
abrir a soma para uma dada hierarquia, em uma rede especifica.
Para a rede dliamante obtivemos que a soma sobre os sitios "o
resulta, para o primeiro termo da equagao de recorréncia da

magnetizag¢ao local (sem seus coeficientes):

(n)

SZém”i+ muj)
o seguinte resultado:
hmY i
25;1 AT | (3.20)

A soma sobre o segundo termo da equagdao de recorréncia da .

magnetizacgao local:
-

r
s=a Gu;

resulta em:

(n-1)

A .. (3.21)
2(-Z HH)

Somando sobre ligagdes, os termos da equagao de recorréncia

ara a "fungao de correlagdo entre primeiros vizinhos"
S ¢ . ¢
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estabelecemos uma rela¢do entre a soma sObre ligagbes das

magnetizagdes locais que aparecem no primeiro termo da equagdo
de recorréncia para a "fungdo de correlagaoc entre primeiros
vizinhos"

{n} (n-1}

n )
Zmuiz( ; Z mui)_ (3.22)

e realizando a soma sobre o seguﬁdo termo, obtemos simplesmente
4AH_J%W4‘. 0 resultado da soma do primeird membro da equagao
de recorréncia da magnetizagio local é a equag¢do de recorréncia
fornecida pela (eq. 3.17) e a soma sobre ligagdes da equacido de
recorréncia da "fuﬁgéo de corrélagao entre primeiros vizinhos"
e a definigdo da "fungdo de correla¢ao" média por ligag¢do entre

primeiros vizinhos. Usando as definigdes e relag¢des anteriores

pPara realizar a soma sobre sitios e ligag¢des no par de equag¢des

{(3.11), encontramos uma equa¢do gque relaciona 8 com a
magnetizagdao média por sitio da rede e A:
1 C.’ A
e(n - 1) = o (™ N B MNene) " N (3-23)
2C C

e outra que relaciona 8 com a "fungdo de correlacdo” média por

liga¢ao entre primeiros vizinhos::

1 (N A N c*a

g(n - 1) = bn n — 4 ba-1"n rvl) . {(3.24)

3D

2(a - 1C]

Assim substituindo adequadamente as equagdes de 8 acima para m
e Anna equa¢ao de recorréncia para 8 (eq. 3.19), encontramos as
equagdes de recorréncia para a magnetizagao média por sitio e
para a "fungdo de correlagac" media por ligag¢ao entre priﬁeiros

vizinhos na hierarquia n da rede diamante:



(3.25)
( 10
m o= sn-1 |4 C% 1+ 28, |n
n n=-1 +
Nsn L Cto
n-1i
{ tD
Nsn—z 4 CID+ 2 Cn m
- n n-2 +
NSn . CID
n-1
+ 2 Jen-1 9 20y
n n-1 +
Nsn q -1
1D
4 bn-2 9 CED Cn A
- N '} n b n-2
sn 4 c
n-1
An = 4 Nsn—l (q - l)C3D m +
ﬁ___" n n-1
bn
- 4 Nsn-2 (q - l)CaD m +
A n n-2
bn
3D
C
+ C4D b g bn-1 A +
n C3D N . n-1
n=-1
3D
C
4D n bn-2 A .
8 C._, oo W, n-2
n—-1 n
Os coeficientes CID, Czn, C:D e C‘D sdo os  coeficientes
n n

anteriormente definidos para as equacgdes de recorréncia da

magnetizagdo local para a rede diamante e o sub-indice n indica

em qual hierarquia eles sdo calculados.

Refazendo os mesmos cdlculos para a rede ponte de

wheatstone, verificamos que as relacoes expressas nas

egs. (3.20), (3.21) e (3.22) continuam validas, mas a equagdo de

recorréncia para 6 (eq. 3.19) se modifica. A relagdo agora se

escreve:



Im N - m N__)=0(n-1) - 28(n-2). (3.26)

n-2 sn=-2
Assim podemos obter as equagdes de recorréncia para a
magnetizagdo média por sitio e para a "fungdoc de correlacao"

média por 1ligagdo entre primeiros vizinhos da ponte de

wheatstone na hierarquia n:

1W
m = Nsn--l [6 Clw + 1 + 2 Cn ]m
n - n _ n-1
N C1w
sn N -1

sn

1w ClH
- Nsn-2 6 Cn + 2 %" mnﬂ-z "
C:n-l

+ 2 Noans A
Nsn q - l " °
’ 1W
_ 4 an-2 9 C2H Cn A .
Nsn q-1 " cH °
not (3.27)
A

N 3IW SHW
n =3 'sn-1 (g - l)(2Cn +'Cn )’mn_.1 +
" bn

N
=3 -2 (g - 1QCT 4 CXm o+
N

IW 5 W ’
+ bn-1 [(40?‘“ + Cf‘w) + 2 (ch + Cn ) ] An-l +
bn 2c.t + C2' )

3W 5W
- an_z [2(4(::‘114- Ci‘jl)(zcn + Cn ) ] An_z )
N | (2¢>" + ¥ )y

n-1 n-1

bn

Os coeficientes sado aqueles definidos para a equagido de
recorréncia para a magnetizagdo local da ponte de wheatstone e

o subindice indica a hierarquia a qual eles pertencen.
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3.1.4) GENERALIZAGCAO PARA UMA FAMILIA DE REDES DIAMANTE

Devido a simetria da rede e ao método que utilizamos para
a obtengdo do hamiltoniano equivalente para a rede diamante,
gque inclui um spin "e" no "restante da rede“, podemos ver que
as equagdes de recorréncia local se mantém para toda uﬁa
familia de redes diamante gerada pela variagio do numero de
coordenagdo das raizes da célula basica (Nc), ver figura
(3.1b). A rede diamante usual possul N =2 (fig 2.4a e fig.
3.1a). Agora podemos trabalhar com gqualgquer wvalor de Nc e
iremos calcular as equagdes de reéorréncia para a magnetizagao
média por sitio para esta familia de redes em fungdo do

parametro Nc. Por causa da sua estrutura diferente, mudam as

relagdes (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) dentre outras gque
passam a depender explicitamente de.Nc. A equagao (3.19) se
torna:

(3.28)

2(m N - m N 2) = etn-l) - Nce(n-z)

n-1 sn-1 n-2 sn-
e as demais sdo dadas respectivamente pelas seguintes equagdes:

{n) . ‘n-l)(n-‘.l)

(m + m )= N Zm .
SZU Hy Hy - © ; v,

{n) {n=1) (3‘29)

szabuiuj = NC(Z Aulu,)'

( ’ {n-1)
n) " (n=-1)

m = N ( zZ m ).
Z ul ¢ ; : “1
Podemos entdo calcular a equaciaoc de recorréncia para a

magnetizagio média por sitio da rede m e para a "fungao de
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correlagao® media por 1ligagao entre primeiros wvizinhos na

hierarquia n:

{3.30)
N 1D Cln
m =  sn-1 (2N )C + 1 + (N ) n m +
n 'ﬁ—'_ c n [ - n-1

: 1D
Non-2 {(ZN ye!l®s ne Ca }m +
- -N—-““ [« n n=-2

. cy,
+ (N) Yoact 4 020,y
c N -1 n n-1 .
sn q
10
_ (N )2 bn-2 d CaD C A -
Nsn q - l CID ’
n-1
By—an )y Yeuor (¢ - 10 .+
[ — n n~-1
bn
3D
- (ZNC) sn-2 (g - 1)C mo_, +
bn
ap
4D n bn-1
+ 1€ + (Nc) an N An—1 t
bn
n-1
3D
C N
2 4D n bn-2 A .
(2N Gy oo N, n-2
n-1 "

Os coeficientes sdo os mesmos definidos para a rede diamante
usual e os subindices também indicam a hierarquia na qual os

coeficientes sdo usados. Obviamente quando N =2 reobtemos a

eq. (3.25). O que € alterado ¢ a forma como 0s acoplamentos de

hierarquias vizinhas estd3o relacionadas, isto é

a equagao
Km_= fNEKn) ou tn_1 = qNEtn) depende de Nc.

1
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3.1.5) COMPORTAMENTO CRITICO

As equagdes de recorréncia gque obtivemos nés permitem
calcular a magnetizagao local e a magnetizagdo média por sitio
em qualquer temperatura, em particular né temperatura critica
(Tc), na vizinhanga da qual podemos definir os expoentes
crit_:i-cos do modelo. A transmissividade do modelo de Potts (t),

definida por Tsallis [44] como:

1 - exp(-qJ/kBT)

. - (3.31)
1+ (q- 1)exp(-aJ/kT)

onde T & a temperatura e ks a constante de Boltzmann, pode ser
convenientemente utilizada para se calcular a temperatura
critica (Tc) de transigac de fase continua has _reders
hierarquicas, em particular para as redes diamante e ponte de
wheatstone. A vantagem primordial em se usar a variavel t
reside no fato de -t variar entre 0 e 1‘ (F > 0), enquanto
K=J/kBT .varia de 0 a = quando o sistema passa da fase
completamente desordenada para a fase completamente ordenada.

No processoc de dizimagdc da rede diamante, a relag¢do entre as

transmissividades de duas hierarquias sucessivas & fornecida

pela expressao:

L2 4
2tn + (q "' 2)tn

- (3.32)
1+ (q - 1)t

t .

n-T c

A transmissividade critica t. é aquela para a qual t =t
Deste modo podemos calcular Tc, uma vez que a transmissividade
critica a determina univocamente. Esta relagiao também conduz a

uma equagio do terceiro grau que admite as solugdes listadas no
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apéndice C, contudo podemos calcular numericamente suas raizes. :
0 termo A = exp(gK), K= J/kBT, pode ser rescrito em fungdo da

transmissividade na forma:

1+ {(gq- 1)t
A =

. (3.33)
1 -t _

Como t varia de zero a um (ferromagneto de Potts), A varia de
um a infinito quando o sistema passa da fase desordenada para a
fase ordenada. Para calcularmos a magnetizagdo média por sitio
em uma temperatura T onde a transmissividade vale t

r

precisamos dizimar a rede para obtermos to e usar as equagdes

de recorréncia para se obter mn(tn). Se estamos em uma

temperatura para a qual tc< tns 1 {(fase ferro), na dizimagao
[48] t0—> 1 (A =w), os coeficientes Cm e C“' tendem a 1/2 e
(:2D e Czu tendem a zero. Isto desacopla da equagao de
recorréncia para a "fungio de correlacido entre primeiros
vizinhos" a mnagnetizagdo local e a mantém com um valor nao
nulo. Entretanto se estamos na fase paramagnética 0 s t s tc-
ocorre que t - 0 (A =1) e os quatro coeficientes acima citados
tendem a zero o que conduz a um valor nulo para a magnetizagio
‘média por sitio, Para se estimar os comportamentos criticos da
inagnetizagéo média por sitio e da “funééo de correlacgao"™ média
por ligagdo entre primeiros vizinhos supomos, para temperaturas
muito préximas de Tc, o mesmo cc':mportamé_nto critico para ambas

as grandezas a menos de uma constante:

(3.34)
m Al(;n)ﬁ e A w Az(cn)B

onde €, vale (Tc - Ti)/Tc e J\[ é uma constante (amplitude).

Isto pode ser entendido ao verificarmos que se supomos para o
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par m e A acoplados pela equagdao de recorréncia (3.30) por

exemplo que os seus respectivos expoentes criticos sao

diferentes, seremos levados inevitavelmente A& resultados

contraditérios.

Para obter o expoente critico da magnetizagdao meédia por

sitio (B), precisamos avaliar as equagdes de recorréncia

suficientemente préximas de Tc, permitindo-nos usar as equagdes

(3.34) e assumir os valores dos coeficientes em Tc. Usando

A(Tc), N__=(2/3)(4" +2) e N, _=4" nas razdes que envolvem

estes numeros, temos que:

portanto;

In (mn_ 1/mh)

B = : : (3'35)
ln(en_.l/cn}

Sendo a razao do denominador

dt (3.36)
=l =) .,
dt

n t
c

(e /&)=
onde r vale para a rede diamante (N_=2):

r =2+ = + <
2+ (g-2)8 1+ (g-nt

2(q - 2)t2 a(q - 1L (3.37)

0 mesmo método foi utilizado para o calculo do expoente
critico da magnetizagdo por sitio na rede ponte de wheatstone e
na rede diamante generalizada. Para a rede pbnte de wheatstone,

as expressdes para os humeros de sitios e 1ligagdes na

hierarquia n sdo respectivamente:
~ . (3.38)
N =(5"+3)/2 e N_=5"

A equacgdo de recorréncia para a transmissividade nesta rede é:
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2 3 ' 4 5
26+ 2t + 5(g-2)t + (g - 2)(q - Nt

. s (3.39)
ol 1+ (q-12t> +t* + (qg-2)t%)
: n n n
enquanto que para a rede diamante generalizada temos:
_ n n+1 _
N _= (1/(2Nc + 1)) [2 (Nc ) + 3NC 2] e
, (3.40)

_— n
N, o= (2N)".
Para o.calculo da transmissividade & conveniente usarmos a

rede dual (44] da rede diamante generalizada com n hierarquias.

Sendo t: a transmissividade dual para esta rede, a equacdao de

recorréncia para t: é:

[ 2%
d _ n

| @ - )’

+ (g - 2)(th? °
. |

e a transmissividade usual tem a forma:

1 -t
t = . (3.41)
" 1+ (q- l)t:

No apéndice ¢ se encoptram as expressodes pal_:a tce r para a
rede diamante, a rede ponte de wheatstone e para a rede
\-.giamante generalizada. A partir desses dados fizemos um grafico
"'de B da rede versus q para a rede diamante usual (N_ = 2) e
para a rede ponte de wheatstone, como esta mostrada na figura
(.3.2). O0s valores do expoente 8 pai:a q = 2 recbténm oé resultado
obﬁidos por Morgado et al {25, 48] para o modelo de Ising:
B,= 0.161734 e 8, = 0.180. Entretanto os nossos resultados

estdo em desacordo con aqueles obtidos por Caride e Tsallis

[26], & exceg¢do do ponto g = 2, pois eles prevedm uma curva
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monotonamente crescente para estes expoentes exatamente -o

contrdrioc do que observamos. Ambos os expoentes calculados por

nés (para RD e para RPW) tendem a zerc no limite g»» e no

limite g»0 para q igual a 10”* o 8 vale 0.1667... para a rede

diamante e 0.1999... para a rede pdnte de wheatstone.

0.20

0.15

QQ.0.10

1 0.05 A

0.00

IS NN RN SRR SRR AN RARER IR AR RS Y L RAER

5 579 15 20 25 30 35 40 45 50 55

q

Fig.3.2)Grafico ﬁ X g para as redes diamante e ponte de
wheatstone '

%ﬁ
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0 expoente 8 como fungao de q e Nc obtido por nés foi
comparado com os calculos de Bleher e Zalys [50) realizados

para q =2, na rede diamante com N =2, N =35, Nc=10,

c
Nc = 50 e Nc = 100. Nossos resultados estdo em total acordo conm
aqueles obtidos por eles, se usarmos suaé equagdes e nao
fizermos aproximagdées numéricas nas fases iniciais do calculo.
Por este motivo a tabela apresentada no artigo de Bleher e

Zalys apresenta pequenos erros nos tltimos digitos. A tabela

(3.3), a seguir, reproduz a tabela (2) do artigo de Bleher e
Zalys [50] (8. )

e adiciona os valores reais (8 ).
artigo

exato

obtidos através das equagdes do mesmo artigo sem aproximagdes

numéricas, os gquals concordam com oS nossos calculos.

Tabela 3.1) Resultados de Bleher e Zalys.

Ne 2 3 4 5

artige| 0.,161743} 0.343271 0.463242] 0.546752

exato 0.161743] 0.343270 0.463241| 0.546752

Ne 10 50 100

artige| 0.745762| 0.943172 0.970517

exato | 0.745754| 0.943794 | 0.971526
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3.1.6) EQUACAO ANALITICA PARA EXPOENTE CRITICO g

Observamos que também & possivel encontfar equagdes
analiticas para o expoente critico da ma'gnei_:izaq:ao média por
sitio (B) para as redes hierargquicas, supondo que a fung¢ao o
introduzida na expresééo (3.18) possui o mesmo comportamento
critico que a "func,:éo de éorrela?;éo entre primeiros vizinhos".
Elininandc as magnetizag¢des média por sitio na eq. (3.23) com o
auxilio da eq. (3.18) podemos obter a equagao:

8(n) = 8(n -~ 1)[C + 1721 + ;A . (3.42)

onde 6(n) = 6(n)/N_. Da eq. (3.24) tem-se:

2 4D
-9-(}’1 - 1) = (An - Cn Ar\-l.)

(a-1ct

{3.43)

Supondo para 6 e A um mesmo comport:amento britico, ou seja, com
.0 mesmo expoente B, nos moldes da equagdo (3.34), obtemos um
sistema de duas equacgbes e duas incégnitas; Vuma equacgao para a
variavel rf e uma outra para a variavel dada pela razdo entre
as amplitudes relativas a 8 e A. A solugdo leva a seguinte
equagao do segundo grau para incégnita-'rf :

(3.44)
2P - B+ 0+ 1/2) + 00+ ) - (4T V=0,
. . N ) 2

Deste modo facilmente obtemos B = ln(solucéo)/ln(rc) como

fungio do numero de estado ¢ do modelo de Potts. Refazendo os
mesmos cdlculos para rede diamante geheralizadé, recbtemos as‘
mesmas equag¢des; a dependéncia em N_ estd implicita no calculo
de tc, r_, A_(tc). Para a rede porite de wheatstone, fizemos os
cdlculos seguindoc © mesmo raciocinio e obtivemos a seguinte

equagdo do segundo grau para r'i H
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r?f - rf(Z/S)[(l + 30"y + .

4C4u + Csu {(3.45)
] +
. (1 actyact + e - 3ac®2c™ + ¢

(25/2)

0 que também conduz a uma solugdo exata para 8. Os resultados

=o’

numéricos desses calculos estiao em total concordancia com
aqueles obtidos via equagdo de recorréncia para ambas as redes.

Os graficos de B8 em fungio de q e N_ para rede diamante

530 apresentados nas figuras (3.7), Jjuntamente com outros -

expoentes cujos calculos serdo explicitados nas

préoximas
segdes.
3.1.7) MAGNETIZAGAO LOCAL DE UM PERFIYL DA RD
Uma vez que sabemos analisar as equagdes em Tc, podemos

observar localmente o comportamento da magnetizagao dos sitios
de um perfil da rede diamante generalizada em Tc & medida que
variamos o nuimero de estados q do modelo de Potts e N_.
Definimos um perfil ([25,48] como um éaminho mais curto entre as
rajzes, que sdo os sitios de hierarquia zero. Devido & simetria
da rede, ha diversos caminhos equivalentes entre as raiies, o
que permite definir classes de equivaléncia [6,25,48}. Os

sitios pertencentes as mesmas classes podem ser identificados

pelos 1indices (s,1) para o0s duais (L=1, 2,..., N e

8=0,1, 2, ..., 2! - l); esses sitios, no nhosso modeld,
possuem O mesmo valor para a magnetizagdo local, onde s é a
disténcia, em 1ligagdes, até um dos sSitios da primeira
hierarquia tomado como referéncia e 1 ¢ a hierarquia na qual o
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sitio aparece. Assim, as raizes (terminais) sio identificadas
por (0,0) e (1,1). A figura (3.3) mostra a rede diamante usual
(N=2) com 3 hierarquias, destacando os seus spins'do perfil;
os graficos da figura (3.4) mostram curvas cuja ordenada é a
magnetizagdo do sitio e cuja abscissa é a posicdo do sitio no
perfil em relag3o a um dos terminais tido como referéncia. O
que estes dltimos graficos mostram é que embora em Tc a
magnetizagio média por sitio seja nula, para um numero finito
de hierarquias, no nosso exemplo 10, observamos que alguns
sitios possuem magnetizagdo local niao nula. Entretanto, a
medida que aumentamos a hierarquia, indo em direcdo ac limite
termodindmico, as magnetizagdes 1o¢ais dos sitios vdo a zero
rapidamente. Este efeito se acentua a medida que g aumenta, com

N fixo, ocorrendo ainda mais rapido com o aumento de N_. Vemos

na figura (3.4e) para N_= 1000 e q pequeno (g = 1.01),

que
logo nas primeiras hierarquias, todos os sitios possuem
magnetizagdo local praticamente nula.

3) 73

A (43} (3,3)° ©3) (73] 8
2y N 3.2)
- (b)
Figura 3.3) Em a)vemos a rede diamante com N = 2 com 3

hierarquias e um dos seus perfis é destacado (linfa tracejada);
em b) vemos o8 spins deste perfil.



MAGNETIZACAQO DE UM PERFIL
DA REDE DIAMANTE
COM 10 HIERARQUIAS

N.=2, @=1.01

a)

AAGNETIZACAC DE UM PERFIL
DA REDE DIAMANTE
COM 10 HIERARQUIAS

Ne=5, Q=1.01

<)

MAGNETIZACAQ DE UM PERFIL
DA REDE DIAMANTE
COM 10 HIERARQUIAS

N.=1000, Q=1.01

e)
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MAGNETIZACAO DE UM PERFIL
DA REDE DIAMANTE
COM 10 HIERARQUIAS

N.=2, @=1000

b)
MAGNETIZACAO DE UM PERFIL

DA REDE DIAMANTE
coM 10 HIERARQUIAS

N.=5, Q=1000

d)

* MAGNET!ZACAO DE UM PERFIL
DA REDE DIAMANTE
ChM 10 HIERARQUIAS

N.=1000, Q=1000

£)

Figura 3.4)Comportamento dos spins mais externos em Tc para
de um perfil da rede diamante para
diversos valores de N .A ordenada dos gr4ficos é a magnetizagdo
local e a abscissa 6 & posigdo relativa a raiz situada em 0.

as 10 primeiras hierarquias



=73

Se observarmos uma sequéncia especial de spins, aquela
formada pelos spins que possuem a menor magnetizagao local como
mostrado na figura (3.5), os spins dessa sequéncia tendem a
zero com o0 expoente critico g da rede. Para calcularmos esse
expoente precisamos reescrever as equagdes de recorréncia local
para estes spins, explicitando nestas os spins gque geram a

" sequéncia que gqueremos, temos:

{n) 1D {n-1) . (n-2)} 2D {n-1)
= + + A
"o C. [mul m“z } . 4 o,
(g - 1)
(3.46)
{n=-1)
A _ 7 A3D (n-1) 4D ,(n-1)
ou,= €@ - 1 m V) 4 el A

onde o n entre parénteses indica a hierarquia do éitio ou da
"fungdo de correlagdo entre primeiros vizinhos" referidos
(usados) .

Usando em Tc o comportamento critico da eq. (3.34) no par
de equagdes imediatamente anterior, encontramos um sistema de
duas equagdes e duas incégnitas: uma para r?““ e uma outra
para a razdo entre as amplitudes da magnetizagdc média por spin
e da "funcdo de correlagio entre priﬁeiroé vizinhos" no limite
assintético. Resolvendo o sistema de edquag¢des para rfmmf
encontramos a equacgdo cubica:

(3.47)

r3Bnax ranax

? -r (Cw + Cm) . rEmax[qczncan + Cm(l _ an) ]+C‘DC1 Do,

que pode ser resolvida usando-se as equag¢gdes de Cardan [51].
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Obtemos assim B em fungio de q e N. a8 figuras (3.8) exibem
as curvas obtidas para 8., dentre outros expoentes. Para
q = 2, reobtemos o valor de me para o mbdelo de Ising
calculado por Morgado et al. {25]: 8 = 0.22355.

A rede ponte de wheatstone admite formalmente a mesma
equacdo clbica para B . Isto ocorxe porque nas equagdes para
a sequéncia das menores‘magnetizagées ndo contribui a equagdo
de recorréncia para a ligagdo central que posssui uma topologia
diferente. Mudam, no entanto, os coeficientes, que devem ser

substitufdos pelos seus similares da rede ponte de wheatstone

de meamo sub-indice.

Spins mais imernos; )
(0,,2,5,4,...)

MAGNETIZAGAO

0 - 1MSEVE 2 : ]

__-._'___....-———-—“ -

POSICAD

Fig.3.5) Sequéncia de spins de menor magnetizagio local
que fornece o B_..’ Sula posigdo & dada sobre o perfil em rela-

¢80 A raiz de referéncia de abscissa 0.



3.1.3) RELAGAO DE HIPERESCALA

Nesta segdo verificamos numericamente a Lei de hiperescala
em uma familia de redes hierarquicas diamante (ver figura
3.1b), e na rede hierarquica ponte de wheatstone. Existe uma
controvérsia na literatura sobre a validade destas (e de

outras) leis de escala em redes fractais [27]. Testamos aquil
para diversos valores dos pardmetros q (numerc de estados- do
modelo de Potts) é Nc (nimera de coordenagao das raizes) a
validade desta lei calculando exatamente o expoente « de duas

maneiras independentes. A primeira maneira consiste em calcular

o expoente critico do calor especifico (a) e verificar se ele

satisfaz a relagdo:
®=(2-dv), - (3.48)

onda dr & a dimensdo fractal da rade dada por:

ln(Na)

d =
£ 1n(b)

N & o numero de agregagdo da rede e b & distadncia quimica

antre os terminais da rede. 0 expoente v & obtido diretamente

por:

in(b)

Vo, (3.49)
1n(rc) '

onde b & a distancia quimica entre os terminais da rede (b = 2}

para a RD & para RPW a r, fol definido na eq. (3.36).
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A outra maneira utiliza o resultado que para as redes
hierarquicas diamante @ ponte de wheatstone, no modelo de Potts
ferromagnético a campo nulo, a correlagdo entre dois corpos
(primeiros vizinhos) é dada na forma das equagdes (3.10},
precisamente para a rede diamante:

(3.50)

<5 > =0+ c“°<su

> r
oL,

1“2

onde C3°e C“’ sao os polindémios listados na pdagina 52. Somando
para todas as ligagdes da rede e dividindo pelo numero destas,
obtemos a equagdac de recorréncia para a energia média por
ligagdo
E=A +A/E .
n 1 2" Tn-1

Assunindo para o comportamento critico da energia média por

ligagao na hiefarquia n:
a =
EnsEc+A(en) ’ , (3.51)
podemos encontrar a expressio para o expoente ¢:

In{ l/Az)

o = , . ' (3.52)
ln(rc) '

como o calor especifico esta relacionado com a derivada da

‘energia média com relagdo a temperatura, podemos obter «

através da relagio:

a=1-c. - {3.53)
Por fim calculamos numericamente a razdo os valores de «
obtidos por (3.48) e por (3.53) para as redes ponte de
wheatstone (R?W) - 0 que exiga um calculo andlogo e possui uma
outra equagdo similar a eq. (3.51) devido a ligagdo central -

para a reda diamante generalizada (RDG), para diversos valores
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~de Nc e q , e verificamos que estas redes respeitam, para o

modelo de Potts ferromagnético a campo nulo, a relagdo de

hiperescala. Embora isto n3o prove que a lei de hiperescala &
respeitada para um modelo em geral em redes fractais, o fato de
termos mostrado a sua validade para diversas redes fractais,

com diversos valores de q e Nc, sugere que esta deve ser o caso

genérico nestas redes.

3.2) MULTIFRACTALIDADE DO MODEIQ DE POTTS

3.2.1) FUNGAO MULTIFRACTAL f(a) DE UM PERFIL DA RD

Vames analisar alquns aspectos multifractais de um perfil
da rede diamante usual (Nc = 2). Como vimos na segdo (3.1.7) a

rede diamante possui classes de equivaléncia, gque no nossa

modelo, implica que diferentes sitios possuem a mesma

magnetizagdo local. Assim, podemos definir como medida

normalizada a magnetizagio local dos spins do perfil dividida

pela magnetizagdo total dos spins deste mesmo perfil.

Representaremos este perfil {[0,1] de modo que a raiz de

referéncia esteja situada em 0 e a outra raiz em 1. Nesta

representagdo, a medida normalizada se espalha uniformemente em
sequimentos situados na distancia média entre os spins do
perfil onde se encontra o spin responsavel pela medida. Deste
mode na n-ésima hierarquia cada seguimerit‘o tem comprimento
& =27", | |

Para caracterizarmos como multifractal o espalhamento da

medida normalizada (magnetizagdo média por spin normalizada)
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Para caracterizarmos como multifractal o espalhamento da
medida normalizada (magnetizagdo média por épin normalizada)
calculamos numericamente a fungao f(d) para esta medida. O
método utilizado consistiu em obtér a magnetizagado local de
cada sitio do perfil (com um certo nGmero de hierarqguias, no
nosso caso foram 29) em Tc, através da equagdo de recorréncia
para a magnetizag¢do local e para a "fungao de correlag&orentre
primeiros vizinhos" (eq. 3.11). A magnetizag¢do total do perfil
€ o produto do nimero de spins do perfil nesta hierarquia
(N;g 2%’) pela magnetizacdo média por spin da RD.

Podemos agora calcular o expoente de Lipshitz-Holder (o) -
eq. (2.13) - associado & i-ésima medida, ou seja & magnetizagao
local normalizada associada ao i-&ésimo spin do perfil:

mO"
L= (8)%, (3.54)

(229)m

n
onde o denominador & a magnetiza¢do total.

A partir de o podemos fazer um histograma acumulando
quantas vezes - N(ax) - as medidas fornecem o mesmo valor de o
dentro de um limite de precisdo estabelecido previamente. Assim
fizemos o gréafico f(a) versus o para os seguintes nameros de
estados do modelo de Potté: q=1.5, gq=4 e g = 10 mostrados a

seguir.
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10 FUNCAO MULTIFRACTAL
1 PARA UM PERFIL DA
REDE DIAMANTE
N.=2, Q=15

N
S 0.5
S’
= i
\
OO T T T T T T T T T T T T LI |
0.3 09 1.0 1.1
5.4
a)

Figura 3.6a) Curva f(a) para o perfii da rede diamante
29 hierarquias para q = 1.5 e N_= 2.
) 1.0

COom
FUNCAQC MULTIFRACTAL

PARA UM PERFIL DA
REDE DIAMANTE
N.=2, Q=4

TN
S0.5 A
N i
= '-.
| \
i
]
OO T T T T I L] L T T | T ¥ T 171
0.8 : 0.9 1.0 1.1
ol

b)

Figura 3.6b) f(a) do perfil da reda diamante (Nc- 2) com 29
hierarquias para q = 4.
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1.0 = FUNCAQ MULTIFRACTAL
PARA UM PERFIL DA
REDE DIAMANTE
N.=2, Q=10

fla)

0.0 T — -

Figuras 3.6c) f(a) do perfil da rede diamante (N 2) com 29
hierarquias para gq = 10.

Observamos que embora obtidos para um numero finito de
hierarquias (29), estes graficos ja exibem a forma cdncava com

o maximo global caracteristico de um comportamente multifractal

da medida (fig. 2.6). Obtivemos também um bom acordo entre os

valores maxime e minimo do expoente da Lipshitz-Hélder das

curvas e o0s tedricos, cujos cdlculos exatos sdao objeto de

descrigdao da proxima segao.
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3.2.2) EXPOENTES DE LIPSHITZ-HOLDER (a) MAXIMO E MINIMO

Os valores maximo e minimo do expoente de Lipshitz-Holder
foram calculados exatamente permitindo—~nos verificar um bom
acordo entre os valores obtidos nos histogramas com os
calculados exatamente. Como vimos na segdo (2.2.3), o expoente
o caracteriza o comportamento dos ﬁenores valores da medida,
que sdo as magnetizagdes locais dos spins situados na sequéncia
que fornece o Bmax (secdo 3.1.7) normalizados'pela magnetizacgdo
total no limite now. Sendo 2"+1 o ntimero total de spins do
perfil na n—ésima hierarquia, na vizinhanga de Tc a
magnetizagdo total do perfil vale (n >> 1): |

7{12“(3“)B
e a magnetizacg¢ao local m:

m max .
o (gn) .

Assim, a equag¢do (3.54) pode ser reescrita na forma:

(C )Bmax )
u(n)o‘ LI n . (3.55)
mln a B ‘
2 (en) '
Fazendo a vrazdo entre o Mo das hierarquias n+1 e n
obtemos:
(n+1) B -8B ‘
umln -1 [ 81’14‘1 ] max ‘ (3 . 56)
= 2 -
o]
(n) n
min

Uma vez que da eq.(3.35) e da (3.52) obtemos:
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£ dt
n+l o n+l 2 (r )-l= 2—1/1)'
€ dt c _ 7 (3.57)
n t
c
podemos escrever:
(a+1}  [-1-(8 - B/ u(n)
nin = 2 max min. (3.58)

. (Q . ;

- Assim, coma ul)a 1 & uma canstante, podemos escrever u.('l"
min min

como:

TR = § ™, (3.59)

min

(m [ {—1—(Bmax- B)/Vl]n [+
2
ao substituirmos:

na equagao (3.58) abtemos finalmente:

C'(max =1+ (Bmax - B)/V. | (3'60)

Para ¢ = 1.5, 4 e 10 os respectivos valores exatos de « sdo:

1.042, 1.053 e 1.057.

0 expaente «® ~ por sua vez mede o cbmportamento dos
maiores valores da medida. Como perto de Tc a magnetizagdo
local vai a zero muito rapidamente como vimos nos perfis, os
maiores valores da medida sdao dados por magnetizagées locais -
que praticamente ficam constante a medida que now. Assim na
hierarquia n K. Se escreve:

Constantae
B o= T (3.61)
Em Tc podemos escrever a razdo entre as magnetizagdes média por

sitio de duas hierarquias consecutivas como:
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nel 2-{3/1} ’

m
n

(3.62)

assim podemos obter m fixando m=1 e aplicando n vezes a
n
equa¢do acima, deste modo:

m o= (2P, (3.63)

0 que no limite para mwe, substituindo a equagdo acima em

(3.51) e usando a definigio de « resulta:

@ =1-8/v. (3.64)

Para g = 1.5, 4 e 10 os respectivos valores exatos de & ia sdo:

0.387, 0.860 e 0.841.

Para q = 2, os valores de @« ., & @ recuperam aqueles
obtidos por Morgado et al. ([25,48] no modelo de Ising,
respectivamente a = 0.8791... e « % 1.046...

para a rede
ma X
diamante.

0s graficos a sequir exibem uma série de expoentes da rede

diamante generalizada ( B8, Bm VL0 e o )

ax ma X mln

em funcao de

q, variando-se Nc. Podemos observar assim o comportamento

critico e aspectos multifractais do modelo de Potts para esta
familia de redes fractais. Estes expoentes foram calculados
exatamente atravéé das equagoes obtidaé ao longo das ségées
anteriores e nos permitem wvariar 1livremente qﬁaisquer
parimetros - q e N - para a analise desejada.
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EXPOENTES DA REGE OIAMAMTE

c

4

o
-
o

~—
o

a)

EXPDENTES DA REDE DIAMANTE

2.0
= 3

NC

154 _/’r/,,Jae~”””'ffﬂﬁ_—_ﬁ——PF_ e

0.5 4™ e T 8
A e
0.0 T T T T T | T T —
0 1 2 3. 4 5 & 7 a 9 10
d
b)

Figura 3.7) Exiba uma série de expoentes
diamante em fungio de gq; em a) para N=2eaen b)

pdra redes
para Nu = 5,
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EXPOINTES DA REDE DIAMANTE

N.=10
2.0
- o T 7 D s
P
5] T
-L_‘—“-‘—H-“ﬁ;_ —_— __Vﬁmn-
e
1.0 + ‘--.h__\_%“‘
— i V
e ‘-‘—“;__‘_'__‘"“ v
1-1-__4‘_‘-__‘“‘—.“_ —_— 'G
T
0.5 4
amin
0.0 | . : [ 1 |
o 1 2 3 4 S5 6 7 & 9 10

<)

EXPDENTES DA REDE DIAMANTE

Ne=1
3.5
] -
Brnas
3.0 4
2.5
2.0 -
15
10 I _.':.:~_y
g
0.5 -
O rin
0.0 1 T T T 1 T T T T i )
0 1 2 3 4 5 6 1 & 9 10
q
d)
Figura 3.7) Exibe uma série de expoentes

diamante em funcao de g:; em

para

c) para Nc = 10 e em d) para

redes

N
c

100.
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CONCLUSOES

Eétudamos nesta tese a multifractalidade da magnetizacgio
local e a criticalidade de ferromagnetos de Potts em redes
fractais. Calculamos exatamente para este modelo, em qualquer
temperatura, a magnetizacéo local dos— sitios das redes
hierarquicas diamante generalizada (RDG) - gerada pela variagao
do numero de coordenagdo das raizes - e ponte de wheatstone
(RPW) . Para obté-las utilizamos equagdes de recorréncia para as
magnetizagdes locais, as quais aparecem acopladas a tipos
especiais de "fungdes de correlagio entre primeiros vizinhos",
gue expressam a magnetizagéb local em uma dada hierarquia como
fungao da magnetizagdo local e da "fungio dé correlagao entre
primeiros vizinhos" de hierarquias anteriores.

Considerando a estrutura das redes, somamos as equagbes de
recorréncia locais para obter a equagdo de recorréncia para a
magnetizagdo média por sitio, a qual também apareée acoplada a
"funcao de correlagdo" média por 1ligagio entre primeiros
vizinhos. Estas equagﬁés de‘recorréncia tém por caracteristica
uma rapida convergéncia para os valores da magnetizacao média
por spin e do expoente critico (B8) para um nuimero relativamente
pequenc de hierarquias, apresentando uma excelente concordancia
com os valores conhecidbs. Dentre os di#ersos valores de g que
calculamos, alguns resultados 3ja& existiam na literatura,
permitindo-nos comparagdes. Para q =2 (modelo de Ising),

nossos resultados concordam com aqueles obtidos por Morgado et
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al. [25,48] na rede diamante e ponte de wheatstone e também com
os cdlculos de B, para algumas redes tipo diamante de diversos
valores do parémetro N_ , realizado por Bleher e Zalys [50].
Entretanto, para o modelo de Potts, os nossos calculos

discordam dos obtidos por Caride e Tsallis [26], na rede ponte

de wheatstone, os quails prevéem uma curva crescente para o

expoente B em funcao de ¢, exatamente o contrario do que

obtivemos (ver fig. 3.2).

A analise do comportamento critico, nos permitiu obter uma
expressdo analitica para o expoente B para as redes citadas
anteriormente. Obtivemos também exatamente o expoente critico
dé magnetizacdo média por sitio para os spins de menor
magnetizagao local (Bmax) na RDG e RPW fixando nas equag¢des de
recorréncia a sequéncia especifica para estes spins.

Através do cadlculo do expoente critico do calor

especifico, fol possivel verificar que as redes diamante (toda

a familia gerada pela variagdoc de Nc) e a rede ponte de

wheatstone respeitam a lei de hiperescala a = 2 - dfv , onde dr

€ a dimensdo fractal da rede, para o modelo de Potts
ferromagnético a campd nulo. Este fato sﬁgere que a leil de
hiperescala deve ser em geral vélida para as redes fractais
hierérquicas.

A analise das equagdes de recorréncia para a magnetizagéo
local em Tc dos spins dos perfil da RD usual (N_=2) nos
permitiu observar o comportamento fractal e multifractal da
magnetizacdo local dos spins do perfil. Para caracterizar como

multifractal a distribuicio da magnetizagdo dos spins do



-88-

perfil, calculamos numericamente a fungao multifractal f(a)
para a medida normalizada - definida como a magnetizagao local
dos spins do perfil dividida pela magnetizagdo total do perfil
em uma dada hierarquia n. Enéontramos tambéh os expoentes de
Lipshitz-Holder (a) maximo e minimo exatos para esta medida em
fungaoc de outros expoentes da rede.

O0s calculos que realizamos ao longo da tese possibilitam
descrever um pouco da criticalidade e'da multifractalidade do
modelo de Potts em redes fractais e um estudo aprofundado
desses aspectés seria uma extensao natural do trabalho. Uma
outra possivel extensao seria utilizar o método, que se baseia
nas equacdes de recorréncia, para outras generalizacdes em
redes fractais como redes diamante com diversos valores do.

parimetro b e modelos como por exemplo Potts antiferro, Z(N),

etc... assim como analisar alguns destes modelos com um campo

magnético externo.
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APENDICE A

Podemos reescrever a eq. (2.9) como:

n! : A
Nn(s) —_ r ’ ( '1)
(M) 1((1 - g)n)!

na qual podemos usar a férmula de Stirling:

n! = /21'1 nn+1/2e—n (A.Z)

Fazendo isto, a eq. (A.l) pode ser reescrita na forma:

1 -n{€wE +(1 - £)1n) - €3]
. .3
N (£) = 1 (2-3)
V/Znnﬁ(l - £)
Substituindo n = -1néd na exponencial da equagdo acima, obtemos
in2
que:
«~F(E) . A-4
N (6) ~ 87D, (A.4)

sendo f(£) dado por:

£lng + (1 - £)In(1 - §)
£(g) = - :

. : (A.5)
in2

Para obtermos f(a) ao invés de f(£), devemos encontrar £
em funcdo de « e substituir em (A.5). Da definigao de a, eq.
(2.13), obtemos uma equagao de « em: fungao de £ Ique pode ser

invertida fornecendo:

In(l1 - p) - aln2

£ = ' (A.6)
In(p) + In(1 - p)

Finalmente, podemos substituir a equacdo acima na eq. (A.5),

obtendo assim a expressao para f(«).



APENDICE B

B.1) MEDIAS PARA A REDE DIAMANTE

Para se efetuar o calculo das médias para o nosso problema
e obté-las como funcido do numero de estados do modelo de Potts
podemos usar um método grafico cue descreveremos a seguir.VEm
primeiro lugar,.podemos observar na expressao (3.5) para -gK'’‘

gque existem cinco diferentes situag¢des, gue chamaremos de

familias, as guais contribuem sempre com cinco termos distintos

e suas respectivas multiplicidades. Sao elas:

lﬂ = u2 = 0;
lﬂ = Hz # 0
_ (B.1)
* = . .
H, H, 0;

A primeira situagdo corresponde, no nosso modelo, a obter o
termo

qK+gK* +qL+qgH 1-l'-qH2
e

-

Sempre gue o spin "“og" for igual a qualquerr spin "uw,
aparece © termo A multiplicéndo o termo gerado pela respectiva
familia, Quando o spin "“o" for igﬁal aos dois spins "u", o
termo multiplicativo se torna A° e assim por diante. Para rede
diamante com um dos spins "o" incluido no "resto da rede" a

maior poténcia de A possivel & dois.
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Lembrando que:

gk’
" B= e;
qL
C= e (B.2)
qH
1
DlE e H
qH
D =e

> '
o termo obtido na primeira "situacdo” pode ser reescrito na
forma: |

BCDID2 .
A segunda familia gera gsempre o termo B, a terceira o termo Da,

a dquarta gera o termo D, e por fim a quinta gera termos livres,

isto é, termos que naoc dependem destes Ultimos parametros mas

somente de g {_

0 meétodeo para se usar dJrafos, neste problema, pode ser

descrito da seguinte forma: em primeiro lugar associamos uma
ligagcdo do grafo a uma interagdo, ou seja, sempre que um spin

"o for igual a um spin "u". Isto é suficiente para RD, mas

para a RPW precisamos incluir a possibilidade de interagao
entre os spins "o"; posteriormente verificamos quais familias
contribuirao para a média a ser realizada e por fim devemos
construir os grafos que contribuirdo para média, em particular
contando quantas vezes eles aparecerdo. Esta multiplicidade
depende da média a ser calculada e dos grafos, uma vez fixado o

hamiltoniano. Para exemplificarmos o método mostraremos o

calculo da média <6u o> ha rede diamante e posteriormente para
1

a rede ponte de wheatstone. HA, para esta média, uma imposicio

que "“1" seja nule e portanto somente algumas familias
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contribuirdao. Sao elas a primeira e a quarta. Para esta média;

na primeira familia existem dois.diferentes grafos (grafos I e

II), mostrados abaixo na figura (B.la).

A& : }‘{.4
G.n G‘l‘
Mz - M

(1) : {11)

Figura B.la) Grafos usados no calculo da média <3

>
da rede diamante para a primeira familia. K0

0 primeiro grafo contribul com AZ, pois ha duas ligagdes e
se todos sao iguais devem ser igualmente nulos. Isto
corresponde a sé uma possibilidade. O segundo grafo contribui
com A(q - 1) pois "“1" é zero e igual a "ua“, por este motivo o
termo A; como ambos devemrdiferir de "g", eles podem assumir
(q - 1) diferentes valores. Para quarta familia existem dois
grafos (III e IV) ; o grafo III contribui com AD (q - 1) pois
'Hﬁ“ é zero e ha (g - 1) possibilidades para que ¢ seja igual a
“uz“. 0 quarto grafo contribui igualmente com AD (q - 1) pois
"u;' vale zero e ha (g - 1) possibilidades para a interagao

entre "o" e “uz", responsavel pelo termo A, 0 resultado final &

portanto:
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: (B.3)
[ - 2 - -
21<6 0> = (A" + g ,_1)BCDlD2,+ .2(g l)AD1

A seguir os grafos da usados para a média <6u.0> na quarta
: ' 1
familia,
M. ﬂ*
Ga G
fie A
{111) (1v)

Flgura B. 1b) Grafos usados no cdlculo da medla <8

da rede diamante para a quarta familia. 10

Para verificar os resultados usamos também um programa que
fazia o cdlculo direto das médias utilizando o hamiltoniano do
sistema da seguinte forma: nés. éerévamos os parametros
aleatoriamente e comparidvamos o resultado numérico obtido pelo
cdlculo via hamiltoniano com aquele que utilizava a equagdo que
obtivemos usando os grafos. A razdo unitéria entre os dois
valores apds varias simulagdes diferentes nos garantia a
exatiddao do calculo. As outras médias que envolvem somente

spins "u" obtidas por este método sdo:

(B-4).

’ == 2 - -
z <6u20> (A + g - 1)BCD,D, + 2(q ~ 1)AD,
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(B.5)
. 2 _ — 2 _ ’
Z’<6u-u >= (A + 4 1)BCDlDz-+ (a 1Y(A" + g 1)B
(B.6)

2
’ a -
z <5u106u20> (3’ + @ - 1)BCD D,

Uma vez obtidas as equacgdes (3.7), precisamos inverter o

sistema, ou seja, obter as equagdes (3.8). Entretanto,
observamos que a maneira mais facil de inverter as equagbes era
usar uma combinagdo dos pardmetros gque corresponde as familias

- que citamos para obter as médias. Isto aparece mais claramente

ao olharmos as equag¢des acima. As relagdes obtidas para rede

diamante foram:

Zl‘
BCD D, - _ “u 0®uo0”
AN+ g-~1 :
z’ | 5 5
B = : 3 [ <5u1u2> - 0 u20>] !
(g - 1)(A" + q ~ 1) :
(B.7)
ZI
D2 _ <6u20 > - <6u105u20>] ;
(g - 1)(2A + q - 1)
Zl
01 _ ‘ <6u10 > - 56u106u20>] ’
(d - 1)(2A + q - 1)

onde Z’ é a fungdo partigdo normalizada.
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B.2) MEDIAS PARA A REDE PONTE DE WHEATSTONE

Para a rede ponte de wheatstone, resolvendo o modelo de

Potts sem campo, exemplificaremos o ca&lculo da média <$§

>-

ulo
‘"Para esta rede ndoc podemos incluir o spin  "¢’" no
"resto da rede". Deste modo para a célula basica, o termo -gH

vale:

qK(SUu; 60‘!-12+ 60_0_, + 60_,“14. Go_,u)
Enquanto que para o "resto da rede" o hamiltoniano équivalente

-BH’ vale:

C + d + + s +
gk Gu " qL6u10 Suao gH qstu

172 1o 20

Faremos a mesma mudanga de variaveis feita nas eqs. (B.2) e

igulamente incluimos a constante C na fungdo de partigdo. Assim
podemos ver que continuamos com familias idénticas aquel‘as da
rede diamante. Mudam os tipos de grafo e a quantidade, ja que a
rede ponte de wheatstone admite um ndimero maior de
configuragdes. Os grafos que aparecem para esta média estao

nas figuras (B.3a e B.3b).

Os cinco primeiros grafos pertencem a primeira familia e

‘o . s 5
contribuem o primeiro com A, o0 segundo e o terceiro com

Az(q-l), o quarto com A{g-1) e por fim o gquinto com

(g -1){(g - 2). Resultando para esta familia o termo:

(A2 + 22%(g - 1) + (@q-1)(A+q - 2)1BCD D, (B.8)

Para a quarta familia ha dez grafos, o primeiro e o segundo

'geram A3(q ~ 1), o terceiro e o quarto Az(q - 1), do quinto até

o nono grafo o termo A{gq - 1) (q - 2) a o décimo
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(4 -~ 1)(qd ~2)(g - 3). 0 que fornece:
(B.9)
[2a%°(q -~ 1) + 2a%(q - 1) + 5A(q ~ 1)(q - 2) +

| + (q - 1)(q - 2)(q -~ 3}1D,.
A média <6u10> vezes a funcdo particido & a soma das equagoles
(B.8) e (B.9). Concluindo podemos usar este método para
calcular todas as médias necessarias para obtermos as equagdes

de recorréncia que exigem ainda o cdlculo de médias que

envolvem spins "o" e spins "u". A seguir estdo os grafos usados

para a RPW.
Mo J"h_r_.. ] A
Ga ¢’ Gy -G’ Gy g’
it Mz Ma
(1) | Rt € g
/14 I?A
G+ | «G"' Ga» ' -,0".
ﬂ.a ' ':" -
(tv ) (V)

Figura B.3a) Grafos utilizados no calculo da média <3

para a rede ponte de wheatstone para a primeira familia.

TR0
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My /""4 M /HA
G,p— G' G;\/G. G‘ G' G‘ G'
’L;Z }11 .;L‘. M‘
{1} (18) 111} tivi
M - Ma /[’{-4
GA - 'G' G&’ G' G,.‘ G‘
M‘z ;\t_ Hl
{v) (vt} { ¥i1)
Mo A | A
O .G’ Ga o G- .G
nt M'f_ A Aa
t YII1 ) { 1X ) { X)

Figqura B.3b) Grafos utilizados no calculo da média <5 .>
paraa rede ponte de wheatstone para a quarta familia. “:0
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APENDICE C

Para rede diamante usual a transmissividade critica é obtida

através da solugac da equagio (3.32), ao fazermos t“ = tn-{= tc
A equagao (3.32) além das raizes 0 e 1 admite as solugdes x1,

X2 e X3, onde: x1 = soln(i,l), x2 = soln(2,1) e x3 = soln(3,1).

SCLNUL N = {

(F*SYRT{(27%; = 32)4C)#C - F4SCETI({27%] - 22)%() ¢

I
i {</ %)
SIRO(3)* ) - AS*SCET[IyYg v TEE*SQRI(3)) *SCFIt -
(273) (1/3) . (273
) o+ 32 o3 SCEI( - 3)*2 - 4+l *
1t/3)
3 *30RT( -~ 3) -
(3e3IAL0((27w ) - 3Z) ) 85 - SHIUF (2T - ZZywg) o+ LT
2 ia73) i
SIRI {30 = ISHSSET(I)As ¢ YE®LCET()) R

(1/2) v/
(3 *2}) .

PI®SIRET L(2T*2 - 3Z) 4 ) 0 - GESCETL{27%) = Z4)%C) + 27e

b

2 11,3} .
SIRIL3) .G - 35¢SCEL(I)®d ¢ FESSCRT (I)) ¢ i*
(2/3) (1/3)

¥ .3

{2/ (1/h
2 £, - Y3 L]

)7 (6*
(172 [/ 3)
(3 =2) *

e [ Te) - Gl EI)e o~ GEECRI{ (2T, - 32) 00) ¢

2

2R Ty - Liss

11,2)
Coa (3192 ¢ 16%533703)) *L:

- 1)



~49G =

Cow5anT (12700 = 32) 420 %0 - SeECRT(L274, - I2)eC) + 37

r lz72)
SERLL Y - SARSCLT (2} ¢ 1€ AT *SCFTI Y -
(7n 0/ i)
1y - 3*z LB s5CEL] = 3)¥F 4+ 4y 3 "
{i/3)
3 =SQWI [ - 3 -

(Ye5EC{ILTeL - B3IV ACYAC - SeSIRA((27%) - 32)%C) + ilm
. ]

- {272
SIRT (3)%Q - UIESCET(3Z)*) + 1¢*SQRI(3))

- ‘.

(/) (/3
* *

V3 2)

(3=32G8 ((27%g = 32)9() #¢ - 99S0RI((27%3 - 32)%3) + 27+
i

- 11,3
TUAT(I) Y - 4BASCEI(I)ND 4 1E*SIRI(N))

+ s

(279 v EEVE V!
2 *] ) =y 3 VAL

(172} vy
(3 ) *

(I#SIET (27w - 2I)8C)eg — FASCRI((27*C - 33)9¢) +
pl

- (12}
2TRSUT[I}HQ - 4S*SCRT(I}eC + 16SSCEI(H))

*(C
-0y
SCLEN (3, 1)

’
A

{3%SIRT ({278 ~ 32) 45} #C -~ 9*S{FI{(27%5 = 3z)*g) + L7
3

{3/2) -
SQFI(I) Y - 45"SIRT(I)*) ¢ VEPSCRELD))

(1

{172) 1173}
t_.':) *
{F€SIAT{[2792 =~ $2y e )40 — SeSURI( (1237 - 3Z)el) = 1t

Z
SIRT(5)w - AIMSCET(D) =L + IS £3R1(I)) - e

(2/3) {123} S {z2s3) 1,3y
2 3 ] % G413 *3 V/Lie

N2 (VY
(3 L} s

{4527 ((27%2 = 33)*() "l - I*S(RI((27% = (1) 4} ¢
¢ 0,3
el (d)*; - LERSCRI[I) ey ¢ TEXSJET (3)) T

=



-100-

A expressao de rg para esta rede & dado por:

g 2 3
. 2+ 2%(g - 2)*e]  Ax(q - 1)*e (C.4)

2 + (q - 2)*t2 1+ (q- 1)*t:

Para rede ponte de wheatstone, que & uma rede autodual, a

transmissividade critica é simplesmente:

£t =1/(1 +v q) (c.5)

er é a razdo entre NAS/DAS sendo NAS definido como:

NAS=AS1+AS2+AS3+AS4+AS5+ASSE, (C.6)

onde os termos constituintes sido:

AS1=t_~B*(-4*q"3 +-19*q*2 -~ 29%g + 14),
AS2=4*t _AT*(q 3 - T*qr2 + la*q - 8),
AS3=2%t_"6%(2*q*2 - T*q + 5),
AS&=t_~4*(5xq2 - 29%q + 34), (C.7)
ASS=4*t_5*(1-q),
AS6=20%t 3% (q=2) + 6%t "2 + 4*t_
e o denominador DAS & dado por:

DAS=AST+AS8+AS9+AS10+AS11+AS12+AS13, (C.8)

onde os termos sao:

AS7=t ~10*(q~4 - 6*q"3 + 13%*qr2- 12%q + 4),
AS8=2%t 9% (g3 - 4*q°2 + 5*q -2),

AS9=t 8% (4%qr3 - 15%qr2 + 18*qg- 7), (c.9)
ASLO=4*t_A7*(qr2 - 2%q + 1),

AS1l=4*t _"6*(q*2 - 24+q + 1),

AS12=2%t _"5%(qr2 - 3*q + 2),

AS13=24t _A4#(g-1) + 4%t _~3%(g-1) + 1 .
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Para a rede diamante generalizada, calculamos tc
numericamente. Em primeiro lugar obtivemos a temperatura
critica dual‘t: através da eq. (3.40) e em seguida calculamos

tc usando a eqg. (3.41). r, foi obtido calculando:

r = DTLDTC*DFDX*DXDTD*DTDDTC, (C.10)

onde:
DTDDTC=-q/ (1+(q~1) ¥t _)~2,
DXDTD=-2% (£ ~2*%(q-1)-t *(g-2)-1)/(1+(g-1) *t "2)~2,
XTD= (2%t +(q-2) *£ ~2)/(1+(g-1) *t ~2),
DFDX=N_*XTD~(N_-1), _ - (€-11)
XF=XTD"N _,

DTLDIC=-g/ {1+ (g-1) *XF) "2
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