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RESUMO

Neste trabalhc abordamos os problemas das cosmologias fechadas, particularmente
o problema de uma formulagio eficiente do teorema “no-hair” cosmolégico.

No primeiro capitulo fazemos uma revisdo dos resultados conhecidos na literatura
acerca deste teorema, e também propomos o estudo de campos escalares com sime-
tria interna como fonte de gravitacio apbs a apresentagdo do problema de recolapso
prematuro para as cosmologias FLRW fechadas em D + 1 dimensdes espago-temporais
através de uma analise de energia.

No capitulo 2, apresentamos a a¢ido que adotaremos para o campo escalar multi-
pleto, e o tensor energia-momentum dela obtido. A seguir mostramos que as condigdes
de energia para esse tensor sao sempre satisfeitas, independente das dimensoes do espago
interno do campo escalar (N} e do espago externo {D). E através de um ansatz de
métrica adequado para incluir os universos homogéneos FLRW e Kantowski-Sachs fecha-
dos, desenvolvemos as equagoes do campo escalar e de c'onservag'éo do tensor energia-
momentum que fornecem restrigdes que a geometria do espago interno impde no espago
externo.

Na primeira parte do capitulo 3, resolvemos as equagdes de Finstein em D + 1
dimensdes para o caso isoirépico, obtendo uma solugio de expansdo continua que re-
presenta um exemplo de violagao & conjectura de recolapso. Sio mostrados também os
estados de matéria limite na evolu¢do segundo a analogia de fluido perfeito com uma
equagao de estado tipo lei-gama. Na segunda parte, resolvemos as equagbes de Einstein
para o caso anisotrdpico, onde uma zolugio nio recolapsante é novamente encontrada.
Agora a analogia de fluido leva & conclusdo que a termodinidmica de fluidos de Kckart
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nao é adequada pelo fato de obtermos um “shear”nulo enquanto a pressao anisotrépica
nao o é. A termodinidmica de Israel é entdo aplicada, e obtemos uma solugao para o
coeficiente de relaxamento desta teoria, relacionando-o a idade do universo.

No capitulo 4, mostramos como a idéia de um mapeamento entre os espagos interno
e externo foi introduzida na fisica, apresentande como exemplo a solugio de monopolo.
O teorema de Derrick é abordado a seguir, e argumentamos contra a sua utilizagao para
espacgos curvos, mostrando uma solugdo de textura que o viola.

No capitulo 5, propomos wna modificagao da gravitagio de Einstein incluindo na
dindmica uma contribuigao advinda da estrutura interna. Mostramos como a identi-
dade de Bianchi pode ser satisfcita nessa teoria modificada e como o termo cinético se
conforma, entao, com as propostas encontradas recenternente na literatura. A seguir, de-
senvolvemos as equagdes que determinam a compatibilidade entre as geometrias interna
e das segoes espaciais D-dimensionais, mostrando como a eliminagao da curvatura espa-
cial da dindmica de Einstein pode ser realizada naturalmente. Finalizando o capitulo,
aplicamos esses resultados aos modelos homogéneos Bianchi-IX e Kantowski-Sachs,

No tltimo capitulo, apresentamos uma solugao de textura comn o termo cinético
modificado, e concluimos que essa estrutura é de fato a responsdvel pelo corte da cur-
vatura no contexto da teoria modificada. Como encerramento, formulamos uma nova
versao do teorema “no-hair”, eficiente no sentido de néo excluir os modelos cosmoldgicos

fechados.
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1 - Introdugao

Os modelos cosmolégicos fechados sempre chamaram um maior interesse para sua
anilise. O fato de problemas associados & quantizagao serem mais facilmente tratéves
no contexto de universos fechados “tem levado teéricos desde Einstein (1) até Wheeler
(2) a considerarem tais modelos como mais fisicamente razodveis que os abertos” (3).

Apesar disso, as cosmologias fechadas em geral apresentam dificuldades para ex-
plicar o estdgio atual do universo, e por um motivo simples: elas tendemn a recolapsar.

Por exemplo, os modelos FLRW, sendo homogéneos e isotrépicos desde a origem,
satisfazem o requisito de descrigio dessas caracteristicas observadas no universo pre-
sente, desde que, obviamente, o modelo FLRW fechado nao recolapse muito cedo. Esse
é o chamado “problema do recolapso prematuro” como foi denominado por Barrow (4).

Tsso nos traz a um segundo problema: quais as condigdes inicials que um modelo
deve possuir para que possa evoluir para um estdgio atualmente homogéneo e isotrépico?

A imposicao 'dessas caracterfsticas desde o momento inicial, como & {feito nos FLRW,
é extrernamente restritiva. Seria de se esperar que existisse um conjunto amplo de
cosmologias inicialmente inomogéneas que se isolropizassem com o passar do tempo. A
confirmacio disto tornaria a existéncia de nosso universo pelo menos “mais provivel”
dentro do quadro atual da cosinologia.

O primeiro & enunciar essa idéia como um possivel teorema foi Hawking (5, 6), afir-
mando que, na presenca de uma constante cosmoldgica positiva (repulsiva), o universo
se aproximaria assintoticamente de um universo localmente de Sitter, o que garantiria
a sua isotropizacio. Isso fol denominado a conjectura “no-hair” cosmoldgica, em analo-

gia ao tcorema “no-hair” para buracos negros. Gibbons e Tawking (5) mostraram
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a extensio dessa analogia e como as conclusbes da termodindmica de buracos negros
poderiam ser transcritas para caracterizar urna “termodindmica cosmol6gica”.

A primeira tentativa de demonstragio dessa conjectura foi feita por Wald (7).
Ele se limitou % anilise de modelos homogéneos (Bianchi) mas ndo necessariamente
isotrépicos. Também as restantes cosmologias homogéneas, os Kantowski-Sachs, foram
analisadas quanto a possiveis estdgios assintéticos de Sitter (8 - 12); Weber, por um
desenvolvimento independente daquele realizado por Wald, mostrou que esses modelos,
na presenga de uma constante cosmoldgica positiva e de um fluido perfeito, em geral
tendiam assintoticamente & isotropizagio (8, 9). E finalmente a sequéncia de trabathos
com universos inicialmente inomogéneos (13 - 16) culminou com a extensao do resultado
de Wald para essas cosmologias (17), o que serd mostrado a seguir.

I admitida a validade das equacdes de Einstein com uma constante cosmoldgica
positiva. A assinatura utilizada serd a (—,+,+,+) e as equagbes de Finstein serao

escritas na forma

1
Rp.u — k(—r’-n;xu - Eg,uuT) <|7 Ag:“—" (11)

Também serio necessarias as condigdes de energia (18):

. condigio fraca,

T..W"W" >0, (1.2)

que estabelece que a densidade de energia medida por qualquer observador é nao-

negaliva;
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. condigdo dominante, que além da expressao para a condigao fraca, inclui

g T, WT,,W? <0, (1.3)

que estabelece que o vetor fluxo de energia local é nao -“spacelike”;

. condigio forte,

1

(Tuv - D—

9w TYW"W" 20, (1.4)

que indica o cardter atrativo da gravidade. Em todas as cxpressoes, W* é qualquer vetor

nao -“spacelike”, i.e. , W, W#* < 0. Apesar da aplicagdo a ser feita no feorema “no-

hair”ser especifica para trés dimensdes espaciais, as condigoes de energia foram escritas

para o caso geral de D dimensdes, prevendo seu uso futuro. E como se observa, apenas

na condicdo forte, eq.(1.4), a dimensionalidade do espago interfere explicitaiente.
Adotaremos um referencial sincrono, com

d,sz = ——diz -+ hﬂbd&:adﬂ:b 3 1 S a,,b g 3, (1'5)

onde h,; é o tensor métrico espacial, de determinante h.

A eq.(1.1) abre entao em (19):

la(x“) 1 1
RO — I NMa) o T b e k(TO . __11) A 1.6
0T 3 e T gXeXs o Tt )t A (1.6)
1 j
I, = '__z'(xzub = Xujja) = KT, (1.7)

RO R (x/_x“)—k( - 5b T) + 602, (1.8)

_% ————
\/;,, at
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2h

onde x,, = = h,, e *)R,, é o tensor de Ricci tridimensional das hipersuperficies

e

espaciais.

A curvatura extrinseca dessas hipersuperficies é dada por (20)

an h(lb
Ku = =
I 2 2 L]
seu trago por
’.lu hub
K=Kh® =" 1,2 ,

e comeo

h = hh*Ph,,,

chegamos a

que é a denominada expansao volumétrica.

Podemos separar agora a curvatura extrinseca em duas partes,

K
I{ab — ?hab + oty

(1.9)

(1.10)

(1.11)

onde 0., é a taxa de “shear” da congruénela geodésica ortogonal as hipersuperficies,

chservando que, pela separagao acima,

ab
h Ty == G.

Substituinde as eqs.(1.9) e (1.11) na eq.(1.6), cbtemos

3

(1.12)



. 1{2 a T
I{ = _"_:; — Ogp O b + k(T([)) - E) -+ A) (113)

e também na eq.(1.8), usando ainda a eq.(1.10),

K K 1
R, 4 k(S804 AREL AT k(e - 56;'1‘) +8°A.

Contraindo os {ndices livres na 1ltima equagio, obtemos que

r

. T
K 4 K = —k(T¢ + 5) _ @R 43, (1.14)

onde (*'R & o escalar de curvatura das hipersuperficies espaciais: () R = () R AP,

Subtraindo a eq.(1.13) da eq.(1.14), escrevemos que

K* 0,0 CIR
A= TP - (1.15)
3 2
Como o, est4 ligado as hipersuperficies de métrica definida positiva,
0.0 >0 (1.16)
pelas condigdes de encrgia fraca, eq.(1.2), e forte, eq.{1.4), ternos que

Ty <0, (1.17)

110 1 8l q
Iy — 51 < 0 (1.18)

¢ neste momento faz-se necessério restringirmo-nos a espagos abertos, i.e.,

BIR <o. (1.19)
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Estas quatro Gltimas inequagbes, quando aplicadas 38 equagdes (1.13) e (1.15),

fornecem respectivamente

K<x——, (1.20)

— -A>0 - K>3 (1.21)

A integragdo da eq.(1.20) indica que

K < /3 coth[(%) : (t — to)] , (1.22)

para um universo que inicialmente estd se expandindo.

Unindo as inequagdes (1.21) e (1.22):

VX< K <V3x coth[(%)%(t—to)]. (1.23)

Assim, no limite assintdtico em que ¢ — oo, vemos que o terceiro membro na
inequagio (1.23) tende a V3, e, entdo, K — /3, o valor para um universo de Sitter.
A equagdo (1.15), junto com as inequagbes (1.17), (1.19) e (1.22), implica que

2 1
2

2K A
0u0™ < - = 2A < 2X csch? [(g) (t - )] (1.24)

o que indica gue no limite assintdtico temos o, = 0, 1e., as hipersuperficies tornam-se
o, . A ” A . ) {3 at 4 d . 3 - I H
cshear-free”. Seguindo o mesmo raciocinio, e através das mesmas equagoes, conclui-se

pela condicio

X

facitmente que TP 2 CIR também se anulam assintoticamente. Ainda,

domninante, eq.(1.3), observamos que



A(Toa WP 4+ T, Ty pWoW? <0 = (Too)? 2 kT Tho. (1.25)
Agora, pela eq.(1.11), no limite em que o,, > 0 e K — /3, e usando a eq.(1.9):

i
2

izlab — 2(—)%;’%,> — 0 = hy emp{(?) (t — to)]f(:c“) (1.26)

onde f(z,) é uma fungio qualquer das coordenadas espaciais. Pelas egs. (1.15) e (1.22),

e tomando o mesmo limite de t — 0o, vemos que

(Too)? < Acsch® [(g)%(i to)] o A2exp[(}2)\)};(t - to)] (1.27)

Podemos observar entdo, a partir das duas ltimas equagdes, que (Tpo)” decai as-
sintoticamente mais rapidamente que h*?, e com isso a inequagio (1.25) implica que T,
se anula nesse limite. E, esses resultados, quando substituidos na primeira expressao
da eq.(1.25), mostram que as demais componentes T,, do fensor energia-momentum
também se anulam assintoticamente.

Resumindo, assintoticamente o universo se torna localinente de Sitter, livre de
matéria e de “shear”, na presenga de uma constanic cosmoldégica positiva A e admitindo
a validade das condicdes de energia. Observe-se ainda que essa alirmagao é independente
do ntimero de dimensdes espaciais. A conjectura de Hawking (5, 6) acerca de um teo-
rema “no-hair” cosmoldgico fica entio demonstrada, mas com uma ressalva: ela ficou
restrita a universos abertos pela condicio eq.(1.19).

A conexdo dessas idéias com a inflagio proposta originalmente por Guth (21) é

imediata. Bsta forncce o mecanisino de surgimento de uma cons’ante cosmolégica e a
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dinimica posterior enquanto que o resultado acima garante a sua eficiéncia na homo-
geneizagio e isotropizagao do universo, validas as premissas do teorema. De fato, o teo-
rema pode ser encarado como uma condigio suficiente para a existéncia de um processo
inflacion4rio. Nessa linha de raciocinio, foi mostrado que apés o término da inflagao
scria necessdrio decorrer um tempo muito longo até que as inomogeneidades voltassem
a permear o universo, o que garantiria o seu estado presente homogéneo e isotrépico
(22, 23). Barrow e Gdtz (24) analisaram também o grau de convergéncia ao esiado
local de Siiter, calculando os principais termos de corregdo a esse estado assintético,

que obviamente tendem a zero & medida que £ — co. Esses termos responderao pelo

nivel da inomogeneidade apés o término da inflagdo. A relagdo do teorema com modelos

uma proposta para andlise numérica do teorema para cosmologias inomogéncas (2§), e

o estudo no contexto de teorias R? de gravitagdo (29-31).

Esse resultado pode também ser comparado com o trabalho de Collins e Hawk-
ing (32) que mostraram que o conjunto dos modelos homogéneos que tendem assin-
toticamente a um estado isotrépico é de medida zero no espago de todos os modelos
Liomogtneos. Nio existe contradigio com o que fol analisado até aqui, j& que eles nao
consideraram o cfeito de uma constante cosmoldgica (8). Ao contrério, o que a conclusao
desse trabalho significa é que a inflagiio & um processo nccessdrio para a isotropizagao

(23) (nesse aspecto ver também (33)).

O fato dos modelos fechados terem sido excluidos da demonstragio do tecreina “no-
hair” foi encarado como reflexo natural da suposi¢io ticita de que todos esses universos
&

inevitavelmente recolapsariam (ou, pelo menos aqueles com topologia mais simples S°



e S'XS?%) (3, 32, 34-38).

No entanto, tal suposigio nao é correta. Mesmo no caso de uma constante cos-
molégica nula, até um universo FLRW fechado (topologia 5§°) pode se expandir eter-
namente sem recolapsar para uma segunda singularidade (4, 39). Para mostrar isso,

podemos utilizar como fonte das equagdes de Einstein um fluido perleito satisfazendo

uma lei gama do tipo

P = (y—1)p, (1.28)

com 0 < v < 2. Por motivo de referéncia posterior e como a demonstragao do teorema
“no-hair” é independente do niimero de dimensdes, estenderemos a andlise a partir daqui
para um nimero D qualquer (D > 1} de dimensoes espaciais.

As condigoes de cnergia egs.(1.2), (1.3) e (1.4) para esse fluido determinam que

(20)

p >0, (1.29)
p—| P> 0, (1.30)
(D-—-2)p+ DP >0. (1.31)

A métrica a ser utilizada é (D - 1)-dimensional, hommogénea, isotrépica e com

topologia S” nas seqBes cspaciais, a generalizagio mals imediata de um FLRW fechado,

ds® = -di® + a’ (1) [d'ﬁj +sen®ypdyy, A I sen®yp .. .sen’y, dfyf]. (1.32)
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seguidas para o8 tensores de FEinstein e de

sao listadas as convengoes

Abaixo
Ricei (20):
1
G,., =R, — Eg”"R =kT,., (1.33)
a B a a
kRIS o S0 LS S (1.34)

. Ta
RLH'— prla

Os Christoffels ndo nulos para a métrica eq.(1.32) sdo *

» . a
I‘S I adliiifosenzfyk , I‘:jo e -
; COSY; ;
I‘"‘L'H - ____{]I:;tljsenszk I < J S -Da
seny;
COSY;
2 << D (1.35)

Te
L = sen-yy
Vi

Assim, incluindo apenas os termos nao nulos, teremos que, a partir da eq.(1.34),

10 _ D Tk oyl R w % T O oD E—lywr e
R”:‘"’:‘ B F'U'f:‘lo 1 Lk:i*l T4k 21:1 I'Tj’h]’h‘ T L‘:lrm[‘?ﬂj + Lk=3‘+12r=1 I'Tl'?k]"Tj'T.i
D Y L ¥ R A B S e
1'1"Tj1"1"7k kal'["}'j"rk]"'r,"!k’

T _ gy
]‘1 0 "'E’Lk:j+1

I
21 i1y

e ao subslituirmos as expiessoes da eq.(1.35) obteremos
* Obs: na notacio utilizada para o produtério, o valor de baixo é o limite superior
gue o {ndice pode assurnir e 111! f; = 1; para o somatério, a convengio & de que o Limite

. P et £ . - L
superior estd acima e X%, | f; =0
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- . . cos? . - cOs%y;
= (ad 4 &*)IUt L sen?y, -+ BP_ ., (1 - Seng::: )]If:: sen®y, + 2i_ ) (1 + sen'z?)
7

R

EERE)

2

. ; COS™ Yk - .

D zyrati 2 D k-1 i+l 2 eyt 2

+ X2 @ TET sen®y + B0, B (kscnz'y )Hm:ksen Y — 2a° 11 " sen” vy,
&

2z 2

i+l 2 i1 CO5 Ty
(S5 sy, = B
p sen’y;

D [1 + (1 — k)cos®

—Tad 4 (D — eI sen®y +5 - 14 5P, , o ]H{j;senw

= {ad + (D — l)dz]HiZL sen’qy, + ysen®y, 41 + )]f:j.+2[1 4 (1 — k)coszfyk]]I":kl_ sen’y,

e seguindo o processo iterativo delineado na tltima passagem, chegamos finalmente a

R,.,, = la@+ (D —1)a + (D~ 1[5} sen® .. (1.36)
Da mesma forma,
D Tk (D k yik <D a a’ D a” a
Roo == ”Ekzllokgo o Lk:lruklok = 7>“"k:1 (E - ;f;) - )szx‘_lg = “DE' (1-37)

O escalar de curvatura é delerminado por

. (D
R g™ R,, = 2D 4 D(D—1)"% + Dp 1), (1.38)
@

@ a?
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Agora temos todos os elementos para a construgdo do tensor de Einstein para a
métrica do FLRW fechado (D + 1)-dimensional. As equagbes de Einstein tornando como

fonte um fluido perfeito serdo entao

GO —— - _ = =
0 7 & 2 o e (1.39)
.. _ 1y a2 _ _
Gl = (D~ I)E _ &glggli — (D-2)(D—1) 1 = kP. (1.40)
i a 2 a? 2 a?

A equagzo de conservagao do tensor energia-momentum scré

a
pot(p+ P)D= =0, (1.41)

que, obviamente, pode ser obtida diretamente das equac¢oes de Einstein. Ela permite

uma integragdo direta utilizando a eq.(1.28):

p=Aga "7, (1.42)

com A, uma constante de integra¢io definida positiva.

Substituindo a expressio acima na eq.(1.39) e definindo A = Eﬂfgﬁ)—, obtermos que
kA
- R L .
R (1.43)

Pela observagio da positividade do segundo membro dessa equagao veinos de ime-
diato que para yD > 2 esses universos nao podemn se expandir indefinidamente. Perto

a origem o fator de escala se comporta cor
d g fator d cala se comporta no
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a o t?/77, (1.44)

conferindo, para D = 3, com o que é conhecido na literatura (18). Ja para 0 < 4D < 2,
esses universos se expandem eternamente sem uma singularidade inicial. A equagao

(1.44) agora representa o comportamento assintético (¢ — oo}.

¥ quando vD = 2 (com kA > 1) o universo se expande continuamente com

a o t. (1.45)

Estes exemplos (0 < 4D < 2} mostram que a conjectura de recolapso ¢ falsa.
Posteriormente, essa conjectura foi alterada para a afirmagao de que todos os universos
fechados, mas que satisfizessem as condigbes de encrgia, recolapsariam. Para analisd-la,
utilizaremos a condicdo malis restritiva, advinda da inequagio (1.31) para a condigao

forte, e substituindo a eq.(1.28), chegamos a

2

> 2 1.46
1> 5 (1.46)

Cowmparando esta inequagio com aquela obtida para que o universo se expanda,

v < (].47)

podemos montar a tabela 1.1.



14

REGIAO VALORES VALORES TIPO PRESSAO
PARA ~ PARA D
I 0<~y< & D>2 E,V P<o0
11 h=2 D>2 E,N P<0
D= P>0
111 229> % R,N
D>2 -

Tab.1.1: Segundo os intervalos de 4 e D sio analisados os compoertamentos de
universos, quanto is condigdes de expansio (E-expande; R-recolapsa) e de energia forte
(V-viola; N-nio viola), tendo como fonte um fluide perfeito com equagio de estado
P = (y—1)p, onde 0 < v < 2. Na tltima coluna sdo apresentados os possiveis sinais
da pressao.

Observamos assim que existird sempre um valor de -y para o qual as condigdes de
energla sio satisfeitas e o universo apresenta uma expansio continua. lisse valor, v = 2,
representa entio uma violagdo A conjectura de recolapse qualquer que seja o nimero
de dimcnsfes espaciais. Isso ja havia sido relatado na literatura para o caso especifico
tri-dimensional (4, 39). Atualmente perinancce ainda uma variante da conjectura de
recolapso que afirma que universos com segdes espaciajs fechadas (com (3) 2 > 0), satis-
fazendo as condigdes de cnergia e coin pressiao nio negativa (P > 0) sempre recolapsamn
para uma segunda singularidade (40, 41). Pela tabela 1.1 vemos que, apesar dessa nova

formulag¢io resistir & andlise feita para trés ou malis dimensdes espaciais, ela é rovamente
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violada para D=2e~vy=1.

Esse resultado mosira que a exclusio das cosmologias fechadas da demenstragao do
teorema “no-hair” nio é “natural”. Nesse sentido, tém sido exploradas as condigoes que
modelos fechados devem satisfazer para permitirem a isotropizagao, particularmente os
modelos homogéneos Bianchi IX (42-45) e Kantowski-Sachs (8-12). A divergéncia das
analises ndo leva a uma conclusao definitiva, e exemplos sio citados como violagoes ao
teorema para estas cosmologias (11, 43).

Barrow (46, 47) associa essa exclusao ao falo de se ter imposto de urna maneira
insatisfatéria a condigio de encrgia forte, eq.(1.18). Realmenle, espera-se que uina
constante cosmoldgica positiva advenha da prépria estrutura da matéria. Esse € o caso,
por exemplo, de um campo escalar com um termo de auto-interagio V{(¢$). Se durante
a evolugio ocorrer um perfodo em que o campo ¢(t) varie muito lentamente, o termo

de potencial aproximadamente constante durante o perfodo poderd dominar o termo

cinético:

p=L 4 V(g) =V (9), (1.48)

P=2" v = V(e (1.49)

Dsse putencial entrard entio nas equagdes de Einstein como uma constante cos-
moldgica cfetiva. Sob esse ponto de vista torna-se estranho impor a condigio forte de
‘nergia para o tensor energia-mowentum excluindo dele justamente a constante cos-
molégica. Porém, se concluirmos que ela deva ser incluida no T, , poderemos violar a
condigio dada pela eq.(1.4). Por exemplo, no caso particular das eqgs.(1.48) e (1.49),

no perfodo em que ¢ =~ ¢'=,
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P=—p = ~=0, (1.50)

valor que viola a condigdo forte, como pode ser observado pela eq.(1.46).
De fato, se admitirmos que tudo o que existe é o tensor energia-momentum {com
uma possivel “constante cosmoldgica efetiva” embutida) observa-se que a condigio de

inflagao,

i >0, (1.51)

implica na violagao da condigao forte de energia {46, 48).

Uma proposta para estender o teorema “no-hair” seria a utilizagao de uma condigédo
de energia menos restritiva que a da equagdo (1.4), apesar de que a sua retirada pura e
simples nao sé invalida a demonstragio como torna o teorema falso (46).

Cabe aqui entdo um comentdrio: o problema das cosmologias fechadas pode ser
visto como um de escalas de tempo. 'Duas concorrem para © sucesso ou nao do modelo:
o tempo até o universo recolapsar e o necessdrio para o inicio de umn perfodo inflaciondrio.
No entanto a comparagao dessas duas escalas de tempo é extremamente dependente das
condigdes inicials, ferindo o espirito do teorema “no-hair”. Dessa forma caracteriza-se
o problema de recolapso prematuro para universos fechados {4) mencionado no inicio.

Isso pode ser mostrado claramente. Suporentos a validade das equagdes de Finstein,
eqs.(1.39) e {1.40), com a adigdo de uma constante cesmoldgica A positiva, e ainda da

cq.(1.41) e sva integral eq.(1.42). A andloga a eq.(1.43) neste caso serd

a? = kA? P 4 Aa® — 1

?
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2
D(D-1}"

com A =
Substituindo a eq.(1.39) na eq.(1.40) (com a presenga de A), e levando em consi-

deragdo as egs.(1.28) e (1.42), chegamos a

a:ﬂDiI[Pml- (Qbi)(pJFA)—A]:Aa—ﬂ—b%ﬁa“’D. (1.53)

Podemos iniciar agora, a partir das egs.(1.52) e (1.53), uma andlise de energia
para observarmos todos os comportamentos possiveis para o fator de escala (20, 49). A

energia cinética associada a esses universos serd dada por

av kA A
=i > V(a) = ---‘—E—az L §a2; (1.55)
onde a constante de integra¢do foi feita nula de forma que £ = T4V = —_. O potencial
V{a) pode apresentar um méximo dado por
kA 35
=D —2 ] . 1.56
a = |53 (D~ 2) (1.56)

Chamaremos de A, o valor critico de A que faz com que o indximo de V seja igual

aE,V,ux=E=—1, ¢ pelas eqs.(1.55) ¢ (1.56) vemos que ele serd
ke =30 KA ;‘3’_-}‘ . b
A, = (yD)75-3 (7) (vD - 2). (1.57)

Considerando o intervalo 0 < 4D < 2, teremos semipre A > A, como pode ser

visto da ¢q.(2.57), j& que A ¢é definido positive. Em outras palevras, ndo teremos um A
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critico. Na fig. 1.1 podemos observar a forma das curvas de energia potencial, Nesse
mesmo intervalo, teremos tambémn valores de vD cujas posigdes de V,, ., nao serao dadas
pela eq.{1.56), mas sim por a, = 0. E como pode ser observado da fig. 1.2, onde sao
mostrados alguns exemplos desse comportamento, a conclusao de inexisténcia de um A,
continua valida.

A andlise dessas figuras mostra que esses universos sempre co!apsa-m de um raio in-
finito para um rajo minimo e depois se expandem ilimitadamente (solugdo de “bounce”).
Eles nao possuem uma singularidade e sdo assintoticamente de Sitter.

Também para 4D = 2 nio existird um valor critico de A, mas haverd, além da
solugao acima, solugoes onde o fator de escala comega da origem ¢ cresce indefinida-
mente.

Concluindo o estudo desse intervalo, vemos que para D = 2 o teorema “no-hair”
¢ verificado devido a existéncia de estigios assintéticos de Sitter emn todas as possivels
solugBes (no restante do intervalo as premissas do teorema nio sdo validas).

Para D > 2, a posigio de V,,, continua a ser obtida a partir da eq.(1.56). Mas
pela eq.(1.57) vemos que agora teremos comportainentos distintos para esses unjversos
segundo a relagdo entre A e A, {60). Para A > A, poderemos ter até duas solugdes:
uma com expansao continua a partir da origem, que sempre sera encontrada, e outra
de “bounce”, que s6 aparecerd para determinados valores de 4. Nas figs. 3 e 4 sao
mostrades os graficos de energia potencial para esses dois casos. Quando A = A,
podereinos ter até 4 solugoes: o universo ou conicga de uma origem ¢ alcanga um
estdgio Einstein (@ = ¢!%), ou é eternamente Einstein, on inicia de um estégio Einstein
e se expande para sempre, ou ainda, para alguns valores de D, é descrito por uma

sohigzo de “bounce”. Quando A < A., poderdo ocorrer trés solugGes: uma de recolapso,
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Figura 1 - Curvas de encrgia polencial com valores de 7D na regldo 0 < v D < 2.
As posi¢des dos maximos sao sempre dadas pela eq.(1.56). Foram escolhidos os valores:

A=1,KA=3eqD=%111%.
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Figura 2 - Curvas de cnergia potencial com valores de 710 na regiao 0 < v < 2.
As posi¢des dos méximos sio dadas por ap = 0. Forim escolbidos os valores: A == 1,

- D=142 1
I{A—B(’.’]D-—- £:323790"
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Figura 3 - Universo apresentando expansio continua com A > A.. Foi escolhido
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Y¥igura 4 - Solugoes de “bounce” ¢ expansio continua quando A > A_. Foi escolhido
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Figura & - Duas sohigées de “bounce” e uvina de recolapso quando A < A,. Toi
escothido A = Z com WA =3, vD =-6, A, = -

243 o488 "
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e duas de “bounce” distintas, como pode ser entendido a partir da fig. 1.5.

Esses resultados podem ser comparados com os da tabela 1.1. Sornente os universos
com 0 < 4D < 2, que sem a constante cosmoldgica ja se expandiam, possuem estagios
assintéticos de Sitter em todas as possiveis solugoes. Entre os com vD > 2, apesar de
existirem aqueles com estégios assinléticos de Sitler, existem os gue violam o teorema
“no-hair” por possuirem estdgio assintético Einstein ou que recolapsam, tudo isso de-
pendendo das condigoes iniciais satisfeitas pelo fator de escala, constante cosmoldgica e
o estado da matéria.

Dentro desse conlexto, podemos comegar a inserir o cstudo de um campo escalar
como fonte das equagoes de Einstein.

O pape! deste na evolugio do universo primitive tem sua importincia destacada
pelos seguintes argumenlos:

. A previsdo das teorias de unificagdo da existéncia de um campo escalar multipleto
(com um potencial de auto-interagdo} nos estdgios priinordiais do universo antes da
quebra de simetria.

. O trabatho de Zel’dovich (51) introduzindo a equagio de estado P =p {vy =2)
como aquela que descreveria os estados de mais alta densidade possivel da matéria,
equagio de estado esta realizdvel através de um fluido escalar sem massa {ou, para
cleitos praticos com o polencial nulo durante o estdgio em que a matéria deva ser
descrita por essa equagio de estado). Barrow fornece outros argumentos em favor de
P = p sendo satisfeita primordialmente na sua cosinologia “quiescent” (52).

O fato de um potencial de auto-interagio de um campo cscalar proporcionar
um mecanisino adequado para o surgimento de uma “constante cosmeldgica efetiva”,

aspecto fundamental para a existéncia da inflagio, como foi demonstrado.



22

No entanlo, um campo escalar, com a equagio de estado P = p, se enquadraria na
nossa anélise anterior justatnente na faixa critica de vy > 2, onde um estégio assintético
de Sitler nao é consequéncia obrigatéria. Mesmo a consideragio de um termo de massa
ou um potencial nao evita a existéncia de solugdes recolapsantes sem estdgio inflaciondrio
(63, 54), o que simplesmente significa que a situacio descrita pelas equacdes {1.41) e
(1.42) pode nunca chegar a ocorrer.

O que se pode argumentar é que toda a andlise feita até agora lidou apenas com
um campo escalar singleto. Nada foi feito para analisar o que acarretaria uma estrutura
interna de um campo multipleto, de que forma a geometria do espago-tempo seria
afetada pela geometria interna associada a esse campo escalar em termos de evolugio
cosmoldgica.

’

E isso que pretendemos explorar a partir de agora.
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2 - O Campo Escalar Multipleto SO(N+1) em D+1 dimensdes espago-

temporais

2.1 - Uma Proposta de Ac¢do

O campo de matéria que serd utilizado é um campo escalar com simetria interna
esférica representado no espago interno pelo vetor normal % superficie esférica de N

dimensdes parametrizada por N ingulos:

F. = (seny,senv,_1...8en7,, SENY, ...5ENY2 €087, SENY,, .

C o SERY3 €082, . ., SENY,, €OSYpm 1, €08V ), (2.1.1)

ou de uma forma recursiva:

‘-?
o

H

et

= (an 18EnY, ] COS"}'H) H (2.12)

3>
3

No espago externo, esse campo se comporta como um campo escalar com de-

pendéncia temporal apenas. Assim ele pode ser representado como
é = pt)?,. (2.1.3)

A agao de matéria é escrita na forma:

- -

— i " D+1
Sm - —fw(égé)gé]#'qblug‘ly\/mg dz 3 (214)
onde w(¢.¢) é uma fungio positiva de ©? e y1 e v variam sobre as coordenadas espaciais
externas (y; a yp para um espago a D dimensdes) e tempo. Observando que, no caso

do niimero de dimensdes do espago interno ser maior on ignal ao do espaco externo,
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~ . s+ 1 5
Flo, = Iyseny Ry,

D>j>1, (2.1.5)

sendo fl,h o unitdrio ao Jongo da dire¢do de ; no espaco tangente a cada ponto da

esfera N-dimensional (daqui por diante suprimiremos o indice (n) no vetor normal),

]%7‘.]%71 = 5.']' e

e, similarmente, para o caso D > N

it+1 >
I, seny It

TI’TJ'

0

vemos que

¢[p'¢|u = (0026;6:; 1 {P2Tuu:

R, #=0, (2.1.6)
Nz2j=21,

(2.1.7)
D>j7j>N,

(2.1.8)

onde 7,, € a projegao espago-lemporal da métrica das esferas S com componentes

Too — 0 y Ty = 0 y
p/N>D
T, ., == 1T sen?y,
p/N <D
-
I 7, sen®sy;
Tajvi =

0

se 177, e

Dzjz1,

NZ>j52>1,
(2.1.9)
D>7>N.
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A acao de matéria eq.(2.1.4) pode entdo ser escrita como:

S sz(c;ﬁq@») [(,52 - tp”'r]\/——g dz?*1, (2.1.10)

onde 7 é o trago de 7,,,,

T=1.,.¢". (2.1.11)

Percebe-se entao o surgimento de um termo extra nessa a¢io em comparagio com
a de um campo escalar comum devido exclusivamente a estrutura interna. Ele entra de
uma forma andloga a de uma “constante cosmolégica”, a principio podendo ter tanto
dependéncia temporal quanto espacial.

E importante realgar mais uma vez que esse termo advém puramente da estrutura
fornecida ao campo e, como serd visto posteriormente, nem mesmo um potencial ar-
bitrdrio em um campo escalar singlelo pode reproduzir os efeitos que um multipleto

sozinho pode gerar,
2.2 - O Tensor nergia-Momenium

Seguindo a decomposi¢ao invariante do lensor energia-momentum proposta por

Eckart (55), temos que
Ty = pVoVo & Phyy + 11,0 + g Vo, (2.2.12)

com

g_uu = hpv T ‘/ILVU ) ‘};;V“ =—1 ) h,llyVU == 0 y g“y}l-“u ,::-D ; (2213)



26

e ainda:
p="T, Vv, (2.2.14)
que ¢ a densidade de energia;
1 o
P = B]L,,h 3 (2215)

que é a pressao isotrépica;

I, =T.,zhihl — Ph (2.2.16)

fTR7e

pressdo anisotrépica; e

g = ~Ta, VR (2.2.17)

n?

o fluxo de calor.

.. 580 vetores tipo tempo normalizados, e é admitido que se pode folhear o espago-
tempo com hipersuperficies D-dimensionais puramente espaciais determinadas por uma
congruéncia de linhas tipo tempo ortogonais s hipersuperficies, no sentido de que seus
vetores tangente V,, nao possuem proje¢oes sobre estas, h,, V#* = 0. Como j4 estd dito,
h,. sdo os projetores sobre as hipersuperficies: h,, hs,g*? = R, .

Interpretando-se a congruncia como gerada pelas linkas de universo de obser-
vadores nesse espago-tempo, V, seria o campo de velocidades e h,, a méftrica puramente
espacial definida positiva para csses observadores.

Para um fluido escalar singleto ("), com um tensor energia-momentum dado por

1 .
]-;tl'/ = @Ir;‘noh/ e :2(10|a€0[gigaﬁgnu - ’\V(gb)g;iul (2218)

temos que
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, 1 o 52 P1aPis .
P =6+ e AV () = T DL gy (g), (2.2.19)
$*  (2- D) .

1
HJ;U = @{“('0“3 (llf:h{j - Ehaﬂhpu)) (2-2.21)
q;t - 79.999[0 h::- (2222)
Se no referencial sincrono (V, == §7) o campo for dependente apenas do tempo,

observa-se que o fluxo de calor ¢ a pressio anisotrépica se anulam e este campo descreve
entao um fluido perfeito.

J4 para o campo multipleto, a partir da agfio na equacio (2.1.4), temos que

1 : 1
Tyv = (6253 B zgoogpu)‘vozw(pz) + (Tuu - Egpw'r) (,0211.?((,02), (2223)

que implica, para um referencial sincrono:

(57 Yo 1
P - (%2 T (ZJDD)T({)Q)H)(QOQ), (2.2.25)

e = (f,w — b—h,wr)w?w(@?), (2.2.26)
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g. = 0. (2.2.27)

Este campo, no referencial sincrono, pode possuir pressio anisotrépica nao nula e,
portanto, nao descrever um fluido perfeito. Para isso basta que 7., NA0 seja proporcional
a h,., o que certamente ocorrerd quando N < D. De fato, restringindo agora a andlise

a espagos fechados com topologia S¥, por exemplo, quando k,, sc escreve:

h =0 se 1#7j,

IiTy
.2 i+l 2
b, ,, =a® ()] sen’y;, (2.2.28)
e admitindo-se que os dngulos que parametrizam as esferas S¥ sao identificdveis aos

respectivos angulos do espago externo, temos as expressoes:

-
Ty = Ehﬂu y = H,, =0, (2.2.29)

quando N > D e que implica num fluido perfeito; mas para N < D:

(2.2.30)

TiTi T

{;rh,,m j=1, ..., N,
0 i=N+1,...,D,

que implica num fluido anisotrépico (11, # 0).
2.3 - Condicles de Energia

Represcntando um observador qualquer por W

Wrw, = —b®, (2.3.31)
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cuja componente ao longo da diregio temporal V,, é *
WtV, =a = W, W, h* =a® - b, (2.3.32)

€ €CoIno

(WeV,)? > W, W* = & >, (2.3.33)

a condigao fraca, equagéo (1.2), para um fluido perfeito, implica que

2

pt P(l - g;) > 0. (2.3.34)

Pela inequagao (2.3.33) vé-seque 1 > 1 — Z_: > 0. A desigualdade (2.3.34) deve ser

analisada nos extremos desta ltima, o que leva a
p>0 e p+P>0. (2.3.35)

A condi¢do deminante, equagdo (1.3), fica:

b2
g 4 P? (-—; — 1) >0, (2.3.36)
. (7% .
e, segundo a mesma andlise,
pz 2 0$ (2'3‘37)
g > P (2.3.38)

A equagio (2.3.37) é uma trivialidade e a €q.(2.3.38) pode ser recscrita na forma
como é usualmente apresentada,

p >1P]. (2.3.39)
* Notar o uso da mesma letra a usada para fator de escala para denotar o produto
na eq.{2.3.32).
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A condigao forte, equagdo (1.4}, fornece

D-1)

p+P [%Fﬁ] >0, (2.3.40)

que nos limites da inequagao (2.3.33) representa

(D—2)p+ DP >0, (2.3.41)
p+ P >0. (2.3.42)

Um fluido escalar homogéneo no referencial sfncrono, tratado como fluido perfeito,
satisfaz automaticamente todas as condi¢es de energia se possuir um potencial nulo.
Para o caso de umn AV (¢) rnalor que zero, existe a possibilidade de violagio da condigio
forte pela inequagdo (2.3.41).

Para um fluldo generalizado, eq.(2.2.12), a condigao de energia fraca se escreve
a’p + 11, WEWY + P(a® — b?) + 2aq,W* > 0. (2.3.43)

Substituindo os resultados das eqs.(2.2.24) a (2.2.27) e lembrando que, pata N > D,
II,., = 0 ¢ que w{p?) é definida positiva:

p/N >D

w(cpg){gbg (1 — ;;—) + 1p° [-2% + %(1 — Z;)] } > 0. (2.3.44)

Como se observa, a desigualdade é automaticamente satisfeita, pois o membro da es-
querda € definido positivo.

Similarmente, para N < D e introduzindo a notagio

N o
o? = ?'r,“,‘i EWY = 5N b, WUWT = 02 >0, (2.3.45)
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chega-se a

p/N <D

2

w((’O?){@z (1 ~ ;;2) +r? [% + ;; ]} >0 (2.3.46)

que é também satisfeita.

J& a condigio dominante para o fluido da equagio (2.2.12) é escrita como

(P2 _ pz)az — B P? o W, 1L, W* + 2PI* W, W, <0, (2.3.47)
e assim:
p/N > D
__b'z(lbd T{bg T'Z(pd
1) 2 Y alagr (D 1) - D—z]*- { 2(D—1) b (D2 2] <0
o) e 0w p2)] - e o1y (027 <o,
(2.3.48)
p/N< D
___62(154 _T(’é'z 1.,2&04
2¢, 2y) 0¥ | TE 2lr 5.2 | 32 .2l T 2 . 2 p, 2 <
w? (i ){ T T35 [( 2a% 4 b?)N zo,] s [408(1\? 1) + b N ] <0,
(2.3.49)

A primeira desigualdade é satisfeita e para mostrar que a segunda tasnbém o &, basta

observarnios que

o] <a® —b* > (~2d° | V)N 4 207 <24 (N 1) + (N -2) < 0. (2.3.50)

A condigao Torte,
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z 2

b
2 — ey 2 i M >
P(a D~1)+n W,.W.,—Fp(a 1 D_1)+2aq W, >0, (2.3.51)
implica nas relagoes:
p/N 2D
2 .2 T‘PQ b2 )
-— Y > . -

w(‘p)["" ! D(l =) =0 (2.3.52)

p/N <D
2 -2 2 o?
oo+ vt (5] 20 e

Essas duas desigualdades sdo sempre satisfeitas e assim conclufmos que o tensor
energia-momentum da eq.(2.2.23) para o campo escalar multipleto satisfaz todas as

condigoes de energia para quaisquer N e D.

2.4 - A Equacio do Campo Escalar

u
A variagdo com relagio a ¢ da agio eq.(2.1.4) fornece a equagio de campo

7 L 7 I 3%‘ ('02 7 3 ey .
2w(p?)dy. . ¢* +2[w(502)]| ¢ 9" "'5(3*“)" (fi');u-d)lyg ) =0, (2.4.54)
n
que, com
dw(p?) - , .o
[w(tp? )] = - —(s?)¢|,, = 20w’ (0* ).y, (2.4.55)
[ J¢

pode ser reescrita como

w'

Pl 8" — [-w*w(@"’ - wg)]'f‘ = 0, (2.4.56)
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onde
5 . Dapy,
¢ljl”b’g - (_(P - —‘_‘)T
“ (2.4.57)
min ' - T ' - min(N D P
= eET MY nE R (R,,) + BT T R (R 5,)-

Considerando-se as equagbes (2.1.5) e (2.1.7) e as formas explicitas dos vetores 7 e }AZ.”

pode-se induzir que:

~

~ . o S ~ N t 17+ 1 2 I
Flage;, = TG ysen®yf — B0, jcosyTh_ g seny I[2, sen®y Ry, (2.4.58)

e, em particular

thhn - *‘? (2459)

(O ansatz de métrica a ser utilizado é o seguinte:

Goo =1 , goi= 0,
Gory, = Py, = (agfgl"lili)senz'yk)évm, (2.4.60)

onde a = a(t) é o fator de escala e f = f(vp).

Os Christoffels T'77,, ndo nulos a cla associados s3o

fl‘
1D -

121D f ’
" cos i
03z, = (e SR s, (2.4.61)
B
. COS7Ys - . .
ry,, = —(éagj—.)ﬂf;ljsenz'yk , D>jg>1.
g 2

Com esses resultados j4 sc pode calcular os termos da equagio (2.4.57). Abaixo

sio dadas as suas expressaes finais divididas em 3 classes segundo a relagio cutre N e

!
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ﬁmin(N.D)h-r’.F,’.

i=1

,’: —_
ol

(cosm I} _ , seny,

HL ~psen?y

p/N <D
- 77 (gt
@ f2 1Y Y sen?ey,
1 -
- "&EF [Eillz'tN:Hl
p/N =D
—1 Df D-—IED
- azfz Tt z:'.7'=l =7+ 1
p/N > D
D/ A
= Wi (]If;; senQ'yk)r
1 [op o
o a? f2 ["J{J—-lgf—j+l

- . 1
17 seny,

E o mesmo para o termo restante da eq.(2.4.57):

p/N <D

ain{ N, D)wp Tt TV o
b DRy AARER IOV (TS

i=1

1=1

A

e
0, senyy

)

cosy, T, _ , seny; Hii sen® Y\ .
- —— o ]211

)i}

(2.4.62)

(2.4.63)

(2.4.64)

(2.4.65)

(2.4.66)
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p/N > D

1 I’ COSYp D4l ~
= /2 ((2 — D)—f-‘ -+ (] — D) Sen'}";)nk:‘u senyg K.

1 ) . ) HD-{—]. .
+— 2{5:;’:—;2;;( COS””)( ‘i:fsem"‘)R,,}. (2.4.67)
a’ f sen-yy T seny, ’

A equacio (2.4.56), entio, com os termos do D’Alembertiano eq.(2.4.57) calculados

acima, ¢ escrita para o primeiro caso, N < D:

. a . w', | © N .
{ oo " 7o - 77 17 Tsen?y,

v [ow- cosy I seny \ 4
- gé}’i [L' 18;”—:41( =R -,

=1 { 2
I, _ sen®y,

e el

. R,
1) 557 L }_o, (2.4.68)
Sen-y, (Hk”:D‘ senzvk) (Hii;\, Seﬂ"fk)

Pelas relagdes de ortonormalidade da eq.(2.1.6) para 7 ¢ }:7,,,, , o cocficiente de cada

um desses vetores deve ser obrigaloriamente nule na expressdo acima. Temos entido

para a compounente em 7, quando N < D,

¥

N

a w
54 D= —f—[ 22 g 2] RN oo S ) 2.4.69
P PR L a? {211 F Jsen? oy, ( )

Os demais coeficientes {de R, a R,)} sio identicamente nulos como pode ser

observado.

Quando N == D, com as eqs.(2.4.63) e (2.4.66}, a equagio de campo fica:
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— d’ . w‘ b pD ~
{”“” - Do o1 el - Ep )7

cOs7Yy 1

senvy; I ©  senvy

i=2

L [}3‘?“(;'w 1)

E da mesma forma

'I -~ L al - -
A anulagzo do coeficiente de R, implica que

f"_"'o e f:: cf_._e_’

e os dos denials sdo nulos.

(2.4.70)

(2.4.71)

(2.4.72)

Agora para N > D, cs terinos das eqgs.(2.4.64) ¢ (2.4.67) fornecem a equagio de

campo
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o a., w' o, wD .
{—fp —D-¢p-p—[¢* + 70" - ai (“f:,dsen"‘rk)}r

+
- P [((2 - D)—f— + (1 — D)COSA{D )]If;; senf*;ka]

+1

+ L [Ef:_zl (J' B 1) COSYy (I_IE*N SCTVy ) ﬁh]

F+ 1
seny; \I1; 1 senvy,

i i+l 2
© b cosy Il _ ysenyedl D), sen® e \ o
e [g},zlz}{"_j“ (__ i S il =0 (2473
a*f I, ., sen®
Como antes,

- a, w' | ., 2 ) D41 __ 2
® - DE,('O -+ L +7° | 4+ P M *ysen’y [ =0, (2.4.74)
mas os coeficientes de I?,.,N a R,,D+ , implicam que cosYy = cosYy_1 = ... T COSYp 4y =

0, isto é,

n =4
’TN:"]’N~1:--°:'TD+1:5, (2-4-70)

j4 que a alternativa seria fazer um dos senos desses dngulos igual a zero, o que destruiria
a esirutura interna do campo.

O coeficiente de K, leva novamcente a

f' =0 = f =z Ct'c*, (247(})

com os demais se anulando identicamente.
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Pode-se agora mostrar que as 3 equagdes de campo, cqs.(2.4.69), (2.4.71) e (2.4.74),

possuem a mesma forma, ja que, no caso geral

7= h“v — ETnEII‘N D)( ]’I:,A’»1 Sen Y )

7=t a f?szDsen?qk

1 R
minl{ N, D min(N D
= E,’:;( )EQ———fz [szm[”w)‘y)sen qk] (2.4.77)

min(N, D) | _min(v.p)+1__ 2
“W Hk:maz(N‘Dlsen L

N-D
N'

o

Essa forma é a apreseniada a seguirn

l

P+ D go+<,o [f,o 4rp]+ﬂp:0. (2.4.78)

Fsse resultado pode ser ainda mais explorado para o caso N < D, onde nio obtive-
mos a forma da f(vyp) nem qualquer restrigio sobre angulos. Com esse intuito, faz-se
uma separacio de varidveis na equagio (2.4.78), colocando-se somente fung¢des do tempo

esquerda e fungdes dos Angulos A direita,

u a, w' ., a? N
{99 D94 p—p ]m—- ~ N
a w (‘P w_ +<,0) f*"ll Sen Yie

(2.4.79)

Para que se realize a identidade, ambos os membros tém que ser iguais a uina constante.

Assim

f=— (2.4.80)
S5enyp

Yp-1 "= oo = Twt+1 — Ct_e- (2.4.81)
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Observe-se que essa mesma andlise quando aplicada 3 eq.(2.4.74) leva 4 eq.(2.4.76),

mas ainda nao é capaz de especificar o valor dos dngulos como na eq.{2.4.75).

2.5 - Conservagdo do T,

O tensor energia-momentum para o campo multipleto estd dado na eq.(2.2.23). A

equagao de conservagao

g T =0 (2.5.82)

para esse tensor sera

~ (ppw + pP* W)Y + ¢ (6260) a9 w
(2.5.83)

1 ) . 1
+ (g”"'f,w“a - Eﬂp)fpzw 1+ (2ppw + 2{,03<,0w')('rf - 5537’) =0

Abrindo o 2% termo com a métrica da eq.(2.4.60),

]’Tj’Tj 5
e (5353) g0 60 T = ~XD T (hy 0, )10 60 = —DZ&}}, (2.5.84)

ST
Eiﬂ po e i+ 2

a equagio (2‘5.83) pode ser reescrita comos:

. pw a . LW w'
—Qw(P + D=9 + pp® — + p° —7 + 1) 8
@ w 1w
o 1 2
-+ g T;zv“n - 57—];;)()0 w == 0. (2585)

Como a equagio do campo cscalar eq.(2.4.78) indica que o primeiro termo da
cq.(2.5.85) se anula para quaisquer N e D, o scgundo termo tamnbém o deve fazer

para que a identidade de Bianchi seja satisfeita.
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A componente temporal dessa equagao,

e 1
g Tuolla — §T|0 =0, (2.5.86)
é uma identidade, pois
a a
g“ﬂT;:DHD — —'g“a?-pur;a - ”Tﬂﬁgaﬂ_ = T, (2.5 87)
a
e, pela equagio {2.4.77),
1 a
—ETl() = T'a'- (2.5.88)
Para as demais componentes, temos que
T3y l
g Ty iyl 57 =0 (nenhuma soma em 7;), (2.5.89)

e & necessario analisar para cada termo na equagio acima a relagdo entre N e D sepa-

radamernte. Assim

Tivg P TV
g JT?J‘"’:’”'T_{ =g J(T'Ij’}’jh,‘ ZI"T;"T;'T’}'_,-'T_,')s
¢ COmo
0, j3<D,
T —
I"’I'T.f - f’ .
VR 1= D:

temos que, usando a eq.{2.1.9),
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T5T4 =
AL PEPIIES

-2’ D +1 2
(.ﬂj‘.nk:N sen ’Yk)6'1_,"’]‘p ¥
j'.r

=27 _ 6 . = (*_2_/_')5

j’ TiTs V7D

E utilizando a eq.(2.4.77):

p/N > D
20 f
Ty, = ( 7 1{3 ]ID+ sen 'yk)ﬁ N, T
p/N =D
(22PN
Tlyy = a? {3 f3 ) mive
p/N <D
N (__ 2cos'yi) N<i<D
a® f?1 IA‘ _" o sen’, senv; J_ ’
Tys = '
N (ﬂ_y_ — gc_c.’i'h) j = D.

a® f2IR F  sen f SCNTYy

N > D,
N=D,

N < D.

(2.5.90)

(2.5.91)

Reunindo todos esses termos na eq.(2.5.89} chegamos is seguintes expressées:

p/N >D
D-2) f
{a pr )};]ID“‘sen Y == 0,
p/N == )
(D-2) f
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p/N <D

f  senvp

j=D —2N (f’ | coswo) i

- 0 — f -
a? f* ]’lfjpl sen? -y,

) —-2N ; v
N<j<D— - (COS%) =0 = 9= (2.5.92)
a? f2 Ilk:':‘D Sen? Vi Sen"f]. 2

As duas primeiras expresstes ndo trazem nenhuma nova restrigao em relagio as
que ja& foram obtidas para esses casos na equagao de campo. B quando N < D obtemos
as restrigoes que ja tinham sido esbogadas nas equagdes (2.4.80) e (2.4.81), sendo que
agora fica confirmado que a constante da eq.(2.4.81) ¢ de fato I,

As restrigoes obtidas até agora decorreram apenas da equagio para o campo escalar
e da identidade de Bianchi. Elas formam um conjunto minimo de condigdes de compa-
tibilidade entre as esferas S¥ dos campos de Higgs e as S do espago-tempo. Ora elas
promovem cortes nas esferas do espago interno, ora no espago externo, deformando suas

estruturas. Além disso ficam especificadas as fungbes f(yp) da métrica em cada caso.

As equagbes de Einstein irdo especificar a(t), w(p?) e ¢(t).

Abaixo sio resumidas essas restricSes e mostradas as formas especificas de 7,.,,,9,.
e 7 em cada caso;
p/N > D
i D
f:]- ’ KYN“__"':'“:’TD+1:§: T_—:I_:z—u
.2 R = L 2 . ‘ .
Gy, v, 70Ty, = a I T sen®y; (2.5.03)
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p/N=D
f =1 sy T = E{!
Gryay = @°1, . = a’TIL T seny,; (2.5.94)
p/N < D
1 N
— sy To—-1 = oo =Nl T T T:_;a
Sen yp 2 a
Y b j=D,
Dy, = a° S 1 b>j>N, (2.5.95)

Hi+;\,sen2'yk N >j,

0 b >3>N,
T1515 = P+ 1
IE T sen®y, N > j.
Como se observa, os casos N > D e N = D t&m uma mesma natureza e a partir de

agora serao tratados conjuntamente (N > D). Além disso, a ¢q.{2.4.77) para a forma

geral de 7 torna-se

;- (N, D) (2.5.06)
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8 - O Campo Escalar Multipleto como Fonte na Dindmica de Einstein

(D+1)-Dimensional

Nesta se¢io analisaremos separadamente os casos N > De N < D.

3.1 - N> D - Estrutura FLRW

Neste caso temos uma estrutura espacial compacta isotrépica na qual esta presente
um fluido perfeito (IT,, = 0, ver eq.(2.2.29)) realizado por um campo escalar (N + 1)-
pleto. O tensor de Einstein serd aquele calculado nas egs.(1.39) e (1.40) e o tensor
energia-momentum aquele obtido da eq.(2.2.23) quando substituides os resultados da

eq.(2.5.94). As equagbes de Einstein, com indices mistos, poderao ser escritas entao

COmao:
D-1)a DD-1) O D’
2 a4 ' 2a _kw( 5t g ) (3.1.1)
i@ (D-2)(D-1)a  (D-2)(D 1) —¢* | (D=2)¢
~1)- < P St St — R ST, S L 3.1.2
(D 1)a4 2 a2+ 24> A ( 2 t 2q2 )’( )

que juntas com a equagio e campo {2.4.78),

!

] w T, Dy? D
R DE,}&, o - [902 1 _{’.:L] + . 0, (2.4.78)
a w a

(LZ
formam um sistema para w, @ e a. No entanto pode ser mostrado que uma dessas
cquaches ¢ obtida a partlir das ouiras duas. A escolha de se fixar w em fungao dep é a

mais natural, e com esse intuito a equagio do campo escalar é reescrita na forina
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p a w
Papty 2y
7] a 2w

(_ﬂé t ) De™ _ (3.1.3)

v 2w/ a?p?
Essa Jiberdade em w pode agora ser utilizada para simplificar o sistema de equagoes,
e fica claro pela expressao acima que a escolha mais 6bvia é a de anular o termo entre
parénteses,
—t) D1

?i' = 5= = w(p?)="— (3.1.4)

onde a constante arbitréria de integragao foi escolhida igual a 271,

E oportuno fazermos uma rapida observagio aqui. Como ji foi comentado apés
as equagdes (2.1.10) e (2.1.11}, a existéncia de estrutura interna fez surgir um termo
extra na lagrangiana em relagio & de um campo escalar singleto. Na equagio (2.2.23)
confirmamos que, de fato, esse termo fornece ao tensor energia-momento, entre outras
coisas, algo com um comportamento andlogo ao de um potencial para um campo singleto
na forma 7p?w. Mais do que isso, vemos que ao substitnirmos a expressao para 7 da
¢q.(2.5.94) e para w da eq.(3.1.4)' esse fator é na verdade uma “constante cosmoldgica
efetiva” proporcional! ao inverso do quadrado do fator de escala,

D(D—1)

Aoy = Eran (3.1.5)

Uma constante cosmoldgica com cssa dependéncia acima em um espago-tempo
FLRW fechado foi proposta hi algum tempo (56, 57} como uma forma de resolver alguns
dos problemas do modelo padrio. [0 interessante entio que esse termo apareca aqui da
eztrutura interna de uma forma natural. No entanto, as conclusdes dessas referéicias
nio podem ser estendidas integralmente ao caso presente pois outras contribuiges, aléin

da constante cosmoldgica da eq.(3.1.5), surgem no T},,..
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Também o fato de terem sido encontradas solugoes cosmoldgicas de expansao eterna
nas referéncias 56 e 57 para um FLRW com curvalura positiva nao representa uma vi-
olagao & conjectura de recolapso para universos fechados. Apesar da colocagao arbitrdria
dessa constante cosmoldgica, isso nio significa que ela possa ser excluida das condigbes
de energia, como é imposto na formulacao da conjectura. Se entdo a excluissemos das
condigdes de energia, seguiria o resultado obtido por Wald (7), que mostrou que os
Bianchi IX podem expandir-se sempre mediante uma escolha adequada da constante
cosmoldgica, para violar trivialmente a conjectura de recolapso.

Prosseguindo na solugio das cquagoes de campo, sdo escolhidas como as duas
equagdes independentes a do campo escalar e uma combinagao das duas de Kinstein,

respectivamente

PLipt_¥®_y, (3.1.6)
© a ¢

& D—1)¢?

a_ (b-1 v_ (3.1.7)
a D p?

com a expressio da eq.(3.1.4) para w j4 substituida. A integral primeira da equagao

(3.1.6) fornece

T AP, A, >0, (3.1.8)

S Oty A2 2P, (3.1.9)
a

A soligio da €q.(3.1.9) é da forma
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alt) = (\/BA,t + Az) T Al )%, (3.1.10)

mediante redefini¢do de constantes. A solugao para ¢ é obtida substituindo a eq.{3.1.10)

na eq.(3.1.8):

p(t) = B(t — t,)V1/P. (3.1.11)

A conclusdo obtida da equagio (3.1.10) é que o universo FLRW com topologia
fechada S ndo precisa de fato recolapsar, o que a andlise de um fluido perfeito com
uma equagdo de estado fixa j4 havia indicado. Além disso nenhuma das condicdes de
energia ¢ violada.

Esse resultado contraria a conjectura de que universos com topologia fechada sim-
ples (S ou S*XS?) obrigatoriamente recolapsariam se satisfizessem as condigbes de
energia (4, 37, 38).

E, principalmente, ele mostra que uma demonstracio do teorema “no-hair” cos-

moldgico nao deve prescindir dos casos de universos fechados e que sua exclusio nio

pode ser encarada, como jé foi dito antes, como algo natural.

Deve ser realgado que esse é o exemplo mais simples possivel dentro do contexto de
carmpos com simetria interna comeo fontes de gravitag@o e seu efeito ja se mostra bastante
divergente em relagio ao caso de um campo escalar puro. O estudo de estruturas mais
complexas é um dos objetivos futuros desta linha de trabalho.

Para concluir o estudo deste fluido ein particular, sfo calculadas as formas explicilas

para a densidade de energia p e pressio P, equagdes (2.2.24) e (2.2.25):
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_D-1 1 JrD(D—l) 1 (3.1.12)

STy (1 —to)? 2kAz (1 —1,)2/P’ o

D-1 1 (D —1){(D - 2) 1

P = : — . 1.

2kD (1t —1,)? 2k A? (t —to)2/P (3.1.13)
Admitindo uma equacio de estado tipo lei-gama, eq.(1.28), mostra-se que
1+gu)] ©*
=2 "IV g = . 3.1.14

No limite em que ¢ — 1, temos que g{t) —» 0 e v — 2; parat — oo, ¢g(t) — oo e
¥ — Z. Assim esse campo escalar descreve um {luido com equagao de estado dependente

do tempo variando entre os limites

2

2> > o 3.1.15
> > 5 ( )

Aqui observamos mais um resuliado diferente do que é obtido com um campo
escalar singleto com um potencial V{¢), cuja equa¢io de estado varia entre os limites
(53, 54)

2> 4> 0. (3.1.16)

O limite 7 = 2 corresponde a equagio de estado P = p conhecida como equagio de

“siff matter”, primeiro analisada por Zel’dovitch (51) e representando matéria num es-

tado ultra-denso. Zel’dovitch (51) e Barrow (52) argumentaram a favor de uma equagio

de cstado desse Lipo nos estigios primordiais da expansao.
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3.2 - N < - Estrutura Anisotrépica

Aqui serao apresentados os Christoffels nao nulos e as componentes do tensor

de Einstein com fndices mistos calculados a parlir da métrica na eq.(2.5.95):

aalll? 3 sen?y,, N >7j,

0
(I.(EL, D 2 .7 Z Ns
, a4 a0 (T e R :
Fho=75 & ey =5 Mersen™ e, 7 <l N,
; CO3 .
I, = 0§ <l< N (3.2.17)
senm
@ D-1)(D -2} 4% N(N~1 :
(D -nE RPN D s
Gy =
i (D—-1)(D -2} 4 (N—-1){N-2} ;
—(D-)t -t ey, N2>,
D{(D-1)a* NWN-1)1
oo PD-DE NN 1 g8

2 a? 2 a?
Quando D = N -1, a métrica na cq.(2.5.95) possui a forma de uimn Kantowski-Sachs
(58-61) degencrado (10 + 1)-Dimensional * | com a se¢io espacial possuindo topologia
R'XSP ', Em geral, a topologia da secio espacial terd a forma R XS X --- X ST XSV,

Com o T, da equagdo (2.2.23), podemos escrever as equagdes de Einstein:

* A transformagio x = f :3;’—- coloca a métrica, eq.(2.5.95), na forma padrio:
% D

ds® = --di® | *[dx® 1 (d0x)?|, para D= N 41,

onde (dQy )? ¢ o elemento de linha da csfera SN,
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D(D-1)a* N(N-1) kwpp?  kNwp?
2 a? + 2a? T2 + 2qa2 (3'2'19)

D-1)(D-2)& N(N-1 kwe? kN wp?
L ) )&t N ) _ _kwe? | kNwp? (3.2.20)

2 | ar

— .2.21
2 a’ 2a? 2 + 2a? ’(322)

§+ (D -1)(D -2)a* n (N—-1)(N—-2) —kwp? k(N 2)wp?

que, junto com a equagio de campo (2.4.78) formam um sistema ** para a e w. De
q P P s P

imediato, subtraindo-se a eq.{3.2.20) da eq.(3.2.21), obtemos a expressio para w,

N-—-1

T (3.2.22)

w(p®) =

que é justamente a forma funcional de w que havia sido escolhida no caso N > D,
reforgando a coeréncia do raciocinio que levou A eq.(3.1.4).

A partir deste resultado, podemos mostrar que das trés equagSes restantes apenas

duas sdo de fato independentes. As escolhidas para representar o sistema serio a do

campo escalar, eq.(2.4.78), e a eq.(3.2.19), com a expressio para w ja substituida:

Pipt_ ¥y, (3.2.23)
© e ¥
a’ @’
D(D - l)d7 — (N - 1);5_ (3.2.24)

#* Observe-se que, para um tensor cnergia-momentum de fluido perfeito descrito,
por exemnplo, por um campo escalar singleto com uin potencial de auto-interacio, as
equagoes de Einstein no caso de uma geometria Kantowski-Sachs degencrada sio in-
compaltiveis. A presenc¢a da estrutura interna é fundamental para a solugio do sistema.
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Como no caso N > D, a integral da equag@o do campo é

Y _A,a® |, 4, >0, (3.2.25)
©

que, quando substitufda na eq.(3.2.24), indica umna solugdo para a(l} na forma

a(t) = (A, St + AP = At — )7, (3.2.26)

1
!Nﬁl D13y 3 . . . ~
com f = [ o ] *, idéntica a que tinhamos anteriormente. A solugidoc para © é

o(t) = B{t —to)'7. (3.2.27)

Assim, também aqui encontramos uma solugio néo recolapsante.
Utilizando novamente as expressdes na eq.(2.2.13), a mesma decomposigio invari-

ante realizada para o tensor energia-momentum pode ser feita para

g
%W:ww+qw+5my—%m, (3.2.28)
onde:
1 N '
IU-J;;V == 5%“““ hy] (3229)
é a vorlicidade;
1 [+ 1 o 53
O‘I“, = QV(‘ill h, ) "Ij‘/”ah‘ v (3 2 \)O)

¢ o “shear”, jJ4 definido por expressio equivalente na cq.(1.11);

0 =V (3.2.

| e

o

%]

—
L——
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é a expansao, igualmente j& definida na eq.(1.10) e entdo denominada por K: e

a, — ‘/u“u Ve (3232)

¢é a aceleragio.

As seguintes propriedades desses elementos sio observadas:

apV" = T"Unu"/wl = UIHJVF = wnug”u = O! (3233)

e, em particular,

Opu g’ =0, (3.2.34)

1.e., o tensor de “shear” temn trago nulo.

Para a métrica da eq.(2.5.95), V, = 67 e podemos calcular o,, pela eq.(3.2.30):

1 0 a 0 a 1 a ~0 1 i TigTi
O = = (T2 B 0L STou by = (<10 00, T3 Ry )60,
e utilizando a eq.(3.2.17),
—ad 1 (Dd) a®
o ——— — [ —— ] —- =
TEYE sen?y, D\ a Jsen?ry, ’
—ad + 3 (L;‘L)a? =0, D>ji>N,
Oyivy =

A Ei ] 2 1 i@ 2ypitl 2 — Y
—aalll T sen®y, + L (--;—)a Iy sen®y, =0, N >j,
e obviamente og9 = 0;; = 0 para ¢ # j.

Assim para a métrica eq.(2.5.95) vale o resultado:
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o,, =0, (3.2.35)

independentemente de D) ou N (desde que N seja menor que D obviamente). Em parti-
cular, no caso D = N + 1, o Kantowski-Sachs degenerado generalizado, temos o tensor

de “shear” nulo. De fato, escrevendo o caso mais geral como

ds® = —dt* + a® ()dx® + b (t) (dfiy )? (3.2.36)

obtemos um “shear” nao nulo:

Ogp =05y =0 177,

. (D -1} ba? .
Tipap =TTy T 4e) (3.2.37)

o _ L — BB sen? D>jg
5T D a k=N BCIL Tk, s
mas que quando a = b, o caso degenerado, possul todas as componentes iguais a zero.
Esse resultado mostra que a anulagao do “shear” nio garante a isotropia do espaco.
De fato, um espago D-dimensional para ser isotrépico precisa admitir um grupo
méximo de simetrias. Isso pode ser entendido na seguinte forma, j4 que isotropia implica
na existéncia:
A) de um grupo de isometrias que realize a rotagao de todo o espaco em torno
de urn dado ponto, i.e., que o espago seja esfericamente simétrico em torno desse dado
3 ’ 5
to 2ntdo tem dimensio igual a P20,
ponto e esse grupo entao tem dimensdo igual a - -=;
B) e de um grupo de “translagdes” que leve essa simeiria a todos os pontos do
cspago ¢ esse grupo & D-dimensional.
. . . . . ~ D
O grupo total de isometrias para uin espago isotrdpico possui entio —45, 7+ D=

D(D+L) ge o= ) ) 1 : = - i
=2 dimensces. B pode ser demonstrado que cssa é a dimensio méxima que vm
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grupo de isometrias pode ter num espago D-dimensional {ver, por exemplo, a referéncia
62, Cap. XIII). Ali4s, a condigdo B implica que um espago isotrépico é obrigatoriamente

homogeénco.

O Kantowski-Sachs D-dimensional nio admite um grupo méaximo de isometrias (a
~ . * S - . ’
nao ser num caso patolégico *), apesar de ser um espago homogéneo, o finico além dos

Bianchi no caso D = 3. O grupo de isometrias das segbes espaciais que possui é, em

geral, R' @ SO(D), portanto de dimensio Dnﬁzm (para D > 2), menor que o niimero
maximo possivel. A estrutura topoldgica da variedade de cobertura dessas secdes ** é
R*X SP-1 sendo que S'O(D) atua de forma imultiplamente transitiva sobre as esferas
SP -1 {sendo esse o fato que o exclui da classificagio de Bianchi, o de nio ter nenhum

subgrupo no seu grupo de isometrias que atue de forma simplesmente transitiva sobre

todo o espago tridimensional {61)).

Isso pode ser confirmado calculando-se os velores de Killing para as segbes espaciais

do Kantowski-Sachs a 3 dimensBes a partir da equagdo de Killing (62)

Ly + & = 0. (3.2.38)

Os vetores obtides com a métrica do Kantowski-Sachs degenerado sio

* No caso patoldgico de I = 2, o grupo de isometrias para o Kantowski-Sachs gene-
ralizado lem dimens@o méxima {(Dim = 3) como alids tem que ser para qualquer espago
homogéneo a duas dimenses (63) ( a sua topologia serd a e wmn cilindro: R' XS1).

* outras topologias podem ser obtidas por identificacfio de pontos (G4).
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Jd Jd
¢! = senp—- - cotlcosp —~

a0 8y’
£ = cos(,o—(3 - cotﬂsemp—a—,
a0 dp
3 (3.2.39)
3 ——
€ — a('o *
d
4 —_—
f - axi
que satisfazem a 4lgebra
[615621263 ’ [Ezy£3]:EI ) [63’6112625
(3.2.40)

(€& = [, ¢]=[¢ ¢ =0

Existem, portanto, apenas 4 vetores de Killing em D = 3, nunero menor que o
reguerido para um espago isotrépico.

Outro critério normalmente encontrado na literatura é que vin espago para ser
isotrépico tem que ser um espago de curvatura constante (20). No entanto demonstra-
se que o critério anterior implica neste, 1.e., que a existéncia de D{D + 1)/2 velores de
Killing em um espago D-dimensional implica quc este espago possui curvatura constante.

Com esse intuito, comegamos escrevendo

it — Sappenls = 'R’:J‘k & (3.2.41)

que implica que

Eqae = Eaens + Eqreqs — S+ Epans — Eepapts
(3.2.42)

= Ef (Rf'jk + R;’ki _] }z:\:1j) =0

pela simetria do {ensor de Riemann.
Se & ¢ um vetor de Killing, entdo substituindo a ¢q.(3.2.38) na equagio achna

obtemos
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Easie — ety — s = 0, (3.2.43)

e entdo a eq.(3.2.41) pode ser recscrita como

Eensis = R (3.2.44)

O que essa equagao mostra ¢ que derivadas segunda ¢ superiores dos vetores de
Killing num dado ponto podem ser obtidas a partir dos valores dos proprios vetores de
Killing e suas derivadas priincira nesse ponto. Esses valores podem ser encarados como
o conjunto de condigdes iniciais que especificam univocamente os vetores. Como existemn
no maximo D componentes independentes em ¢; e Qi%:ﬁ em &y e (pela propried: le
na q.(3.2.38)), vemos que o néimero méximo dos vetores de Killing em um espago D
dimensional é P—-GZLQ como havia sido afirmado anteriormente (62).

Prosseguindo, a condigdo de integrabilidade para a eq.(3.2.44) é

Eiilielle — s = Epn B0+ iy B4 (3.2.45)

que pelas eqs.(3.2.44) e {3.2.38) é reescrita como

€ (R 1y~ Bily) -+ G (67 B, — 60 R, - 6P R, 167 RI) =0 (3.2.46)

Iiy

Pelo -jue foi observado acima, um espago de simetria maxima implica na inde-
pendéucia das componentes de &, ¢ Ein|lay © Dara que a expressdo acima se anule é
necessiirio que os cocelicientes destes termos se anulem identicarnente (lembrando que a
parte simétrica em mn no scgundo terine se anula pela propriedade de anti-simetria de

Emyn Pela eq. (3.2.38)):
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B — I

iyl k

= 0, (3.2.47)

O By — 67 Ry — 60 BT + 67 By, :

~ 6 R, + 6 Ry, 67 R, — 67 RY, = 0. (3.2.48)

Contraindo os indices livres [ e n na eq.(3.2.48) obtemos que

(D —2)R; — Ry, — RN, — (87 Ry — 67 R,) = 0, (3.2.49)
ou
1
R ri; = DT (gm;RJ-k = G i Bir ). (3.2.50)

Fazendo agora m = k, vemos que

grilt . — i B =0, (3.2.51)

de onde se conclui que

Ri; = f(z*)g:;- (3.2.52)

Essa expressao, quando substituida na eq.(3.2.50), fornece

}gijf:l == }-{(ﬂiﬂ)(g,—k gjl - Q{Igjk), (32.53)

a
onde K(z*) = {,j(ill Derivando em relagao a m ¢ tomando a permutacio ciclica de

klme:
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I{]m (gik L gug;‘k) + -K[k (Q’ugg'm — Gim g;’r) + K|t (girn i — Gik Qjm)

(3.2.54)
= Rijkl“m + Ri;‘lm”k + Ra’jmk”l =0,
pela identidade de Bianchi. Contraindo com ¢'*¢’' chegamos finalmente a
oK (z*
—# (D —-2)(D—1) =0. (3.2.55)
:E iy

Assim para D > 2, a equacgao acima implica que K ¢ uma constante e, entao,
a eq.(3.2.53) identifica este espago como de curvatura constante, como se queria de-
monstrar (65). A passagermn que Jeva da eq.(3.2.53) 4 eq.(3.2.55) é uma demonstragio
do teorema de Schur, que afirma que se um espago é isotrépico, com D > 2, ele é
obrigatoriamente homogéneo (65), como jé havia sido dito anteriormente.

Para reafirmar a anisotropia dos Kantowski-Sachs generalizados degenecrados,
¢q.(2.5.95), observamos que as tinicas componentes nfo nulas do tensor de Riemann

para as hipersuperficies D-dimensionais espaciais sfo

PIR, g, = @ (OITY  sen®y ML seny , L7 < D. (3.2.56)

Para um dado tempo ¢, o que a expressao acima mostra é que essas hipersupefﬁcics
nio sio de curvatura constante, j4 que ela nio pode ser escrita na forina da eq.(3.2.53)
para um tdnico K. Jsto é, as curvaturas seccionais dos espagos de métrica Kantowski-
Sachs sfo constantes (n3o dependem do ponto sobre a hipersuperficie), mas sio distintas

a0 longo de diferentes diregoes:

(7 p =0,

TeYiToT;

1 .
(P} = i< D. (3.2.5%)

TeTyTeTy Z g‘T!’?’th;'Tj’
a? (t)



59
Com base nesses resultados, foi argumentado que, dentre os espagos homogéncos,
apenas aqueles que possuissein os FLRW como casos particulares poderiam se
isotropizar, pois somente para cles terfanos a possibilidade de igualar as curvaturas
seccionais e fazé-las constantes. Ein particular, uma cosmologia Kantowski-Sachs nunca

se tornaria isotrépica (32), mesnio no caso degenerado.

No entanto, foi estabelecido um critério menos restritivo de isotropizagio. Obser-
vando a eq.(3.2.57), vernos que se quando £ — oo tivermos a(t) — 00, Conseguiremos
que R7' — RI® = 0. Pode-se entéo-fa]ar de universos assintoticamente isotrépicos. Na
verdade, esse foi o conceito utilizado no capitulo 1 quando da demonstragao do teorema
“no-hair”, através do resultado da eq.(1.26). Somente nesse sentido estar-se-ia falando

de isotropizagio de cosmologias inomogéneas (ou mesmo de um Bianchi em geral).

No entanto, em cosmologia. o critério de igualdade assintética das curvaturas sec-
cionais nao é suficiente. Basta notarmos que um Kantowski-Sachs, €q.(3.2.36), pode
ter todas as suas curvaturas espaciais se anulando assintolicamente se b(t) — oo inde-
pendente do comportamento de a(t). O mesmo acontece parz;, um Bianchi I, com as
curvaturas nulas mas com a(t) 7 b(t) # e(t).

O critério igualmente necessdrio para a garantia da isotropizagio assiniética é a
anulagio do “shear”. Ble faz com que tenharmnos a{t) — b(t) no caso do Kantowski-Sachs,
por exemplo, e também aparece na demonstracio do teorema “no-hair” na eq.(1.24).
Obviamente, como viemos argumentando até aqul, esse critério nio é suficienie se nio
tomado em conjunto com o da igualdade das curvaturas seccion ais, fato ndo observado

para ouiros detalhes dessa discussio).

A obtencio de wina solugidu anisotrépica, apesar da anulacio do “shear”, ndo ecra
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realmente inesperada, j4 que a préopria fonte neste caso N < D é anisolrépica. Isto foi

rapidamente mencionado na eq.{2.2.30) e agora serd analisado mais detidamente.

As eqs.{2.2.24) a (2.2.27) mostram a estrutura deste fluido, e, ao serem substituidos

os resultados das eqs.(2.5.95), (3.2.22), (3.2.26) e (3.2.27), assumem a forma:

_W-onter Nl _(N-3f 1 N
P72k et @] 2k {F-L) Ari-1)2
P:(N—D_ ?_2_+(2fD)N_ _:(N—l) 1 B (D—2)N
2k |2 Da? 2k [ f2(t-t)2 DA (t-—-t,)5 ]

v (N~]‘) v Nh" i i s y
I T [TM - fDa;‘] - I = M =0, ©#7,

W -1)N 1 > g N

" kD A’(twt(j)%’ D>37>N,

I, =

(N --1)(D-N) ! , N>j,

3
kD Al (t—ty) D

q, = 0.

(3.2.58)

(3.2.59)

(3.2.60)

(3.2.61)

O fluido apresenta um desvio do equilibrio pela presenga da pressdo anisotrépica

nao nula.

Ld - * ~ - .
E interessante observar que csse resultado conlraria a lermodindmica de fluidos de

Fckart (55). Ista teoria estabelece relages lincares entre as varidveis termodindmicas

fora do equilibrio e as varidveis hidrodindmicas que aparccein na eq.{3.2.28). A relagio

yara a pressao anisobrépica é (55, 67
i D2, B

M, = -2no,.,

i

(3.2.62)
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onde o,, € o tensor de “shear”, eq.(3.2.30); o cocficiente n é denominado viscosidade
de “shear” e é positivo, ndo podendo se anular (ver, por exemplo, a referéncia 67).

Obviamente, a pressdo anisotrépica obtida na eq.(3.2.60) nao satisfaz essa relagao,
j& que o “shear”, pela eq.(3.2.35), é nulo.

Porém, a teoria de Eckart apresenta problemas graves como, por exemplo, a pre-
visao de propaga¢do de perturbacoes com velocidade infinita. Com o intuito de cor-
rigi-los foi desenvolvida primeiramente por Israel (69, 70) e, posteriormente, obtida de
forma alternativa por outros autores (68, 71, 72), uma teoria termodinimica relativistica
que tinha um comportamento causal. As chamadas equagoes fenomenoldgicas por eles

obtidas relacionando as varidveis termodin@micas e hidrodindmicas sao agora equagoes

diferenciais para as primeiras. Para Israel, a eq.(3.2.62) é entao substituida por (69)

1

11,, = ~270,, — ¢ - Eh“uhuﬂ] (Aquyip + Baas + 2117wy, ),

(3.2.63)
onde oy e wy, 520 a aceleracdo e a vorticidade definidas nas cqs.(3.2.32) e (3.2.29),
respectivamente. Ceoino se observa, aqui a anulagao do “shear” ndo implica na anulagao
da pressdo anisotrépica.

Para a mdtrica da eq.(2.5.95), com V, = 67, temos, pelas egs.(3.2.32) e (3.2.29),

que

=0, (3.2.64)

1
W, - _5(1‘0 he - T° h%) = 0. (3.2.65)

jeu e
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Como g, e 0,, sido também nulos, tendo sido calculados nas eqs.(3.2.61) e (3.2.35),
a eq.(3.2.63) passa a ser uma expressao para a determinagao do coeficiente de relaxa-

mento ¢:

M, = (M0 ~ T T0, —1LLT,) (3.2.66)

A solug@o da eq.(3.2.66), a partir da eq.(3.2.60) e dos Christoflels da eq.(3.2.17),

fornece para o coeficiente ¢,

T

la
= - =t — ¢t 2.
¢ 23 2( t,) (3.2.67)

E interessante observar da ¢q.(3.2.67) que a pressao anisotrdpica obtida das fontes
de campo escalar multipleto SC(N + 1), N < D é compatibilizada com a teoria causal
de Israel quando o coeficiente de relaxamento é relacionado com a idade do Universo.
Ressallamos isto, conjuntamentc com a inadequagio da teoria de Eckart, coino uma das
principais caracteristicas das estruturas de simetria interna que temos analisado. Estas

portanto exigem a introdugao de uma teoria correta (causal) de fluidos dissipativos.
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4 - Solucdes de Sélitons com um Campo Escalar Multipleto

Até aqui viemos realizandc uma parametrizagio entre o chamado espago interno
" ~ . . - ~ .
de ¢ e as segbes espaciais do espago-tempo sem entrar nas consideragoes fisicas que

motivam-na.

A introdugéo dessa idéia en {isica remonta a procura de solugoes para campos que
possufssem energia finita e fossem estdveis (73), sendo essa estabilidade garantida pela
parametrizagao utilizada, e para que pelo menos uma solugdo seja estdvel basta que
haja um mapeamento possivel cntre os dois espagos que ndo possa ser continuamente
deformével no mapeamec.ito trivial, isto é, de todo um espago num ponto apenas do
outro. Mapeamentos continuamente deformdveis sao conhecidos na literatura como
homotépicos. E o conjunto de todos os rnapeamentos continuamente deformaveis entre si
formaim uma classe de homotopia. Assim uma solugdo existird se existir um mapeamento

entre os dois espacos que nio seja homotépico ao trivial {73).

Pode-se mostrar também que as classes de hormotopia, definida uma operagao a-
dequada, formam um grupo (73). Como exemplo, o grupo np (§7), das classes de
homotopia dos mapeamentos de uma esfera SP em outra, é o grupo dos inteiros sob a

operagao de adigao Z (74, 75).

4.1 - O Monopolo

As solugbes que nos referinos sio conhecidas pa literatura pelo nome geral de

sélitons topolégicos {(Coleman us denomina “lumps” (73)); em geral sfo sclugoes inde-
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pendentes do tempo. Entre elas estio o “kink”(76), o monopolo magnético (77, 78) e
o instanton (79). A primeira envolve apenas um campo escalar, a Gltima apenas um
campo de Yang-Mills, e 0 monopolo uliliza as duas esiruturas.

O espago interno envolvido na parametrizagao &, no caso do instanion, o espago
topolégico do grupo de simetria interna G dos campos de Yang-Mills. Solugoes estéticas
de instantons sé podem ser realizadas em 4 dimensdes espaciais (80). Neste caso, o grupo
de simetria é um SO(3) ¢ o espago topoldgico é uma esfera tri-dimensional com pontos
antipodais identificados.

Para o monopolo, o grupo de simetria G' é também um SO(3) mas a parametrizagio
nao é realizada sobre o espago do grupo e sim sobre o espago do vicuo degenerado apds
a quebra de simetria (81, 82). Esle é o espago das érbitas dos geradores de SO(3) que
nao sao mais simetria do vdcuo apés a quebra (que é a definigao do espago dos cosets
G/H, onde H é o grupo formado pelos geradores que permanecem como simetrias do
vacuo). Como neste caso H é o grupo U(1), o espaco terd dimens@o Dgo3) — Dy () = 2
e pode ser visto que ele terd a topologia de uma S*. A parametrizagdo a ser feita é
entre esse espago interno e uma S? assintética obtida quando fazemos a coordenada
radial tender a infinito num espago euclidiano tri-dimensional {ou na segdo espacial

de umn cspago-tempo de Minkowski de quatro dimensdes). O espago interno pode ser

represeniado entiao por um vetor orlonorinal em cada ponto,

7 = (senlsen@, senlicosp, cost), (4.1.1)

¢ a parametrizacio se resuinird entio a consideragdo que ¢ e 3, coordenadas no espago
interno, sejam funcdes de 0 e ¢, coordenadas do espago externo.

Como um potencial Ag? de quebra cspontinca de simetria (81, 82)
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~ n A oA u A A
v = Lo -Lad (1.1.2)
onde 5 e p? > 0, possul um minimo em
PO 6u2
do-do == g = a?, (4.1.3)

vemos que podemos representar esse minimo ¢,como

bo = af. (4.1.4)

Esse serd o valor assintético a ser imposto ao campo ¢. Isso garantird, em parte, a
finitude da energia, pois fard com que assintoticamente a solu¢ao atinja um dos zeros do

potencial {73). No entanto, como pode ser depreendido da equagao do campo escalar

28V () -
Frehe (1)

(lembrando que a solugdo buscada para gb nao depende do tempo, l.e., b = v (r)f), algo

afl aaa) o

deve ser adicionado ao sistema além desse campo j4 que o valor assintético na eq.(4.1.4)
nfo satisfaz identicamente a eq.(4.1.5) (isso serd abordado novamente quando falarmos
do teorerna de Derrick). Faz-se necessdria entdo a introdugio dos campos vetoriais de
Yang-Mills. A agio completa sm escreve agora (78):

A

L= FLE (D) (D 6) + V (), (4.1.6)

jiv

onde

P = 8, AL - 8, AL - eea Al AL (4.1.7)

oy
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é o tensor de campo, expresso acima em fungao dos tripletos de potenciais vetoriais

AL

%3 €ape € 0 tensor de Levi-Civita totalmente anti-simétrico; e € uma constante de

acoplamento.

D,;‘ﬁa = apqsa -’ ecubcA:]‘ QSC (4.1.8)

é a derivada covariante, sendo ¢° as componentes internas do campo escalar ¢, e a sua

equagao é alterada da forma na eq.{4.1.5) para

v (¢")
de

D, D" ¢ ~ = 0. (4.1.9)

F agora, mediante condigdes assintéticas adequadas para os potenciais A5, pode-
mos fazer com que a eq.(4.1.9) seja satisfeita quando ¢ — $o. Reescrevendo ¢y em
coordenadas cartesianas e escolliendo por enquanio a parametrizagio @ = p e § = 0 na
eq.(4.1.1):

ax®

bo — ¢; = PR (=" = z,y,2), (4.1.10)

vernos que os valores assintdticos (r — co) de A7 devem ser (78)

Ib

Ag — { s ;‘1? -t —€iab ;’T—Z‘ (41]1)

Pela definigao invariante de calibre do campo eletromagnético (78)

1
(;bu }.r.,:u e Eubc q()u 1’)“ ng ]JV (rf)c , (4}12)

.I?sz:’ e|(‘£l3

I

vemos que esle assintolicamentc possui apenas as componentes ndo nulas dadas por

Dy =
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Fij = ——¢,.2%, (1.1.13)

i.e., aparece um campo magnético assintético:

B, = :7‘; (4.1.14)

O fluxo total gerado por esse campo é ™, que significa que a carga magnética

correspondente que o gera é

M= =, (4.1.15)

Podemos definir agora uma corrente magnética por {83)

1
K, = -z-e,wm,a“ Fre, (4.1.16)
Definindo também
1
A, = I"';'ﬂqlsaAﬁ, {(4.1.17)

vemos que a eq.(4.1.12} pode ser reescrita como

[y

F.. =0,4, — 0, A, — €0, (8,.¢:) (3. ¢.), (4.1.18)

=

clef

de onde se conclul que

ot
2N
=
br
|
™
=
™
2
™
2
a
[
<@
T
TN
>:;—
— i

NGl ()l e

Esen corrente € obviamente conservada,
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o K, =0, (4.1.20)

o gue implica que a carga magnética definida por

1
M = E/Kod:cs, (4.1.21)

rd
¢ uma constante:

M = 0. (4.1.22)

Um aspecto interessante da eq.(4.1.19) & que cla mostra que a corrente magnética
K, e, portanto, a carga magnética M somente dependem do campo gg, 0U ais propri-

amente de

(4.1.23)

‘9->E‘€->
i
1

7 como estd definido na eq.(4.1.1) identifica a parametrizagdo entre o espago interno
e o externo e independe da dinfimica. Isso implica que a conservagido da corrente KX,
nao advém de uma simetria do sisterna via teorema de Noether, mas sim da estrutura

topolégica envolvida. Esse ponto pode ser mais explorado. PPara isso rcescreve-se a

eq.(4.1.21) utilizando a eq.(4.1.19):

1
M [ @)oo
OTE
- 81 fir€l" O ['r(, (& r,)(0F rc)] dz® {4.1.24)
dsie
1

. abe ] 2\4
= oo tim e 0Tt (0P
T o0 52
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onde a integragao é feita sobre uma esfera no infinito. Mudando entao as varidveis de
integracao para as coordenadas # e © sobre essa esfera, podemos escrever o elemento de

superficie como {83)

1 oz dz™
anl_:__m_ ra 2, 1.
(d): = Sei 3 e " ds (4.1.25)
com
d¢r
ajd)b - 8r¢bd‘$;!

¢ a carga magnética como

1 d¢, 8¢, 8" Hz™
M= ——— lim / T N e T 1%
16mer—o0 Jga dz; Oz, 9¢, ¢ (4.1.26)
1 .
- 87?”3'_[1}?0 53 Eabcraaarbaﬂrcfaﬁdg‘zs
que pode ainda ser reescrita na forma
. 1 . i, | ~ af 1.2
M= @ r]ill; . 57‘ P X T|ﬂ € d§ s (4127)

expressdo apresentada por Polyakov (74). Utilizando agora a eq.(4.1.1) para 7 e

substituindo-a na equagéo acima, vemos que

d0 0@ dp 80
M = 0 T L TN dpdg
. ,re/ / sen 39 8(p EY] 390) v

=0 / / senf J )d(,odﬂ

Iila mostra definitivamente como a conservagao da carga é de natureza puramente

(4.1.28)

topoldgica. Escolhendo 0 == 0 e ¢ = @ chegamos a M == 1/e, o valor da carga magnélica
que j& haviamos calculado na eq.(4.1.15) por outros meios.
A integral acima val forznceer o niimero d de vezes que o mapeamento recobire a es-

fera §% (vezes sua érea). Para que o mapeamento seja “single-valued”, esse nlimero tem
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que ser um inteiro (positivo, negativo ou zero) e é conhecido como indice de Kronecker

(84) ou “winding number”. A carga magnética é dada entdo por

d
M= —. (4.1.29)

O fato de que a carga magnética é conservada, equagio (4.1.22), é resultado dela
s6 poder assumir valores de um conjunto discreto, i.e., nao hd como ela continuamente
decair de um valor para outro, o que ji era sabido, pois os diferentes valores de M
est@o associados a diferentes classes de homotopia que naoc podem ser continuamente
deformadas umas nas outras por definicao. A importincia da existéncia de classes de
homotopia nao triviais para as solugoes soliténicas foi primeiramente observada nas
referéncias 83, 85 e 86. As diversas classes de homotopia para mapecamentos de S? em
S? podem entdo ser relacionadas a cada possivel d, refletindo o fato de que 7, (5%} = Z.

Os integrandos das cquagdes (4.1.27) e (4.1.28) sfo ainda equivalentes a raiz
quadrada do determinante de £, .7, a métrica das esferas do espago interno que nés

chamamos de 7, (ver, por exemplo, a eq.(2.1.8}). Assim, em geral, podemos escrever

1 1
|d]| = ;[ [detr,, |7 dz", (4.1.30)
SN

1\1
onde wy € a 4rea da esfera N-dunensional.
O interesse dessa equagio estd implicito, pois conseguimos escrever o indice de

Kronecker numa forma valida para qualquer dimensdo N do espago interno.
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4.2 - O Teorema de Derrick

Citamos na segdo anterior, a existéncia de uma solugao solitdénica independente do
tempo envolvendo apenas campos escalares, o “kink” (76). Ela é realizada, no entanto,
para apenas uma dimensao espacial. Qual o motivo de durante tanto tempo nao se ter
buscado solugoes com simples campos escalares em malor niimero de dimensdes, ji que
a solugao de “kink”ji é conhecida desde 1963 ?

A razao para isso cstd no teorema de Derrick (87). Ele estabelece que sé podem
existir solugoes estdveis, independentes do tempo, de energia finita e ndo triviais (dife-
rentes da solu¢do de vécuo) em uma dimensao espacial. Iniciamos a sua demonstragio
com a suposigio de que @(7) seja uma solucio para equagio de campo (4.1.5) em D
dimensdes. Como ela nao depende do tempo, ela pode ser obtida da minimizagao da

seguinte integral:

5 /(;3u$.3“$+ V(9)ds® =0, (4.2.31)

que nadamais é que a energia associada a esse sistema. Definiremos ¢, (7) = ¢(AF), I, =
f%@,‘qb.a“qbd:cb e I, = fV((,zS.qé)d:cD. Assim, a energia para esses camnpos ¢, poderd
ser determinada em fungio dessas expresstes se fizermos uma mudanga de varidveis de

7 para A7 na integral da eq.(4.2.31):

By = A2V AP (1.2.32)
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Se qB(F) é de fato solugio para a eq.(4.2.31) , entdo

(6AEA )A: 1 — 0 = (2 - D)I] = DIQ, (4.2.33)

e se essa solugido é estavel,

(62E)acy 20 = (2-D)(2-D 1)1, + D(D+1)I, >0

que, pela (4.2.33), sendo I, e I, finitos por hipétese, implica que

2(2-- D)I, > 0. (4.2.34)

Comeo I, é a encrgia cinética definida posiliva, vemos que somente para D == 1
teremos solugoes estdvels independentes do tempo, se nao quisermos fazer I, e, conse-
quenternente, I, iguals a zero, que € a solugio trivial de vicuo, QED.

Inclusive, se impusermos-que I, seja também definido positivo, para garantirmos
a positividade da energia total, vemos pela eq.(4.2.23) que para D # 1 ndo existirdo
nunca solugdes independentes do tempo, sejam elas estdveis ou ndo, diferentes das de

vicuo (73).

4.3 - A Textura Globhal

Pela restrigio imposta por csse teorema, a husca de solu¢des solitdnicas partiu
para as simelrias locals e a inlroducio de campos de calibre como foi feito a partir da

¢q.(4.1.5) na solugio de monopolo apresentada.
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Recentemente, outra forma de conlornar o teorema foi proposta. A demonstracio
do teorema de Derrick, apesar de ndo deixar isto explicito, parece depender decisiva-
mente do substrato geométrico do espago. A utilizagao de espagos curvos pode, por
exemplo, alterar o resultado da eq.(4.2.33) e tornar sem sentido as conclusbes posteri-
ores.

A hipétese de utilizacao d¢ um espago de topologia S® foi inicialmente feita por
Kibble (88), em 1976, mas somcnte implementada em 1987 por Davis (89-91). Solugdes
soliténicas poderdo ocorrer se w, (G/H) for nao trivial. F isso poderd ocorrer, por
exemplo, na quebra de SO(4) em SO(3), quando o espago do vicuo degenerado terd
topologia 5°. Novamente as dilerentes classes de homotopia serao identificadas pelos
fndices de Kronecker calculados pela eq.(4.1.30) para N = 3. O caso por cle escothido
para anilise tinha d = 1, quando o campo assumia a forma de vdcuo (minimo do

potencial)

h= o senipsenflseny, cospsenllseny, cosflseny, cosx), 4.3.35
) COSP

para uma agao contendo o potencial de quebra de simetria ¢*:

S = [[30due £n@d -y ]v=g o (4.3.36)

com o elemento de linha da se¢io espacial

ds® = dy’ + sen®xd0? 1 sen® ysen® 0dyp?.

Como o espago € finito e nio hd quaisquer singularidades na solugio, a energia é

obviamente finita:
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1. = 1
E = /(§¢|a’¢llngab)\/?g dz® = 5/0%\/?9 dz®

3 T L 2m
= —a’ f / sen” ysenOdpdfdx
2 x=0J0=0ve=0
2

= 3’7 (4.3.37)

Davis argumenta a favor da estabilidade dessa estrutura de uma forma independente
da do teorema de Derrick, apesar de acreditar que apenas para d = 1 isto ocorreria. Ele
credita essa estabilidade & curvalura do espago e denominou a estrutura de textura.

Na literatura o termo textura é também utiizado num outro sentido, designando
estruturas nao topoldgicas e instdveis, onde o campo qAS realiza o mapeamento do espago
interno (G/H) num espago P (92). O colapso destas texturas foi proposto como o
mecanismo responsavel pela formagao da estrutura em larga escala do universo (93, 94).

No entanto, a anélise realizada por Davis é criticdvel, pois o campo da eq.(4.3.35)

nzo satisfaz & equagio de campo obtida da eq.(4.3.36),

P 9" — P(.b— o®) = 1 — (b6 — o?) =0, (4.3.28)

j4 que o termo cinético ndo se anula, contribuindo com ¢, enquanto a contribuicio do

potencial é nula, comno se observa acima. *

Como o espago é finito, poderfamos satisfazer essa cquagio e ainda o critério de

~

finitude de energia se cscolhéssemos um campo ¢ com a mesma dependéneia espacial

1
- 2 2
Ve - 342 .
da €q.(4.3.35) mas de médulo igual a (~—-*—£gi’-'—) . Esse vetor no espago interno repre-

sentaria um mapeamento com d = 1, mas ndo estaria sobre a esfera de vdcuo. Como é

* Para escrever a oq.(4.3.38) utifizamos as passagens da seqao 2.4; as demais cot. po-
H
nentes 'a eq.(4.3.38), além daquela ao longo de 7, sfo idevticamente nulas, pois N = D
(ver eq.(2.4.70)).



75
de se esperar que o campo assuma utnh dos minimos do potencial durante a quebra de
simetria, essa solugio parece nao ter muito interesse fisico.

Acreditamos por isso que, para que uma real solugdo de textura ocorra, devamos
alterar alguma coisa na agio eq.(4.3.36). No entanto, tentaremnos evitar a introducao
de campos de calibre e manter a simetria global.

Seja como for, a solpgéo com o mdédulo modificado apresentada é um resultado
diverso do que seria previsto pela aplicacdo do teorema de Derrick do espago chato. Ela
é uma solugao de enecrgia linita ndo nula e indepcndente do tempo utilizando campos
escalares em ) = 3, com energia cinética (/,) e potencial (I;) definidas positivas, o que
pelo ltimo pardgrafo da segao anterior, bascado na eq.(4.2.32), mostra a inaplicabili-

dade do teorema de Derrick a espagos curvos.
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5 - Uma modificagdo mfnima da gravitaciao de Einstein

6.1 - A Gravitagio de Einstein Modificada

A constante cosmolégica é uma alteragdo perfeitamente admissivel da gravitagao
de Einstein original, principalmente por satisfazer, de uma forma até trivial, a identi-
dade de Bianchi(IB}. Ela pode surgir, por exemplo, durante uma quebra espontinea
de simetria{QES) quando o universo ficaria dominado pelo valor esperado de vécuo do
potencial de QES que faria o papel de uma constante cosmolégica efetiva (21).

O que proporemos agora é uma modificagao da gravitagido de Einstein que nio seja
tao trivial quanto a adicao de uma constante cosmolégica, mas seja também advinda
da estrutura inferna de um campo de simetria global durante a QRES. Para isso nos

basearemos em resultados obtidos nos capitulos 2 e 3.

O tensor de Einstein mnodiflicado serd dado por

qu - Gp.u o kw((Pz)(PQ—Hpua (5]])
onde
1
'I{“v == T;Lu - igJLVT, (5.]2)

com 7,, e 7 definidos pelas eqs.(2.1.8) e (2.1.11).

Pela andlise do T, calculado na eq.(2.2.23), percebe-se que o que estd sendo feito €

e
passar a contribuigao da cstrutura interna do campo ¢ no 7, para o lado ¢sauerdo das

cquacoes de FEinstein, como se essa estrutura fornecesse wmina o iribuigio puramente
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geométrica. As equacgoes de Einstein poderiam ser escritas entdo como

1., = kT

ne?

(5.1.3)

onde obviamente T}, = T,, — w(p®)p? H,, (ver eq.(2.2.23)).
Supomos, até aqui, apenas que (5 = pf, onde 7 é o velor normal ao espago interno
em cada ponto e ¢ = p(t). Ainda, admitimos a hipdtese de modificagio do termo

cinético pelo coeficiente w(p?) como na eq.(2.1.4). Nao ficam especificadas a forma do -

espago interno, da fungio w(yp?) e nem da geometria externa.

5.2 - Identidade de Bilanchi

Pretendemos que essa alleragdo responda por uma modificagao minima do tensor
de Kinstein e, entdo, para isso precisariamos que o tensor modificado [, satisfizesse a
IB.

No entanto, a validade da IB, como sabemos da nossa experiéncia na segao 2.5, é
determinada a partir do conhecimento da equagao do campo escalar. Obviamente esta
nao serd a de um campo escalar singleto pois terd também contribuigao interna, que
acima nés passamos para o lado esquerdo para compor o I,,,. Assim fica claro que sob
essas condigoes gerais o 1, isoladamente nao poderd satisfazer a I13; seria necessdrio
levar-se em consideragdo o resto do tensor energia-momentum do caiipo escalar presente
do lado direito, pois sé dessa forma seria possivel repreduzir a equagiao de campo na

avaliacio da IB.

Devemos entio analisar sob que condicoes o T,,,, completo (com a parte em H,. ) e
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escrito na sua forma geral, eq.(2.2.23), scrd conservado, para a seguir podermos procurar
as restrigbes necessirias para a conservagao de I,,,.
A equagao de conscrvagido para o T, da eq.(2.2.23) foi apresentada na eq.(2.5.85).
Recscrevemo-la aqui fazendo a substituticio de um de seus termos calculado na

eq.(2.5.84):

- LW w’ .
—ew(P A’ 0 T T 4 g T )]
. (5.2.4)

+ (0 e — 30 )P0 =0,

Sabemos pela segdo 2.5 que o 12 termo entre parénteses acima esté relacionado com

a equagio do campo escalar. Esta é a eq.(2.4.56) reproduzida abaixo:

I

- w . R .
P9’ — —u—)—(,o»(cp2 +7p?)F = 0. (2.4.56)

O D’Alembertiano aqui pode ser expresso da seguinte forma, admitindo um refe-

rencial sincrono,

1 ny o __ = A ~ 7y =70 B A a oy
Pluyp g = —OF A+ of " — Ol g% T — pf| 1, ",

e a eq.(2.4.56) é escrita como

’ ’

- g W w . vy A ~ v ~ ot 1%
_(({j _{' (['Q([QQ ';i;' "‘{" (,03 ';E;T + (IOI‘?“) g‘ )T Wii (folrl.ull./gJ - (!OTlal [13% g! - 0' (02'5)

Como o tiltimo termo nao apresenta componentes ao lengo de 7, para que a com-

ponente radial da eq.(5.2.5) reproduza o termo respectivo na cq.{5.2.4) basta que

(000 g"Y).F = o, (5.2.6)
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J4 que

entao

ou

~ ~ A~ fng
T|HIU‘T = —r“‘.r e

jruy (527)

|ar

que mostra que a eq.(5.2.6) é de fato satisfeita.

Assim, para que o T, se conserve, veros pela eq.(5.2.4) que é necessirio que

guaTﬂu”a — — =10, (5_2'8)

Analisaremos primeiro a componente temporal dessa equagio, lembrando que 7,

é nulo por definigao:

2 cx A 1
”’g’ T.uﬁlgo — ‘2"T]0. (5'2'9)

O lado esquerdo da eq.(5.2.9) pode ser reescrito na forma abaixo, onde utilizou-se

o fato de estarmos num referencial sincrono,

oo P _ A ~ jrox
ST S SR P

O lado direito, por sua vez, assume a forma
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1 1 s od i
570 = 571n-Fu (9" o (5.2.11)
Agora, como
(Gandig™" g™ = —(g"" ), (5.2.12)

segue a igualdade entre as expressdes (5.2.10) e (5.2.11).

Restam, entao, as componentes espacials da equagéo (5.2.8):

2 A a ~ - . R . N 1 R . .
gu [(rh‘.rla)]u a (riﬁ-riﬂ)Ig” - (TIJ‘ 'Tlﬁ)lgu] = E(rhx‘ﬁug’ )|a' (5213)

A equagdo (5.2.13) desempenha um papel principal nessa andlise. Ela deve ser
satisfeita em conjunto com as demais componentes (além de 7} da equagdo de campo
(5.2.5). Serdo essas equagdes que determinardo a compatibilidade entre as geometrias
interna e externa.

Perceba-se agora um detalhe. A impossibilidade de se mostrar que o tensor I,
satisfazia a IB, recapitulando, ¢ra que, para construirmos o I,,, adicionamos ao ten-
sor de Finstein vroa contribuicao advinda da estrutura interna presente no tensor
energia-momentum, eq.(5.1.1). Como o G,,, satisfaz a 1B, o I, a satisfaria também se
wp? H,, o fizesse. O problemna ¢ que isso cm geral ndo ocorre, como pode ser entendido
observando-se as ¢qs.(5.2.4) e (5.2.5). A conservagio do T,, ¢ obtida utilizando-se a
equacao do campo escalar para anular o 12 parénteses na eq.{5.2.4). Mas quando lemar-
mos a divergincia do termo de :nodificagio la eq.(5.1.1), além da diverglnceia de 1,

1ue deve ser nula pela eq.(5.2.8), aparccerfo também os ternos de estrntura inderna
q »
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contidos na equagio de campo (2.4.56) onde estd presente 7. E esses termos nio se
anulam independentemente em geral.
No entanto existe uma caso particular em que a equagao do campo escalar como

te .
que ignora a estrutura interna. Quando fazemos w(p?) = %=, que é a solugdo para
v

1

QW
' —T1+pr =0 =3 w—
w

et (5.2.14)

a eq.(2.4.56) nio apresenta termos em 7!
Assim, somente com essa forma funcional para w(¢?) e a garantia que as equagbes
de compatibilidade sejam satisfeitas, i.e., a validade da eq.(5.2.13), é que teremos um

tensor de Einstein modificado I,, que satisfard a identidade de Bianchi!

5.3 - O Termo Cindtico

te . . sy . . .
Iissa forma ¢ para o coeficiente w(p?) do termo cinético j4 havia aparecido no
©

2
capitulo 3, induzida na eq.(3.1.4) e obtida por necessidade na eq.(3.2.22). Novamente nos
deparamos aqui com a necessidade de termos essa forma especifica para esse coeficiente,
agora por um raciocinio completamente independente.
Na verdade, essa conformagio do termo cinético j& hd bastante tempo é conhecida
na literatura. Ela primeiro surgiu quando da foromlagao de uma t{eoria allernativa de

gravitagio, a teoria de Jordan-Brans-Dicke {95, 96). Fssa teoria propde wina agao coin

acoplamento nio minimo de um campo escalar com o escalar de curvatura:

Spp = _/[QGR - Q;(Q"!ﬂqs“‘) - Lml")'\/:E O’I“s (5'3'15)
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onde w € um pardmetro livre constante da teoria e L, ,, nio depende de ¢.

Sob uma transformagao conforme

1
g" - ;g’”’, (5.3.16)

essa agao assume a forma com acoplamento minimo (96):

2

- 1 O " —
SBD :\/[Rﬁ 5(2'&)%‘3)— +Lmr1!:’\/;g d$4! (5'3'17)
w

com o termo cinético modificado. Fssa é a acio escrita no chamado referencial
de Einstein da teoria JBD. A medida que w — oo, essa teoria se identifica com a
gravitagao de Einstein. E, apesar dela ter sido criada com a perspectiva de um valor
baixo aceitdvel de w, da ordem de 1, as restrigdes impostas pelas ohservagdes no sistema
solar implicaram num w > 500 (97). Neste limite, a correcio 3 teoria de Binstein se
tornava t8o pequena que a formulagio de Brans-Dicke passou a ser encarada como uma

mera curiosidade.

No entanto, ha pouco tempo ela foi resgatada como um possivel “background” para
uroa inflagao eficiente, onde os problemas decorridos dos antigos modelos inflaciongrios
pudessem ser corrigidos. Isto foi primciramente imaginado em 1984 (98) e, posterior-
mesnte, em 1689 nos artigos de La e Steinhardt (99, 100), sendo esse modelo denominado
inflacio estendida.

¥ interessante observar que se a dependéneia da agio eq.(5.3.17) no caompo o for
aperas através do termo cinético, ela poderd ser colocada na forma padsZo equivalente,

atravds de uma simples redefinivio do campo w:
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PluPrv
2

p — expld = ~ 8,0, (5.3.18)

Obviamente, a presenga de um potencial V() implicaria que o termo cinético
modificado teria rcpercussdo tal que nio poderfamos substitui-lo pelo termo padrio
scm alterar a forma do potencial. No nosso caso, algo semelhante ocorre, pela presenca

do termo em 7 na agao da eq.(2.1.10). Se fizermos a transformacio acima, com

d=pf » 0= (expb) 7, (5.3.19)
teremos
ggl ‘gg}u A A
S 2 0,0, . # 0,0, (5.3.20)

l¢1

Apds os trabathos iniciais da inflagdo estendida percebeu-se que para ocorrer um

nivel suficiente de inflago seria necessdrio que o pardAmetro w fosse inferior a 25 (101),

contrariando as observagdes astroffsicas (97). A introdugfio de um potencial para o
campo escalar corrigiu esse problema (101), mas fez com que a interpreta¢io da e-
xisténcia de um “background "de Jordan-Brans-Dicke nio fosse mals imprescindivel. As-
sim, recentemente, alguns autores tém preferido trabalhar com ag¢des obtidas através de
transformagoes conforme de teorias com acoplamento nio minimo (entre elas a prépria
JBD), como no caso da eq.(5.3.17), mas interpretando-as no contexto da teoria de
Einstein (acoplamento minimo) (102, 103, 104).

Independente desse desenvolvimento, o estudo de termos cinéticos em gravitacio
da forma w(qz'))(,f)!ﬂ(,‘é“‘ foi proposio por Sdez ¢ Ballester como uma forma de resclver os

proble ias de matéria escura e formagéo galdtica {175, _}___O_G_).
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Fora do contexto gravitacional, Wiedemann et al.(107) estudaram um termo

cinético dessa forma e encontraiam solugoes solildnicas.
5.4 - A Equagao de Conipatibilidade

Vimos que para que o tensor de instein meodificado satisfaga a identidade de
Bianchi, é necessiario que as equacoes de compatibiiidade sejam satisfeitas. O conjunto
dessas equagoes é formado pela 0q.(5.2.13) e pelas componentes nio radiais da equagio

do campo escalar (5.2.5). Estas Gltimas serao oblidas fazendo-se o produto escalar da

eq.(5.2.5) com 7|,, j& que 7.7, = 0 e fg = O:

(f];LII‘gﬂV).Fla — (?‘:Iﬂrﬁugﬂu)‘?la . (5‘4'2])

Quando a equagao acima é substituida na eq.(5.2.13) obtemos que

> - 4 1“ n 37
i‘?’h‘.?'iﬁ I‘gyg‘ — irlf"rly(g! )iu. (5_422)

Utilizando agera, na expressio acima, a definicio do Christoflel e a identidade na

eq.{5.2.12), com o {ndice livre a, cheganmos a

1 ~ -~ [ LB
_._ETI# T]ﬁgﬂ rg.' (gaclu — gﬁu|c) == (. (5423)

Fscrevendo agora que

1 1
Be pv __ T fe pu o pe Buy p o T
g"‘g NUBCAR N A A C

e subsiitvindo na eq (5.4.23}, ol:temos
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1 ol ol f i1 i C v
- Erfl‘ 'r|ﬂ [gﬁ g' 47 g‘ gﬁ )(gnrly - gap[r)
1 (5.4.24)
- Zizhs ‘F|J" (gﬂcg”y - glugﬂu)(gu(]v - gnv|c) = 0.

O 12 termo na equagdo acima ¢ identicamente nulo, j& que o 12 parénteses é simétrico
pela troca € «» v e 0 22 é anti-simétrico. O 22 termo também é identicamente nulo, ja
que #, .f|; é simétrico pela troca p <+ f enquanto o primeiro parénteses é anti-simétrico.

Com isso concluimos que a expressdo na eq.(5.4.22) é na verdade uma identidade.
Em outras palavras, as restrigoces a;dvirlda,s da eq.(5.2.13), conservagio do T, , sdo as

mesmas que as da eq.(5.4.21), campo cscalar, sempre!

5.5 - O Corte da Curvaiura Espacial

A eq.(5.4.21), como vimos, representa as restricdes que devem ser impostas a es-
trutura interna, vetor 7, quando é fornecida a estrutura externa, g"", e vice-versa.

Fla nos diz que as compounentes em f, dos dois vetores dos membros direito e
esquerdo sao idénticas. Assim, a igualdade dos dois vetores fica determinada a menos
de uma componente em 7, j& que cssc unitédrio compoe com os 7y, uma base completa
para o espago foriado pela superficie do espago interno ¢ sua normal em cada ponto.

Assim,

Puge = af + fg 10 gt (5.5.25)

O cocficiente « é facihmente determinado em termos dos vetores 1, . Pela cq.(5.2.7)

YQIIos gue
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o = _Fhl'?ivg”y = —7. (5526)

A eq.(5.5.25), com a determinado na eq.(5.5.26), é apenas suficiente no preenchi-
mento das condigoes na eq.(5.4.21). Ela 4 considerada como apta a determinar uma
estrutura a partir da outra. Assim, fazemos a hipdtese que a estrutura interna seja
responsavel pelo corte da curvatura espacial externa de forma que o tensor de Einstein
I,. represente uma geometria com curvatura nula.

Para isso reescrevemos aqui as componentes do tensor de Einstein utilizando as
componentes do Ricci apresentados nas egs.(1.6) a (1.8) para uma méirica sincrona

(19), e utilizando as eqs.(1.9) a (1.11):

1 1
Gy = (K KL —K*) = OR, (6.5.27)
@0 =K', + K., (5.5.28)
a 1 [ d o2 . a I3 o (3} ¢ Uj)jahz 5 a
Gy =, (KJKC 1 K2 - z}() hy 4 KRG 4+ K5 4+ PRy — 0 (5.5.29)

As curvaturas das segoes espacials aparecem nos ternos em (I RY e (V) R, as compo-

nentes do Ricei espacial e seu trago. O que queremos é que esses termos sejam elirainados
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na eq.(5.1.1), e pela expressio de H,, na eq.(5.1.2) e de w(p?) na eq.(5.2.14) vemos

que para isso basta que a equagao abaixo seja satisfeita:

VR, = Aty (5.5.30)

Como 7, = #,,.f|,, vemos pela eq.(5.5.26) que essa hipétese é justamente suficiente
para especificar a componente radial na eq.(5.5.25) em termos da geometria das segoes

espaciais. Essa equagfo fica na forma (lembrando que fio = 0, e pelo fato dec estarmos

num referencial sincrono: I%, ¢"** = I';, h"")
(3) R
Flajph®® = - (——AL!’—F — F|cl‘ib) het, (5.5.31)

e podemos observar que ela estabelece a igualdade entre os tragos de tensores nos dois
membros. No entanto, utilizaremos a partir daqui uma equagao de melhor manipulagao
que a eq.(5.5.31), impondo a igualdade entre as préprias componentes dos dois tensores:

(R

Tlale = — 7

ab A

P AL, (5.5.32)

Obviamente, s solugdes para a equagio acima o serio também para a eq.(5.5.31).
Além disso, seu uso é fortemente indicado quando aplicada aos casos FLRW e
Kantowski-Sachs degenera o que ja conhecemos. No primeiro caso, utilizando os

Christoflels puramente espaciais da eq.{1.35), e construindo ¢ Ricci D-dimensional

IR, =D - DNt sen®y 3 Ry, =0, J#1, (5.5.33)

D Ty

podemos montar a eq.(5.5.32) para o caso de uma geometria com se¢io cspacial de

topologia S, generalizagio (D i 1)-dimensional de um FLTW fechado. Kl assumird a
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forma (lembrando que neste caso concluimos que a constante A da eq.(5.2.14) era igual

a D — 1 pela eq.(3.1.4))

D CO8Y,;

I=7+1
I senny,

Mi* sen® i f),,, (5.5.34)

A _ 7+1 2z L
flope; = —H sen”yf — 1 i

k=10D

que nada mais é que a cq.{2.4.58) que haviamos induzido a partir das cxpressoes nas
egs.(2.1.1) e (2.1.5) para o vetor 7 e suas derivadas f|, respectivamente, para o caso
D = N. Obviamente, o vetor da eq.(2.1.1) é a solugao para a equagao acima, e com
isso mostramos como a eq.(5.5.32) é efetiva na procura de geometrias para um espago
interno compatfveis com uma geomelria espacial previamente fornecida e que possam
anular os efcitos da curvatura desse espago externo na dindmica do campo gravitacional.

E percebemos tarnbém que os indicios da existéncia de um espago interno tornarn-
se imperceptiveis. Nio s6 eles desaparecem das cquagdes de Einstein como também da
cquacio para o campo escalar (ver eq.(5.2.14) e comentérios subsequentes). Isto é, a
dindmica de um universo espacialmente fechado na presenga desse campo multipleto
é totalmente indistinguivel da dindmica de um universo espacialmente chato com um

campo escalar singleto!

5.8 - Aplicagio aos Universos de Kantowski-Bachs e Blanchi - IX

Na sccho 3.2 lidamos com a generalizagio (D - 1)-dimensional da métrica
Kantowski-Sachs no caso degenerado (58-61). Aqui nos restringiremos ao cas) de trés

dimensées cspacials, mas com os dois falores de escala diferentes como no elemento de

Jinha da q.{3.2.38), abaixo reapresentada:
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ds* = —dt" + a’d} + b (dv + sen’ v.dv?). (5.6.35)

As equagoes de compatibilidade para essa métrica obtidas a partir da eq.(5.5.32)

540
Frastns =0, (5.6.56)
N 7
r|'nl"rz __:1_, (5637)
R senfy, . )
Flarins = -F — cosyyseny, Fy,,, (5.6.38)
. cOsYz
Plastrs = o, Firo (5.6.39)
Fl"nl'n - F}'r—.-l'h = 0. (5'6'40)
As condigdes de integrabilidade para esse sistema
(‘Fl":‘il"ﬂ)i”fj = (?l'r.‘l'r,-)lv.- (5‘6'41)
e
(‘F]’?il'l'j)]"fk - (?I"Ijl"lk)"}'i = (Fl'rkl"f:')l"fj (5642)

implicam em que £ ndo pode ser fungio de y; e A = 1. Considerando esses resultados,

a ¢q.(5.6.37) indica que



90

Ff= folv)seny, + fi(71)cosya. (5.6.43)

A eq.(5.6.43), quando substitutida na eq.(5.6.38), fornece a forma abaixo para #:

T = Agsenvy,seny, 1+ Ijcosy, senvy, + Cyeosy, + Dy, cosye, (5.6.44)

que ainda é restringida pela eq.(5.6.39), pois esta obriga o coeficiente D, a se anular.

A forma final mais geral admiti:la pelo sistema &, entao,

F = Agseny, senvy, 1 Byeosy, seny, 4- Cocosy,. (5.6.45)

Devernos interpretar cada constante de integragio acima como um grau de liber-
dade, uma dimensdo no espago onde estd o velor 7, que sabemos ser de dimensao N + 1.
Com isso vermos que f assume a forma geral da ¢q.(2.1.1) com N=-2, que era a determi-
nada para o Kantowski?Sachs degenerado comm I = 3. Inclusive a constante A advinda
da eq.(5.2.14) assume o valor 1, pefa cq.(5.6.41), que era o valor obtide na eq.(3.2.22).

J4 para o Bianchi-IX, temos o clemento de linha (4)

ds® = —dt® 4 (@’ cos® P | b sen’p}d8? + 2(a® — b?)cosipsenspsentdfdd

1 (a®sen®yisen? 8 + b° cos® Psen® 8 + P cos® 0)d@® + 2¢® cosOdddip 4 ¢* dif®.
(5.6.46)

No entanto, por simplicidade, trabatharemos com uma forina degenerada do Bianchi
IX quando fazemos a — b. Iissa méirica aparcce na literatura, por exemplo, tratada
i ra o caso da presenga de um camnpo cletromagnético e vm fluido perfeito (108). O

(’IQIT]C]‘.tO de lmha acima assume a forma
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ds® = —dt’ + a*d0” + (a®*sen?0 + c*cos’ 0)de’
(5.6.47)
+ 2c? cosldedy + c*dy®.

Para a métrica obtida a partir da expressio acima, a eq.(5.5.32) implica enu:

oo =—(1- )", (5.6.48)

A ¢z —a?y 7
T|¢|¢ = COSGSETLO( azm)rlﬂ o 2&4 Z’ (5'6'49)
, & :
Mvlw = 7o 4 40 (5.6.50)
C'Z
Tlojy = ﬁzﬁ(cf’ﬁ o = Fia)s (5.6.51)
. c?senb | ccosl ¥
Mlete = 7o 270 T T T 40 (5.6.52)
. cosf(2a® — %) . . sent _
Tlote = 7§é2367i577"(rl¢ - cosff|y) — T s (5.6.53)

Aqui surge algo de diferente em relagfio ao caso do Kantowski-Sachs recém tratado.
Os fatores de escala, fungdes do tempo, aparecem nas equagoes de compatibilidade que
nao podem depender do tempo. A tinica forma de eliminar esse problema, como pode
ser obviawente conclifdo da andlise das egs.(5.6.48) a (5.6.53), é aceitar que os dois

fatores de escela sdo proporcionals, Le.:
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com a uma constante. No enlanto, as condigbes de integrabilidade, eqs.(5.6.41) e

(5.6.42), quando a este caso aplicadas, apés algumas manipulagdes um pouco laboriosas

nos levam a concluir que

" =1 ¢ A=2, (5.6.55)

e com esta prescrigdo vemos que recafmos no caso isotrépico com a = b = ¢ que carac-
teriza o universo FLRW fechado, inclusive obtendo o valor correto para o cocficiente A
da eq.(5.2.14), se comparamos com a eq.(3.1.4) para D =3,

1o interessante observarmos que as tnicas hipdteses das quais partimos eram a
existéncia de um espago interno descrito pelo vetor ortonormal #, fun¢io dos angulos
do espago externo, que esse velor gerasse urn T,, conservado ¢ que contribuisse com
um termo de curvatura adequado para a geometria externa. Mas quando tratamos um
universo Bianchi IX, vemos que essas hipéteses sio suficientes para restringir a geometria
ao caso particular isotrépico. Isso indica que se esse tipo de estrutura é esperado na

evolugdo do universo, a sua isotropizagio pode ser uma consequéncia natural,
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6 - Texturas, Gravitagdo Modificada e o Teorema “No-Hair” Cosmolégico

6.1 - Solu¢des de Energla Finita para Campos Escalares em D Dimensoes

Terminamos o capitulo anterior argumentando que os modelos homogéneos fechados
podem ser sempre isotropizados desde que aparega urmn mapeairnento adequado entre o

espaco interno de um campo escalar multipleto e a segao espacial do espago-lempo.

Vimos também no capftulo 3 como a equagio de estado de um fluido escalar mul-
tisleto em D=3 evolui até a relagio P = —1p, ie, v =2, eq.(3.1.15), que nada mais é
que a equagao de estado de uma textura (89, 90}.

Em D dimensdes espaciais, ¢ facilmente obtida a equagao de eslado P = =Py

para a textura de Davis, de onde observamos que a evolugao assintética para um uni-
verso dominado por uma textura é independente do nlimero de dimensoes espaciais
segundo a mesma eq.(3.1.15). 1 interessante compararmos essa equagéo de estado com
a equagdo de radiagio em D dimensdes espaciais P = ;p. Neste caso, a generalizagao
D-dimensional é feita pela troca do fator 3 no denominador, do caso tri-dimensional,

para I); este tipo de raciocinio obviamenie nao funciona para a textura.

No entanto, no final do capitulo 4 observainos que a textura apresentada nas re-
feréncias 89 e 00 nio era de fato solugio da equacio de campo escalar (4.3.38) e argu-
mentamos que uma alteracio na agio na eq.{4.3.36) poderia corrigir esse problema. A
alteracfio que propomos é a que vein sendo sugerida ao longo deste trabalho. Escrevendo

a agao comn o cocliciente kf‘“

w 5

para o termo cinético, temes que a eq.(4.3.36) serd escrita

agora como (para o caso geral de D41 dimensdes espago-temporais)
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A . . .
S = — b P G p—a®) i —gdz*. 6.1.1
/[ka.q&) @ g A n(dd— o) |/ gdz ( )

Com iss0, a eq.(4.3.38) transforma-se em

Al o 24 a e AR o, o
T AT A ! TR A QS.(}‘) Fi3 qsu ! +—:—T— ¢;g-¢u ! _4 f,?S ¢-¢’ﬁ e 0, 6.1.2
€ 4a T kg BB g gy el 06 me0) 20 (612)

que nada mais é que a cquagio (2.4.54) com a forma da eq.(5.2.14) para w(p?), e com
a presenga agora do potencial de quebra de simetria.

O desenvolvimento subsequente na se¢ao 2.4, para quaisquer dos casos N > D
ou N < D, se aplica integralinente aqui (apenas realgando que estamos falando de
um substrato geométrico curvo para o espago, mas que ainda nao introduzimos o fa-
tor de escala dependente do tempo como em um modelo FLRW ou Kantowski-Sachs,
respectivamente).

Agora, admitindo o vetor ¢ no minimo do potencial:

Dy
Il
=

(6.1.3)

com 7 sendo o vetor unitdrio (N + 1)-dimensional ortogonal ao espago interno de N
dimensdes, vemos que a ¢q.(6.1.2) é identicamente satisfeita.

A energia para csse campo ¢ advém totalmente do termo cinéti o e é calenlada por

. [ L Ol w2 g0
2 4.9
— [ ;7\/_’9 dz? == i/\/';EJID,

2

i.e., a cnergia serd igual a,
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onde V & o volume do espago D-dimensional. Quando N > D, esse espago serd uma
esfera e obviamente V serd finito. Quando N < IJ, essc espago terd a topologia * de
SIX S1X S'X ... X SY sendo o niimero de latores S' iguala D — N, e novamente V
sera finito.

Portanto, todas essas solugdes independentes do tempo a D dimensoes possuem
energia finita e nfio nula. Como elas utilizam apenas campos escalares, todas elas
representam violagdes ao teorema de Derrick; por este teorema a existéncia de tais
solucdes seria impossivel, j4 que a energia é sempre definida positiva. Observe-se que a
modificacio do termo cinético na eq.(6.1.1) ndo altera em nada as passagens e conclusoes
da secio 4.3. Isto mostra definitivamente que a validade deste teorema se restringe a
espagos chatos, como haviamos sugerido ao final do capitulo 4.

A novidade em relacio a solugio que foi apresentada no capitulo 4 é que agora
essas solugBes, eq.(6.1.3), estdo no minimo do potencial, e podem ser esperadas durante
a quebra de simetria.

Quanto & estabilidade dessas estruturas, provada a inutilidade do teorema de Der-
rick paia o caso presente, pode-se arguinentar que pelo menos no caso N = 1, qu ando as
classes de homotopia 7p (SV) séo ndo triviais, teremos solugtes estavels, Os indices de
Kronecker d a elas associados poderiio ser calculados pela férimula geral da eq.(4.1.30).

Além disso, no caso particular N == D = 3, oblemios a solu¢do usualmente conhecida

como textura, que pelo menos para d == 1 é comprovadamente estavel (59, 90).
* cssa lopolopia pode ser obtida de uma estrutura 24X RY.0--- X S por identi-
ficacho de pontos, como mencionamos na segao 3.2
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A conclusdo que mapeamentos nao triviais entre o espago interno e a segao espa-
cial do espago-tempo sao csperiveis durante estigios da evolugido do universo fornece
subsidios para a nossa conjectura acerca da isotropizagao de cosmologias fechadas. I é

1ss0 que explorarernos agora.

6.2 - A Gravitagio de Einstein Modificada e o Teorema “No-Hair”

para Cosmologias Fechadas.

No capitulo 5 propomos que a estrutura interna Jde campos escalares pudesse ser
responsavel por contribuigoes efetivas para as cquagoes de Einstein além da simples con-
stante cosmoldgica, e como vimos na segio anlerior essas contribui¢des sdo esperaveis,
assim como a constante cosmolégica, quando de uma quebrea espontdnea de simetria.

Podemos entéao usar essas contribuicoes na demonstragao do teorema “no-hair”
exposta no capitulo 1, da mesma forma como é utilizada a constante cosmolégica. Das

equagoes (1.6) a (1.8}, a tinica que serd modificada pela eq.(5.1.1) ¢ a eq.(1.8):

R L 9 (Vixt) = k(T’,," - %5};1") ----- 8°X 4 At

2v/h 6t ) : *

e com a expressao da eq.(5.5.30) vemos que a demonstracao do teorema “no-hair”
do capitulo 1 pode prosseguir analogamente sem que precisemos impor a condigdo da
eq.(1.19) que a restringia para cosmologias aberlas.

IC interessante observarmos que a constante cosmoldgica viola claramente a condigio
de energia forte e por isso na formulagao do teorema € necessdrio supor que o tensor

encrgiz-inementum satisfaga tal condigio quando dele retiramos a constante cosmoldgica
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efetiva. O mesmo poderiamos impor com relagio is coniribui¢des da estrutura interna,
pois quando as retiramos do tensor energia-momentum o que resta ¢ apenas um campo
escalar singleto que trivialmente satisfaz a condigdo forte. Isso garante a realizagio do
teorema “no-hair” em um nimero gualquer de dimensdes. Mas, como vimos no final
da secdo 2.3, todas as condigoes de energia sio satisfeitas mesmo com a presenga dos
termos da estrutura interna no 7, , e, assim, a imposigao dessas condicoes a uma parte
isolada do tensor energia-momentum torna-se desnecessaria.

Analisemos como o estigio de Sitler surgird naturalmente nas cosmologias FLRW
fechada e Kantowski-Sachs tratadas no capitulo 3, independentemente da relagao entre
a curvatura espacial e a constante cosmolégica efetiva. Esta pode surgir quando da
QRS se adicionarmos ao potencial V(q@) da acZo na eq.{6.1.1), por exemplo, um termo
constante positivo A, de formna que os seus minimos correspondam a um valor esperado
de vacuo nio nulo. As equagocs de Einstein para esses modelos sao as cqs.(3.1.1) e
(3.1.2), e (3.2.19) a (3.2.21), respectivamente. Nelas devemos acrescentar o potencial

citado. Levando em consideragio a forma de w, das eqs.(3.1.4) e (3.2.22),

w(p?) = —— = (6.2.4)

podemos escrevé-las numa forma tinica:

DD -1)a*  Ap®

DD —1)a” A0y p(o? - of)? 6.2.5
DE A At - 629

a D -2)(D - 1) a* Ap? o n

(D - 1)5 + (- —)2(—__ B i + At kn(p? - o2, (6.2.6)

A equagido do camnpo escalar (2.4.78) independe de N:
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. a. ¢ Aknp®
D-yp——+ — = 0. 6.2.7
R A (p* —a®) (6.2.7)
A solugdo imediata para esse sistema é dada por
p=a => d=af (6.2.8)

i
aft) = aoe:cp[(bv;i_—_l—) : (t —to )] (6.2.9)
O campo escalar se encontra no minimo do potencial, como na eq.(6.1.3). Assim,
comprovamos que estruturas topolégicas, que denominaremos de uma forma geral por
texturas, formando-se naturalmente quando da QES sdo capazes de, em conjunto com
uma constante cosmoldgica de valor arbitrdrio, gerarem um estdgio de expanszo expo-
nencial no universo. A consideracio de um valor critico para a constante cosmolégica

pode ser totalmente evitada aqui, e isso determina a vantagem do tratamento feito.
6.3 - A Formulacio do Teorema “No-Hair” para Cosmologias Fechadas

Fncerramos este trabalho enunciando a formulacio do teoresna “no-hair” aqui pro-
posta para a inclusdo de universos com curvalura espacial positiva:

- O universo, na presenca de nma constante cosmolégica A e de uma lextura, e senido

vélidas as condicies de energia, evolui assintoticamente para um estdgio localmente

de Sitter, livre de matéria ¢ “shear”.
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