MARIO JOSE DELGADO ASSAD

COSMOLOGIAS ESPACIALMENTE HOMOGENEAS NUMA

VARIEDADE DE RIEMANN-CARTAN

TESE DE DOUTORADO

CENTRC BRASILEIRC DE PESQUISAS FISICAS
RIO DE JANEIRO

1991

COSMOLOGIAS ESPACIALMENTE
HOMOGENEAS NUMA VARIEDADE DE

1991/19
Ag44
*021396*




AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Jaime Tiomno, orientador dessa tese.

hos colegas do Departamento de Fisica da Univer-
sidade Federal da Paraiba, pelo apoio e oportunidades concedidas
para a realizagdoc desse trabalho.

A Tia Zilda pela carinhosa hospedagem, e & Daca
pelo zelo afetuosc, durante a fase final desse estudo.

A CAPES pela concessio de bolsa de estudos.



ABSTRACT

We investigate the c¢lass of Bianchi universes
within the framework of Einstein-Cartan Theory (ECT). We present
a unified approach to the field equations by describing them in
terms of the parameters (a,Nl,NZ,N3) which determine the d4dif-
ferent Bianchi types. By considering the models spanned by a
perfect fluid with spin described by the phenomenclogical energy
momentum tensor, we analyze the admissible kinematics and the
structures for the spin vector compatible with the underlying
geometrical symmetries. Classes of perfect fluid diagonal
Bianchi I models are exactly and simultaneously solved both in
the ECT and in the General Relativity Theory (GRT}. Non-singular
and inflationary evolution occurs for the physically significant
ECT models, and shear may damp this phase. The field equations
are generalized, and its solution, real, continuous and multi-
parametric, contains many classes of universes based on distinct
interpretations for the cosmological substratum and its kinema-
tics, enabling the comparison of the evolution of models within
different classes. All these classes may be reduced to the
simple harmonic oscillator dynamics. There exists a set of four
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infinitely denumerable sequences of soclutions described by
elementary functions. Recurrence relations are used to construct
the solutions in each of them. The unified spectrum of the
Friedman-Robertson-Walker universes of GRT follows from the
generalized solution and we discuss its properties. We show that
other already known ECT Bianchi type-I cosmoclogical solutions
are inconsistent with the metric postulate of the theory, and
lead to an incomplete analysis of the appearance of inflation in
the models. The possibilities for accelerated expansion driven
by spin effects are consistently exhibited. Classes of c¢losed
(Bianchi type 1IX), homogeneous and isotropic universes are
generated by an unpolarized spinning perfect fluid. The models
obtained, non-singular, pulsate around a static configuration in
an endless number of cycles. All of them undergo periodic phases
of inflationary expansion. Exact static cosmological solutions
of the Bianchi types II , VIII and IX are generated by perfect
fluids with aligned spins and source free electromagnetic null
fields. Though not realistic, these are counter-examples to some
known results prohibiting the existence of solutions for those

Bianchi types.
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RESUMO

Investigamos a classe de universos de Bianchi no
contexto da Teoria de Einstein-Cartan (TEC). Apresentamos uma a-
bordagem unificada para as equagdes de campo, descrevendo-as em
termos dos parametros (a,Nlﬂf,N3) gue determinam os diferentes
tipos de Bianchi. Considerando os modelos gerados por um fluido
perfeito com spin, descrito pelo tensor de momento energia feno-
menoldégico, analizamos as cinemdticas admissiveis e as estrutu-
ras para o vetor de spin compativeis com as simetrias geométri-
cas. Classes de modelos dlagonais Bianchi I s&o, exata e simul-
taneamente, resolvidos tanto na TEC dquanto na Teoria da Relati-
vidade Geral (TRG). Evolug¢do ndo-singular e inflaciondria ocor-
re nos modelos fisicamente significativos da TEC, e a deforma-
cdo pode amortecer tal fase. As equagdes de campo sao generali-
zadas, e sua solugdo, real continua e multi-paramétrica, descre-
ve véarias classes de universos baseados em distintas interpreta-
¢des para o substrato cosmoldégico e sua cinematica, permitindo a
comparagio da evolugdo de modelos em diferentes classes. Todas
essas classes podem ser reduzidas & dindmica do oscilador harmd-
nico simples. Existe um conjunto de quatro sequéncias infinita-
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mente denumeréaveis de solugdes descritas em termos de fungdes
elementares. Relag¢bes de recorréncia permitem construir as solu-
¢oes em cada uma delas. O espectro unificado dos universos de
Friedman—-Robertson-Walker da TRG emerge da solug¢ao generalizada,
e suas propriedades sio exibidas. Mostramos que outras solugdes
cosmoldgicas Bianchi I conhecidas na TEC sdo inconsistentes com
o postulado métrico da teoria, e conduzem & uma analise incom-
pleta do surgimento da infla¢do nos modelos. As possibilidades
para uma fase de expansdo acelerada dirigida por termos de spin
sio consistentemente exibidas. Classes de universos homogéneos e
isotrdpicos fechados (Bianchi tipo IX), sao gerados por fluido
perfeito com spin ndo polarizado. 0s modelos obtidos, nao-singu-
lares, pulsam em torno de uma configura¢doc estatica em um nimero
interminavel de ciclos. Todos eles passam por fases periddicas
de expansdo inflacionaria. Solugdes cosmoldgicas estaticas dos
tipos de Bianchi II, VIII e IX, sao geradas por fluido perfeito
com spins alinhados e campo eletromagnético nulo sem fontes.
Embora nao realistas, contituem contra-exemplo para resultados
conhecidos que proikem a existéncia de solug¢des para agqueles

tipos de Biahchi.
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INTRODUCAO

0 espago-tempo da Teoria da Relatividade Geral
(TRG) & uma variedade 4-dimensional métrica, com conexdo afim
simétrica, quando descrita na base de coordenadas, sendo o ten-
sor métrico covariantemente constante (condigdo de metricidade).
Da adogdo simultdnea das hipb6teses de simetria da conexac afim e
da condigao de metricidade, decorre ser nulo o tensor de torgao
da variedade, e a conexac afim univocamente determinada em ter-
mos do tensor métrico na forma dos simbolos de Christtofel. As
simetrias dos tensores de Riemann, Ricci e Einsteln, seguem das
hipb6teses acima.

A interagdo gravitacional, segundo a TRG, modifi-
ca a estrutura do espago-tempo, sendo representada pela evolugio
das componentes do tensor métrico. As equacgles de campo relacio-

nam o tensor de Einstein ao tensor de momentc-energia, gue des-



creve a distribuigac espago-temporal da densidade de massa-ener-
gia tomada como fonte para o campo gravitacional. As ldentidades
de Bianchi contraidas implicam a conservag¢do automética desse
tensor. Torna-se natural tomd-lo simétrico, © gue assegura a
conservagdo do momento angular {(orbital) do sistema material.

Pode-se obter abordagens alternativas para a des-
crigdo do campo gravitacional através do relaxamento das hipdte-
ses acerca da simetria da conexdo afim efou da condigdo de me-
tricidade, proprias & TRG. Uma revisdo de problemas fisicos que
ocorrem em variedades afins & feita por Baekler et a1,

: propds o abandonc da

Em particular, E. cartan'?
hipdtese de simetria da conexdo afim, em 1922. Sua motivagdo era
a tentativa de descrever "o tensor momento-energia de cada ele-
mento de volume do universo", fortemente marcada por estudos an-
teriores de meios continuos com graus internos de liberdadew],
momento angular intrinseco em terminologia atual. Segundo ele,
"...8& possivel mostrar o profundo significado de generalizar a-
guela nocgdo de espacgo; ac mesmo tempo isso leva—-nos a imagens do
universo material mais ricas do que aquela que dispomos."

No mesmo trabalho, Cartan apresenta razdes fisi-
cas que o levam a generalizar o conceito de transporte paralelo
introduzido por Levi-Civita. Argumenta que a condigdo de metri-
cidade ndo especifica completamente a conexdo afim, mas tdo so-
mente a conexdo de Levi-Civita, que & simétrica, deixando a par-
te antissimétrica da afinidade arbitrariamente indefinida.

Posteriormente, cartan'®’ desenvolveu uma teoria
métrica do espago-tempo compativel com uma conexdo linear assi-

métrica. Sugeriu que o tensor de torgdo, a parte antissimétrica



da afinidade, relacionava-se ao tensor de densidade de momento
angular intrinseco das particulas do meic material. Tal sugestao
fez-se antes do estabelecimento do moderno conceito de spin por
Uhlenbeck, Goudsmitm], embora a nogido de conexdo afim assimé-
trica tenha sido ji& apresentada em 1921 por Eddington[m.

De fato, o conceito de massa-energia & suficien-
te, na TRG, para a descrigao do campo gravitacional em escala
macroscodpica. Entretanto, microscopicamente, a matéria & formada
por particulas elementares, descritas pela Teoria da Relativida-
de Especial e pela Mecénica Quéantica, e caracterizadas de forma
independente por sua massa e spin. A distribuicdo de momento an-
gular intrinseco & descrita pelo tensor de densidade de spin,
semelhantemente & associag¢do entre massa e o tensor de momento-
energia. Em principio, ndo ha razdo de natureza tedrica para
descartar a possibilidade de que massa e spin possam contribuir
para a estrutura do campo de gravitagdo, desde gque o spin possa
ter representagido geométrica. No contextoc da TRG, ndc had objeto
geométrico antissimétrico gue possa ser associado ao tensor de
densidade de spin da matéria, inexistindo qualquer relagido fun-
damental entre o spin e a geometria.

A contribuicdo de Cartan permaneceu sem desdobra-
mentos por aproximadamente trés décadas. Nesse periodo, mostrou-
se que o tensor de momento-energia de uma distribuigdo de maté-
ria dotada de momento angular intrinseco &, em geral, assimétri-

8 + L) - : 3 L3 L]
o'"®% 7aj fato indicava possivel insuficiéncila da TRG para

C

. [101
descrever campos com spin .

[111 f121]

Piconeiramente, Kibble e Sciama retomaram

a relagdo entre torg¢do e spin, formalizando o que hoje se deno-



mina de Teoria de Einstein-Cartan (TEC), usando métodos da teo-
ria de campos com o grupo de Poincaré como grupo de invariéncia

local. No entanto, tal interpretacdo da TEC tem sido objeto de

PR - 1 13
critica nos 11ltimos anos[ %

Uma década apds, a teoria teve sua formulacdo de-

[15]

1) o rTrautman .

finitiva feita independentemente por Hehl
Gltimo fazendo uso do calculo exterior diferencial. O tensor ca-
nénico de momento-energia foi entde variacionalmente associado
ao tensor de Einstein do espago-tempo com torgdo (U,), e o ten-
sor canénico de spin acoplado ao tensor de torgdo. Revisdes ex-

tensas da evolugdo dos fundamentos fisicos e matemdticos da TEC

[17]

16 .
(16} e Xuchowicez .

s8o0 encontradas em Hehl et al
As primeiras aplicagdes da TEC ao problema cosmo-
ldgico tornaram-na atraente por prever a possibilidade de ser e-

vitada a singularidade inicial, caso efeitos devidos ao spin

. [18-211] .
predominem scbre termos de massa . Recentemente, as 1inves-

tigagdes. conduzem ao estudo de novos cendrios, tais como a ex-

- . . P P . . 22-27 .
pansao inflacionaria dirigida por termos de Spln[ l; univer-

. 28-30 . .
sos tipo Godel na TEC! ]; universos da teoria escalar tenso-

. 410311 : A o s . . , .
rial ; uma descrigao de estagios do universo pré-friedmani-

(321

niano ; e a obtengdo de modelos espacialmente fechados, in-

s ae 33
flaciondricos, eternos e pulsantes 1.

0 presente trabalho tem por objetivo o estudo de
cosmologias espacialmente homogéneags na TEC. Consgiderados atra-

entes, tanto do ponto de vista da motivagdo filos6fica e fisica

’

i34] P .
para seu estudo , como por sua estrutura matematica, tais mo-

delos tem sido objeto de investigagdo renovada na TrRG"™*!. Es-

forgos no sentido do estudo sistemético dessa classe de modelos



na TEC, visando estabelecer as estruturas da torgdo compativeis

. . . . 36,37 = . .
com as sSimetrias geometrlcasI ], ou as solugdes possivels

. - [20] . . .
para uma particular torgao[ , Seguiram-se ao0s Pprimeliros mode-—

[19]

18 . . .
(18l ¢ Kopczinski . No entanto, tais

los exibidos por Trautman
investigagdes sdo ainda incompletas e contraditérias em muitos
de seus aspectos. Por outro lado, é ainda reduzido o numero de
solugdes exatas da TEC, e suas propriedades pouco discutidas.

Esta tese desenvolve-se da seguinte forma. O pri-
meiro capitulo é dedicado ao estudo dos fundamentos da Teoria de
Einstein-cartan. Constroem-se as equagdes de campo por meio do
Principio de Hilbert para o procedimento variacional extendido a
U,, que prescreve a métrica e a contorgdo como varidveis inde-
pendentes. O desenvolvimento formal torna-se mais simples gue ©
realizado por Hehl“4], exibindo-se os termos de superficie omi-
tidos na mesma referéncia.

0 estudo de cosmologias na TEC exige hipbteses
independentes tanto para a estrutura métrica, guanto para a tor-
cdo do espago-tempo. O segundo capitulo apresenta os principios
da teoria classica de fluidos perfeitos com spin, discutindo-se
a construgdo usual do tensor de momento-energia fenomenoldgico,
e as leis de conservacdo para esse tensor. Dessa forma, justifi-
ca-se a torgdo induzida no espago-tempo pelo proprio sistema fi-
sico tomado como fonte para o campo de gravitagao.

Cosmologias espacialmente homogéneas na TEC saoc
discutidas no capitulo 3. As equagles de campo obtidas descrevem
simultaneamente todos os modelos de Bianchi com métrica diago-

nal, para uma estrutura de torgédo dependente do tempo cdsmico.

Pela selegao dos parametros gue caracterizam as constantes de



estrutura da algebra do grupo de simetrias, ou por deformagdes
continuas deles, passa-se de um tipo de Bianchi a outro. Tais e-
guagdes parecem ser originais, representando ganho do ponto de
vista operacional e do tratamento unificado dessa classe de mo-
delos, tanto na TEC quanto na TRG. Apresenta-se uma tentativa de
sistematizar possivels modos de expansao de modelos de Bianchi
diagonais, gerados pelo tensor de momento-energia fenomenoldgico
para um fluido perfeito com spin.

A solugdo geral e unificada para a classe de uni-
versos Bianchi tipo I gerados por fluido perfeito de Weyssenhoff
polarizado, descrito pelo tensor momento-energia fenomenoldgico
e satisfazendo a equacdo de estado p=(7-1)p, & exibida no Capi-
tulo 4. Mostra-se, de forma geral, que uma fase inflacionaria de
evolugdo surge naturalmente no contexto da TEC, enquanto proibi-
da na TRG (Assadmm). A abordagem utilizada permite o tratamen-
to exato de outras classes de modelos construidos scob diferentes
hipbteses para o espago-tempo e suas fontes, e a comparacgdo de
seus modos de evolugao. Mostra-se que todas as classes de mode-
los incluidos na solugdo geral sd@o redutiveis & dindmica de um
oscilador harmdnico simples. Uma aplicagdo as cosmologias homo-
géneas e isotrdpicas da TRG decorre do formalismo geral apresen-

tado (Assad, Sales de Lima %!

}-

Cosmologias inflacionarias, Bianchi tipo I, foram

também discutidas por Bradas, Fenelly e Smalley{ahzm, geradas
pelo tensor de momento-energia melhorado para um fluido perfeito
com spin, devido a Ray, Smalleywm. Mostra-se, no gquinto Capi-
tulo, que tais modelos sdo inconsistentes com o postulado métri-

co da TEC, exibindo-se outras possibilidades para a inflag¢do néao



{27]

).

Nos doig dltimos capitulos discutem-se solugdes

previstas nos trabalhos citados (Assad, Letelier

cosmolégicas para os tipos de Bianchi II, VIII e IX. Mostra-se,
no Capitulo 6, que existe uma familia de universos com segio es-
pacial fechada (Bianchi tipo IX), isotrdpicas, inflacionarias,
eternas e pulsantes, geradas por fluidos perfeitos com spins néo
polarizados. Tal evolugdo & independente da forma adotada para o
tensor de momento-energia, se o fenomendgico ou o de Ray-Smalley
(Assad, RomeromgH.

No dltimo capitulo exibem-se classes de solugdes
Bianchi tipo II, VIII e IX, geradas por fluido perfeito polari-
zado e campo eletromagnético. Tais solugdes s8o isotrdpicas e
estédticas. O campo eletromagnético, no entanto, & nulo e estaci-
ondrio. Embora sejam solug¢des ndo realistas, constituem contra-
exemplo para a impossibilidade de se compatibilizar as equagdes
de campo da TEC com as simetrias dos tipos II, VIII e IX, suge-
MN)'

Dois apéndices complementam a tese. No Apéndice A

rida na literatura (Assad

discute-se a geometria das variedades afins. O Apéndice B deta-

lha o cdlculo unificado de dgeometrias de Bianchi uti



CAPITULO 1

AS EQUAGCOES DE CAMPO DA TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

1.1 INTRODUGAO

Neste capitulo demonstram-se as eguag¢bes de cam-
po da TEC por meio do formalismo lagrangiano, originalmente ob-
tidas por Heh1™" . o entanto, o procedimento variacional aqui
utilizado simplifica sua obtengd@o. Exibem-se também os termos de
superficie (divergéncias totais que nac contribuem para a varia-
¢do da acgdo), omitidos na formulacdo original. Discutem-se cer-
tas ambiguidades da formulagdo convencional, que sugerem possi-
vel inconsisténcia no procedimento utilizado.

Admite-se conhecida a geometria da variedade de
Riemann—-Cartan (U4), em particular, sua interpretagéolcomo ex-
tensdo da variedade de Riemann (Rh)' A geometria das variedades

afins (A,), e de seus casos particulares U, e R, & tratada no



Apéndice A, considerado como suporte ac presente capitulo.

1.2 A ACAO TOTAL EM u,

A obtengadoc das equagdes de campo da TEC por meio
do formalismo lagrangiano convencional segue de forma andloga a-
quela da TRG. De fato, partindo de uma densidade lagrangiana no
contexte da Teoria da Relatividade Especial (TRE), extende-se a
formulagac variacicnal para a TRG e a TEC através da aplicagdo
do Principio de Acoplamentoc Minimo entre a matéria e a gravita-
gdo. Por essa prescrigdo, a métrica de Minkowski é& substituida
pela métrica g da variedade em estudo, e derivadas parciais pre-
sentes na densidade lagrangiana sdo levadas em derivadas covari-
antes com relagdoc & conexdo afim da variedade considerada.

Em U4 a conexaoc afim & descrita na base de coor-

denadas sob a forma

k| x _ k
R L . 1

onde {:J} sao os simboleos de Christoffel

k _ 1 km _
{i j}‘ - Y (gml/j 9 gij/m] ’

c oo . k. u
a barra 1ndicando a derivada usual, e K1J é a contorcgao

Feoqp Fogd 4k (2. 2)



satisfazendo KHJH = 0. O tensor de torg¢do & definido pela par-

te antissimétrica da conexdoc afim

k=—l—[rk—r.“]=-1< ko (2. 3)
1] ji

[

A expressido da afinidade em bases arbitrarias, da qual (2.1)
caso particular, & apresentada no Apéndice A.

A aplicagdo do Principio de Acoplamento Minimo a
densidade lagrangiana dos campos de matéria ndo apresenta pro-
blemas, desde que restrita 3 campos com massa de repouso ndo nu-
la. Para campos com massa de repouso hula, como o campo eletro-
magnético, tal prescrigdo ndo & necessaria e pode até mesmo ser
considerada proibida, por poder levar & quebra da invaridncia de

gauge da teoria eletromagnética“AL Tal aspecto serad abordado

no Capitulo 7.
Observada a restrigdo, o funcional total de acgdo
para uma distribuigdo de matéria descrita pelo campo cléssico

Y(x), en interacgdo com o campo gravitacional &

(2. 4)

1

- [d‘*x [f[w,aw,g,ag,K] TR fR[g,aq,K,aK]] ,

onde ¥ & constante de acoplamento.
Analogamente & TRG, ¥ = v-g L & a densidade la-
grangiana dos campos de matéria (L & a lagrangiana) e R = v-g R,

onde R & o escalar de curvatura em Uu. A diferenga entre a agdo
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acima e a correspondente na TRG, reside na dependéncia que £ e R
ténm do tensor de contorcdo K”k e suas derivadas. Assim comoc ha
TRG, a interagdo entre os campos de matéria e o campo gravita-
cional estd implicita devido & presenga da métrica g no termo de
matéria. Por outro lado, & desejavel construir uma teoria gque
tenha a TRG como limite quando a torg¢ao, ou a contorgdoc, se anu-
le, o que leva a escolha de uma constante de acoplamento idé&n-
tica aquela da TRG. Em conseguéncia, as intensidades dos acopla-
mentos entre momento-energia e curvatura, e spin e torgdo, sdo

as mesmas, como mostrarao as equagdes de campo.

1.3 PRINCIPIO DE HILBERT EXTENDIDO A U4

Conexdo afim e métrica sdo estruturas adicionais,
em principio independentes e ndo relacionadas, impostas sobre a
estrutura de uma variedade diferenciavel. A primeira relaciona-
se com uma regra para transporte paralelo na variedade. A segun-
da define o produto escalar, correspondéncia entre vetores e
1-formas, ou ainda a distdncia infinitesimal entre dois pontos
na variedade afim.

Em U e R4 impde-se a condigdo de conpatibilidade
entre a conexdo afim e a métrica, ou condig&o de mnetricidade,
expressa pela exigéncia de que o tensor métrico seja covariante-

mente transportado, isto &:

g =0 {3. 1)
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A relagdo acima permite a determinagdo da conexdo

afim em U,, expressa Como fungdo da métrica e da torgdo na forma

k k k
= + .
F(lj) {1 j} 2 T (1yy ' (3 2)

=T “ = - K , (3. 3)

como mostrado na segao A.6.

O tensor de torgio & variavel geométrica indepen-
te da métrica, caracteristica de U,, que determina univocamente
a parte antissimétrica da conexdao afim. A geometria &, portanto,
comp letamente descrita pelas 10 componentes independentes da mé-
trica e pelas 24 componentes independentes do tensor de torgao.
Por outro lado, do ponto de vista do procedimento variacicnal, &
irrelevante considerar-se a torgdo ou a contor¢do como a guanti-
dade adequada para a variagdo. Tails quantidades guardam relacgodes
lineares entre si [c.f. (2.2,3)]. Basta usar a regra da cadeila
para descrever a variagdo de uma delas em fungdo da outra.

Considerando a variagdo da agdo (2.4), pode-se a-
dotar o Principio de Hilbert extendido a U, afirmando que a a-
¢cdo deve ser variada com relacdo a métrica e a contorgao, Varia-
¢bes na métrica produzem variag¢des na parte da conexdo afim ex-
pressa pelos simbolos de Christoffel, ndo afetando a parte des-
crita pela contorgéo.

14
(1) adota-se o

Nos trabalhos pioneiros de Hehl
Principio de Palatini, fazendo-se a variagdo da ag¢do com relagdo
a métrica e a conexdo afim completa. Argumenta ele que variacgdes

da métrica induzem uma nova conexdo variada, mas nmétrica variada

12



e conexdo variada devem ainda satisfazer o vinculo expresso pela

condigdo de metricidade:
v (9,,+ 89,,) =0 . (3. 4)

Usando (3.1), descartandoc termos quadridticos nas
variagdes, permutando ciclicamente os indices e somando as rela-
¢bes resultantes na ordem e com os sinais gue aparecem nos sim-

bolos de Christoffel, Hehl obtém:

Esta variacdo da afinidade & ent&do levada na variagao da densi-
dade escalar de curvatura, inteiramente descrita em termos da
conexao afim, conforme prescreve o Principio de Palatini.

No entanto, abrindo as derivadas covariantes em
(3.5), usando (2.2,3) e (3.2), verifica-se que a variacdo acima
apenas escénde o fato que poderia ser inferido diretamente de

(2.1), isto é:

Dessa forma, a variacdo da conexdo afim emn U,
compativel em termos de primeira ordem com a condigdo de metri-

cidade, & constituida de duas variagdes independentes: a varia-
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¢ao da conexdo Riemaniana e a variacdo da contorgéo.

A relagdo (3.6) justifica firmemente o Principio
de Hilbert extendido a U, : métrica e contorg¢do sioc variaveis in-
dependentes nas densidades lagrangianas para campos de matéria
em interagdo com o campo gravitacional nas variedade de Riemann-
Cartan.

Adotando~gse esse principio, obtém-se as equagdbes
de campo por meio de cdlculos curtos e simples, em que termos de
superficie, contendo variac¢des da métrica e da contorgdo, apare-

cem natural e diretamente, como se vera a seguir.

1.4 VARIAGAO DA DENSIDADE ESCALAR DE CURVATURA

Considere-se inicialmente a variagfo da acgdo para

o campo gravitacional

. 1 1 - 1 4 -
SIgm“Tj—de SR = —= de a[\/gR] . (4. 1)

Para descrever variacg¢des das componentes da métrica, e da raiz

de seu determinante, usam-se as relagdes

m i m
5" = - g'* o™ 89, (4. 2)
— e Pq
59, = ~ 9, 9, %9 - . (4. 3)
1
8V-g = —— V-9 ¢" &g, (4. 4)

obtendo-se
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& [V—g glj] = \/—g [..N.:ﬂl.‘_ gij gpq - glp gjq] 3g ' (4. 5)

Pqd

gque permite escrever

5[\/% R] = - V=g 6™ 89+ V=g g’ [BR”] , (4.6a)

onde GP? & o tensor de Einstein em U,. Deve-se notar que, devido

ao fato de U4 possuir métrica simétrica, a relagdo acima deve,

rigorosamente, ser escrita na forma

pq

6[\/36 R] = - v=g ¢™ sg + v=g g"’ [SR““] , (4.6Db)

suprimindo-se de (4.6a) a identidade

- _ qlpdl 1] -
v-g [ G ngl+ g [SR“JJ] =0 . (4.6c)

Como (4.6a) & o ponto de partida para a formula-
¢do original da TEC, serd primeiramente adotada, deixando-se pa-
ra a secgao 1;6 a discussdo das consegquéncias de (4.6b,cC).

Para obter a variacio em (4.6a), considera-se que
o tensor de Ricci en U4 & escrito como correg¢io do corresponden-

31
te tensor em R, denotado por RU’ na forma [c.f. (A.6.20)]

R
R =R -
1] 1}

g8 < %

[K"‘+am1<]+21<[‘" K", L (4. 7)
1] i ] mi rj

onde Kj = KZU & o trago do tensor de contorgdo e
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(4. 8)

= < %
H
= <]
|
=
=
Il
<]
+
ro
e
=

sendo Tk = Tki1 o trago do tensor de torgao.

A variac@o do tensor de Ricci presente em (4.6a)
exige que, em todas as variacgdes envolvendo a afinidade, faca-se
uso da decomposigdo (2.1) e gue variagSes dos simbolog de Chris-
toffel sejam determinadas em termos de variagdes da métrica. As
trés parcelas, obtidas pelo uso de (4.7) no segundo termo a di-

reita em (4.6a), serdo determinadas separadamente:

) g [SR”] = ﬁva 8 (V=g V), (4. 9)

onde

_ jk m mk J
V= g a{)k} - g a{jk} . (4.10)

Trata-se de resultado da TRG, expressando a divergéncia de um

A PR . [41,42]
termo contendo variagdes da métrica e suas derlivadas .

II) Observando que a condicdo de metricidade, a regra

de Leibniz e (4.2), permitem escrever
%* %* N %*
ij m ip jq m m
S V K = - ) Vv K + 6V K
(7 7 %, = = 9" o [s9,) v K"+ g (57 k")
m m m
obténm-se

- [v [fqum + gPY - ff“"“”” sg + : (4.11)
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onde foi utilizada a relagdo entre a torgdo modificada, defini-

da por

g "=79o "4+ 28" T (4.12)
e a contorcao [c.f. (A.6.27,28)]
K' =-9' —g' +9 ! 428 g9 | (4.13)

ITI) Novamente utilizando (4.13) e dedicando atengao

as simetrias dos objetos envolvidos, verifica-se que

ij [r m] _ im r
2g [a k' K rj] = -2 9™ SK . (4.14)

r mi

Coletando os termos em (4.19), (4.11) e (4.14), a

variacao (4.1) toma a forma

(4.15)

1 4 3R 3R r 4 in
- a'x | | Joayy + (22 —)ox ]+deap ,
2 x {J Sgij 17 SKr mi m

mi

onde
*
1 dR S ijm wij g Jmi
7=g [Sgu}_ G +Z [9 + g g ] , (4.16)
v () . (4.17)
g aKrml '
P" = V=g [ v' - 2 8K" - K" g™ Sgpq] . (4.18)
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A dltima integral em (4.15), realizada num volu-
me 4-dimensional, ndoc contribul para a variagdo da agdo. Via te-
orema de Gauss, & transformada no fluxo de P" através do volume
de integrag¢do. Entretanto, ac se fazer a variagio SIqm\r , admi-
te~se a priori que as variagdes Sgij e cSKrmi anulam-se sobre a
hipersuperficie contorno do volume de integracao.

Deve-se notar gue somente o trago da contorgdo, e
a variagdo de seu trago, contribuem para os termos adicionados
ao termo puramente Riemaniano de P". Nos casos em gue & nulo o
trago da contorgdo, recai-se automdticamente na exigéncia de gue
apenas as variagdes da métrica se anulem na hipersuperficie con-
torno do volume de integragiaoc, comoc ocorre na TRG.

Do ponto de vista operacional, a adogdo do prin-
cipio de gue métrica e contorgdo sdo as varidvels adegquadas ao
processo variacional, em lugar do Principioc de Palatini, repre-
senta ganho em simplicidade de cdlculo na variagdo da densidade
escalar de curvatura. Para comparagido entre um e outro procedi-

mento, pode-se consultar Linhares”3% gque detalha os calculoes

. [14] :
originals de Hehl . Provavelmente, na medida do gue conhece o
autor, a abordagem apresentada & original, constituindo procedi-
mento simplificador, Gtil ao iniciante nessa Area de estudo. Tem

a vantagem de diretamente exibir os termos de superficie, omiti-

dos nas referéncias citadas.

1.5 EQUACOES DE CAMPO
A variacdo da agdo total (2.4) fornece as egqua-—
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¢des de evolugdio dos campos de matéria

SE

—aw-—-—mo, (5.1)

e dois conjuntos de equagdes de campo

3¢ _ 1 SR

- ’ (5' 2)
39, 2 x 89,
-} 4 1 3R
— = T 3 . . (5. 3)
K sK
mi mi

O tensor de momento-energia métrico, ou dindmico,

. PR P v [44,45]
assocliado aos campos de matéria & definido por 7

s _ 1 V=g 1!

Sgij - 2 d metrico

p (5.4)

gue & simétrico.

f12 =
! observou que a rotagio

Por outro lado, Sciama
de um campo de tetradas, paralelamente transportado en U4, & me-
dida por duas partes independentes: a primeira proporcional aos
coeficientes de rotagdo de Riceci (que transporta informagdo so-
bre a estrutura métrica), e outra parte proporcional & contorg¢do
[c.f. (A.6.9)]. Dessa forma, um campo de tetradas exibe novos
graus de liberdade, caracterizados por rotagdes adicionais ndo
especificadas pela estrutura métrica e intrinseca a u,-

Sabe-se também que, entre as propriedades do ten-

sor de spin para campos de matéria no espago de Minkowski, esta

a de gue esse tensor, como tensor de momento angular, possui
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trés indices sendo antissimétrico em dois deles. Devera, portan-

to, estar associado com algum tensor de terceira ordem de cara-

[12]

ter geométrico. Por tais motivos, Sciama propds a seguinte

definigdo do tensor dindmico de densidade de spin:

34 i
— L = V9 Sml. ' (5. 5)
SKmi
devendo ser observado que, como Knmn = 0, tem-se s“mx - 0.
Levando (4.16,17), (5.4,5) em (5.2,3), obtém-se

as edquagoes de campo da TEC

*
iy _ 1jm mlij jmi — i)
G v [ T + 7 T ] X T (5. 6)
g = 4 '™ . (5. 7)
I T
Usando (5.7) em (5.6), pode—se escrever esta Ul-

tima equagdo nas sequintes formas alternativas:

*

T ) G”=x[T” +vs”“‘], (5. 8)
_ simetrico "
*
7' = ! + 2 v gty ., (5. 9)
simetrico metrico
m
11) ¢t = T , (5.10)

canonico

justificando-se posteriormente a denominagdo "candnico" dada a
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canonico simetricao

*
T = 7'’ + v s =
m

(5.11)

*
sy v [Sl_jm + g™ g Imi ] :
metrico

m
iy _ 1]

IIT) G = ¥ Tslmetrlco R (5.12)

*
G =y M oy g st (5.13)

cangonico
m
Tais formas ser&o particularmente Gteis no Capitulo 5 da tese.

As equagdes (5.10) e (5.7) constituem a forma
mais simples e sugestiva das equagdes de campo da TEC. A segun-
da, de carater algébrico, estabelece gue a torg¢do modificada é&
proporcional ao spin. Em consequéncia, o campo de torcgdo existe
apenas nas regides do espago-tempo preenchidas por matéria com
spin, ndo se propagando através do vazio. Dito de outra forma, a
interagdo spin-spin presente na teoria & uma interacao de conta-
to, que ndo se propaga para fora das fontes.

Tal relagdo algébrica entre o spin e a torgdo de-
corre do acoplamento minimo entre a matéria e a gravitacgao, ad-
mitido a priori, e da escolha da densidade lagrangiana para o
campo de gravitacdo proporcional ao escalar de curvatura em u,-
Essa escolha & a mals simples entre todos 0s objetos escalares
gue podem ser construidos com a curvatura. Outras escolhas pos-—
siveis (por exemplo R + R?) levam a teorias para o campo gravi-
taclonal em U, com propagagdo da torcgao, masg diferentés da TRG
mesmo no limite em gue a torgdo se anula.

As egquacgdes (5.10) sdo formalmente idénticas as
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equagdes de campo da TRG. Deve-se observar, no entanto, que G

é o tensor de Einstein em U, e que o tensor momento-energia & o
tensor canénico. Usando a expressdo para o tensor de Einstein
dada em (A.6.22) e (5.7), & pogsivel escrever (5.10} na forma

quase~Eingteiniana

R .
N + T, (5.14)
metrico
onde
=g g _2g™gl _ 45" g 4
mp mp [p ml
(5.15)
1 1] mpr- m rp
b +
2 9 (S Smpr 4 Sr ip S m]] ’

R
i - . . . .
a GJ & 0o tensor de Einstein da wvariedade de Riemann.

] representa uma corregdo ao tensor mo-

0 termo <t
mento-energia métrico que considera a contribuicdo da presencga
de spin para a geometria do espago-tempo. Interpretada como o-
riginaria de uma 1interag¢doc de contatc spin-spin, tal correcido é
extremamente fraca por ser proporcional ao gquadrado da constante
de acoplamenfo, x2 = 64n%f/c8. Dessa forma, mesmo considerando
que a torgic nfdc se propaga para o exterior das fontes, a pre-
senga de spin altera a estrutura de fontes para o campo gravita-
cional por gerar o tensor momento-energia corrigido em (5.14).

A equag¢do (5.13) representa a lei de balango para
o momento angular intrinseco na TEC,

*

= x v g, (5.16)

m

G[U]
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sendo consistente com identidades geométricas em U,, como se ve-
rifica por (A.6.14}).

¢ balango de energia-momento na TEC, assim como
na TRG, decorre das identidades de Bianchi contraidas. Usando

(A.6.16), (5.10) e (5.7), encontra-se

+ .
v o’ =s "R *, (5.17)

i canonice jk ir

+
onde V & um operador gue atua sobre objetos possuindo apenas um

b
indice covariante, de forma fc.f. (A.6.17}]

+ 27 Xy )
J1 Tk

el 4
W

[
A
W

As expressdes anteriores sdo obtidas via teorema
de Noether, e o grupo geral de transformagdes de coordenadas as-—

sociado & densidade lagranglana para os campos de matéria. Deno-

tando por A" o0s elementos da matriz de representagcdo do grupo

. [14,43,486]
de Lorentz associado aoc campo Y, mostra-se que

£
v=g 7' = Z 81 + 8t v
9 ata. oy s

jcanonico J

(5.18)

v=a ik _ a¢ [jil

Por esse motivo, tanto o tensor dinadmico de den-
sidade de spin definido em (5.5), como o denominado de tensor

momento-energia candénico em (5.11), s&o os respectivos tensores

candnicos definidos com a ajuda do teorema de Noether na TRE,
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covariantemente extendidos para U,. Dessa forma, (5.11) consti-
tui extensdo natural do processo de simetrizagdo de Belinfante-

Rosenfeld.

1.6 AMBIGUIDADES DA FORMULACAO LAGRANGIANA CONVENCIONAL

Fazendo-se o desenvolvimento da variagdo da agéo
para o campo gravitacional por meio da relagdo (4.6b), apenas a
parte simétrica das equagbes de campo dada por (5.12), a relagdo
algébrica entre a torgdo modificada e o spin, descrita em (5.7),
e os termos de fronteira (4.17), emergem do procedimento varia-
cional. Toda a informagdo acerca da parte antissimétrica das e-
quagbes de campo dada em (5.13) estd apagada na variagdo (4.6b).

Por outro lado, usando (4.7), encontra-se a iden-

*

tidade geométrica em U, R = v 7
4 (131 1)

m

, que permite reescrever

(4.6c) na forma

*
[G[UJ - v STijm]sgij =0, (6. 1)
m

ocbtida por mera manipulacdo de identidades, associada ao uso da
regra de Leibniz e da condicdoc de metricidade. Portanto, a parte
antissimétrica do tensor de Einstein em u, & construida por ma-
nipulagdo redundante de uma identidade geométrica, conveniente-
mente acrescida d (4.6b). Tal fato confere 3 identidade geomé-
trica carater suplementar ao principio variacional, posto que
dele ndo & rigorosamente obtida.

Porém, considerando que (5.7) decorre genuinamen-

te da varilagdo (4.6b), pode-se tomar sua derivada
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*
v gl = ¢ gt | (6. 2)
m

gue conduz a (5.13) através da identificagdo do lado esquerdo
com a parte antissimétrica do tensor de Einstein, o que & garan-
tido pela identidade geométrica de u,-

Por tais motivos, pode-se argumentar gue apenas
parte das equagdes de campo da TEC € direta, e consistentemente,
obtida do principio variacional. A construgdo da equacgio de cam-
po (5.13) recorre, no minimo em parte, ao uso da identidade geo-
métrica de u,.

Outra ambigliidade na formulagdo variacional, 3Ja
apontada“j], decorre de (5.6) e (5.10), dque permitem argumentar
ser impossivel decidir qual o tensor de momento—energia genuino:
se o simétrico ou o candnico.

Entretanto, as dquestdes aqui apresentadas tém so-
lugdo interessante ao formular-se variacionalmente a teoria por
meio do formalismo de formas exteriores diferenciais, como rea-
lizado por Tkautmantw], simulténeamente & formulagdo variacio-
nal convenciénal. Livre das dificuldades aqui discutidas, parece
ser o procedimento consistente para a obtengido das equagdes de

campo da TEC, tendo sido apresentada em detalhes por calvdo'"!,
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CAPITULO 2

FLUIDOS PERFEITOS COM SPIN CLASSICO

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se a descrigdo cléssica
para o spin e constroi-se o tensor de momento energia fenomeno-
16gico para um fluido perfeito com spin. Discute-se a forma as-
sumida pelas’ leis de balango da TEC sob a descrigldo classica a-
dotada. Verifica-se que, para a classe de cosmologias estudadas

nessa tese, a conservagdo do spin & automatica.

2.2 SPIN CLASSICO

0 fluido perfeito com spin cléassico, ou simples-

mente fluido de Weyssenhoff ideal, & um meio continuo cujos ele-
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mentos, além de energia e momento, possuem momento angular in-

trinseco proporcional ao volume. De acordo com Weyssenhoff-Raa-
8 . . - " .

be[], postula-se que a densidade de spin da matéria & descrita

por um tensor antissimétrico de segunda ordem,

~ s 23 31 12
Suas trés componentes espaclials formam o vetor 8 = {87,87,5 "}

gue & igual, no sistema de coordenadas em gue o fluido estd mo-
mentdneamente em repouso, a densidade de momento angular intrin-
seco no 3-espacgo de repouso local. As trés componentes espaco-
temporais desse tensor também constituem um vetor tridimensio-
nal, 6 = {Sm,smxsmﬁ, e admite-se que a Sse anula no espago de
repouso do fluido.

Os vetores 8 e 6 transformam-se como as intensi-
dades dos campos magnético e elétrico, ou seus respectivos mo-
mentos de dipolo. Andlogamente ao sistema eletromagnético, o mo-
mento de dipolo elétrico & nulo no referencial de repouso, onde
o momento & puramente magnético.

A formulagdo 4-dimensional & obtida decompondo-se

o tensor de terceira ordem de densidade de spin na forma

k k
s, S, (2. 2)

I
o

k . P -
onde U & a 4-velocidade. A suposigdo de que sdo nulas as compo-
nentes espacgo-temporais do tensor de densidade de spin no refe-

rencial local & expressa pelo vinculo
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I =5 u =0, (2. 3)

também denominado de condicgcido de Frenkel.
Pode-se ainda descrever o tensor de densidade de
momento angular intrinseco Slj em termos do pseudo-vetor de spin

Sk, obtendo-se as relagbes

_ k _m
gy o Stmmu s, (Z2.4a)
_ 1 J akm
S1 % eimmu s, (2.4b)
onde 1 e & o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita,
com ¢ = 1.

0123

2.3 TENSOR DE MOMENTO-ENERGIA FENOMENOLOGICO

0 tensor de momento-energia para um fluido per-
feito com spin & construido com o auxilio da lei de balango para
o momento angular intrinseco em u,. Considerando-se a descrigao
classica anteriormente discutida, postula-se que o tensor de mo-

mento-energia para o fluido perfeito com spin tem a forma
T = hitu - I)gijl (3. 1)

13

onde p é a pressio isotdpica e h1 & o vetor de entalpia, de for-

ma que

p =T u'u? P (3. 2)
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& a densidade de energia do fluido.

A descrigdo fenomenoldgica & obtida substituindo

(3.1) em (1.5.13), © gue fornece

o (3. 3)

Contraindo com a 4-velocidade, suposta tipo-tempo e normalizada

(ului=l), e usando (3.2), tem-se

*
_ m k
h1 = (p + p)u1 + Z(V S”(Ju . (3. 4)

m

gue permite obter a expressdo para © tensor fenomenolégico

m k
'I‘ij (P‘*Phﬂ% - pg 4—2& %kJuu . (3. 5)

A teoria variacional para um fluido perfeito com

apin, que leva aos tensores de spin de Weyssenhoff-Raabe e ao

tensor (3.5), foi desenvolvida por Obukhov, Korotky”gh Seus

detalhes, no. entanteo, ndoc serdo discutidos hessa tese.

2.4 LEIS DE CONSERVACﬁO

Substituindo (3.4) em (3.3), obtém—-se a eguagio

de movimento para o spin

(4.

g < %
H_UJ
[
E
I
———m—
<1
[95]
-
et
s?ﬁ‘
o
{
——
8 <
195}
-
e
=
=
=
=
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A relacdo acima é expressa de forma mais conveniente por meio da

derivada substancial

" _ m
QDA - V(u (PA) L4 (4' 2)
m
definida para qualguer densidade tensorial ©,r e de (2.2), to-
mando a forma
. - k
S = ~2u .S u . (4. 3)

1] 1 3l

-

Nas aplicagdes cosmoldgicas da TEC & usual usar,

em lugar da equagdo de movimento (4.3), a lei de conservacgao do

spin
*
$ =vs"=0. (4. 4)
i) 1j
m
Embora todas as solucgbes de (4.4) sejam solugoes
de (4.3), o inverso nao é sempre verdadeiro. Um critério para se

decidir quando (4.4) & correta, foi obtido por Obukhov, Korot-

ky[u” na forma da seguinte proposigdo:

"Seja Sijk o tensor de densidade de spin de um
fluido de Weyssenhoff neutro com densidade de spin ndo trivial
SU¢ 0, satisfazendo (2.2,3), e movendo-se em U4 de acordo con
(4.3). © spin é& conservado se, e apenas se, 08 elementos do flu-

ido movem-se sem aceleracdo em todos os pontos de U4, isteo &,

A prova & imediata. Suponha que o fluido satisfaz
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{2.2). Entao

ut = [Vu’“] (s u) + u" v[s u“J + 2T u"(5 u) - 5 a* .
ik m ik m ik m ik ik

Admitindo a condigdo de Frenkel (2.3), tem-se
S u*'=-35 a . (4. 5)
e (4.3) toma a forma

= 2 u k

g [1S”ka (4. 6)

Portanto, se (2.2,3) sdo satisfeitas ndo trivialmente, o spin &
conservado, S” = 0, se a¥ = 0. Suponha a“ # 0, e éu = 0. Entéao
(4.6) 1implica em SJk = ujS“Jf = 0, a solugdo trivial, o que
contradiz a hipétese inicial.

Embora o tensor de densidade de spin nao seja, em

geral, conservado, a densidade escalar de spin
s = = s s, (4. 7)

& sempre conservada. De fato, contraindo (4.6) com SU, verifi-
ca-se que S”S” = 0, devido & condigdo de Frenkel, o gue conduz
a

*
() =97 su" =0 . (4. 8)

Deve—-se observar gque é essencial para os resulta-

dos acima gque o fluido seja descrito pelo modelo de Weyssenhoff,
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com a condigdo de Frenkel exercendo papel fundamental. Em prin-

cipio ndo ha restrigdes sobre a estrutura métrica de U . No en-

i

. i
tanto, ao se adotar um sistema de coordenadas comovente, u = 60

f

a condicido de aceleracac nula, necessaria para a conservagao do
spin, & equivalente a Fm; = 0. Este & o0 casco das cosmologilas de
Bianchi ortogonais em U4, com torgdo induzida por spin classico,
discutidas nesse trabalho [c¢c.f. (B.7a)].

A lei de balango de energia-momento em U4 , dada

por (1.5.17), determina o movimento translacional do fluido com

spin. Explicitamente

vTd +20 ) -20 F7l =5 "R . (4. 9)
] i ¥t ij k jk " ir

Usando (2.2,3), (3.5), (4.5), (1.4.12), (1.5.7),

verifica-se que

g =T, =0, (4.10a)
kK K _ K _ k

7.0 =1 =xs =xs ", (4.10b)
kol =09, (4.10¢)

reduzindo-se (4.9) & forma

v TiJ + urRijS =0, (4.11)

jk

onde o Gltimo termo & esquerda & usualmente chamado de forga ge-

neralizada de Mathisson-Papapetrou. Contraindo com u' tem-se

32



u g T = 0 . (4.12)
Usando (3.5) e (4.5), pode-se escrever

b i
vr,T = [Y}(p + p):'uiu + (p + pPla +

(4.13)
I k ]
+ (p + p)ui ?u 2? [Sma u] .
A expressdo acima, levada em (4.12), fornece
u’ \J?p+(p+p)xjru1=o, (4.14)

verificando-se que, na TEC, a energia do fluido & conservada da

mesma da mesma forma que na TRG. A presenga de spin da matéria

nio modifica a equacdo de continuidade satisfeita pelo fluido.
Substituindo (4.13,14) em (4.11), a Gltima toma a

forma da equacdo de Euler que descreve o movimento translacional

do fluido
i J
(p + p)a1 + (- & ; + uﬂl) ?p -
(4.15)
- 2V[S akuj] +ur *s =0,
j ik ri Jk
e ocorrendo a conservagdo do spin, a' = 0, obtém-se
_ sl i _ o K
(- 8 ] + uu ) ?p u R“‘ SJk . (4.16)

Torna-se evidente que a conservagdo do spin impOe

33



restrigdes sobre a curvatura de U4. O spin acopla-se com a cur-
vatura na expressdo da forga de Mathiesson-Papapetrou, gerando
um gradiente de pressdo. Na auséncia do Gltimo, o lado esquerdo
de (3.16) é idénticamente nulo, indicando a presenga de vinculos

impostos sobre a curvatura.
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CAPITULC 3

COSMOLOGIAS ESPACIALMENTE HOMOGENEAS EM VARIEDADES

DE RIEMANN-CARTAN

3.1 INTRODUCAO

Aplicada & Cosmologia, a TEC torna-se particular-
mente interessante por prever gque a interagdac spin-spin, de ca-
rater repulsivo, pode prestar-se como mecanismo para evitar as
singularidades caracteristicas dos modelos cosmolégicos da TRG.
Tal conjectura, devida a Trautman“au é atestada por inimeras
solugbes conhecidas na literatura. Recentemente, mostrou-se dque
uma fase inflacionaria pode existir em estagios primitivos da e-
volugdo do Universo, dirigida por termos de spianQTL

Entretanto, a literatura conhecida apresenta um
nGmero reduzido de solugdes cosmoldgicas exatas, e pouéos resul~

tados de cardter geral. Tal guadro & insatisfatério, sob o ponto

de vista da melhor compreensdo de aspectos especificos da TEC, e
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sua comparagdoc com a TRG, uma vez que as duas teorias devem di-
ferir em suas previsdes nas regides preenchidas de matéria.

Cosmologias espacialmente homogéneos foram exten-
samente estudadas na TRGMQ]. Nesses modelos, o espacgo~tempo ten
se¢cdo tipo-espago, homogénea sobre a a¢do de algum grupo de Lie
3-dimensional de isometrias, simplesmente transitivo sobre a se-
¢do de homogeneidademm. Da mesma forma, a maioria das solugdes
cosmolégicas da TEC foram construidas admitindo-se que o espago-
tempo & espacialmente homogéneo. O campo gravitacional tem por
fonte um fluido perfeito com spin, descrito pelo tensor de mo-
mento-energia fenomenoldgico apresentado no Capitulo 2.

Nesse contexto, uma tentativa de sumarizar resul-
tados conhecidos na literatura & exibida na Tabela 3.1.1, onde,
além das solugdes com fluido perfeito e campos magnético ou ele-
tromagnético, incluiu-se as solugdes tipo Kantowiski-Sachs. So-
lugdes exatas explicitas (SE) sdo conhecidas apenas nos casos I,
VI, VIIO, IX, V e III. Nesses casos o fluido satisfaz uma equa-
¢ao de estado da forma p = (y-1)p, 1s ¥y =2, para algum valor de
¥ (em geral 1, 4/3 ou 2). “

Para o caso II had resultado negativo (RN) indi-
cando a impossibilidade de existéncia de solugdes para modelos
ortogonais. No entanto, prova-se a existéncia de solugdes (PES)
em modelos tipo II inclinados (1), com campo eletromagnético. E
importante notar que uma solugdo espacialmente homogénea incli-
nada ainda estd para ser explicitamente exibida, assim como so-
lugdes para varios dos modelos de Bianchi nao inclinados.

22 ] [271

Em Gasperini , e Assad, Letelier , usa-se o

tensor momento-energia de Ray-Smalley para o fluido perfeito com
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TABELA 3.1.1

Solugdes Cosmoldédgicas Espacialmente Homogéneas na TEC

Fonte
Fluido Campo Campo
Tl po v Perfeito Hagnetico Eletromagnetico
18 57 6
Trautman (SE) Raychaudhury (SE)|Lorenz (SE}
19 58
Kopczinski (SE) Kuchowicz (SE)
20,51 59
Tafel (8E) Tsoubelis (SE)
52-53 60
Kuchowicz (5E) Berman (SE)
23
I Demianskli (SE)
22
Gasperini (RS}
26
Assad (SE)
Assad,
27 {RS)
Letelier
20 64
11 Tafel (RN) Loerenz {1,PES)
A
54
VIO Tsoubelis (SE) Tsoubelis (SE}
20 59 (SE)
Tafel (5E) Tsoubelis
VIiI
0 54
Tsoubellis [SE}
20 63
VIII|Tafel (PES) Lorenz (PES)
20 61 6
Tafel {PES) Telxeira (SE}Y | Lorenz (PES)
Kuchowicz (SE)
Assad (SE}
Nurgaliev,
I1X 2
Ponomariev (SE)
Asgsad,
33
Romero (PES)
20,51 65
Tafel (SE) Lorenz (SE})
A4
Batakis,
56
Tsoubells (SE)
IT1 Tsoubeiis (SE)
B
20
v Tafel [PES}
20
VIh Tafel (PES)
20 '
VIIh Tafel (PES)
-
Kant/ 53 62
Kuchowlcz (FES) Lorenz (SE)
Sachs
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spin (RS). Em geral, supdem-se os spins alinhados com alguma das

. - . ’ ar . ~ . . [22 .
direg¢dbes espacials. Excegdo felta a Gasperlnl[ ], Nurgaliev,

Ponomarievkm], Assad, Romero ! e KuchowiczBS], que admitem
uma distribuigdo aleatdria de spins.

Nesse capitulo apresenta-se, & seguir, uma breve
revisdo de procedimentos utilizados no estudo de cosmologias de
Blianchi em U4. Na segdoc 3.3, constroem-se as egquagdes de campo
unificadas para geometrias de Bianchi nessa variedade, discutin-
do-se, na segdo 3.4, as possibilidades para orientag¢do do vetor
de spin, compativeis com as simetrias geométricas e os modos
possiveis de evolugdo dos modelos. As expressdes para o tensor

de Ricci obtidas, tanto quanto conhece o autor, ndo foram ainda,

completa e corretamente, mostradas na literatura.

3.2 COSMOLOGIAS DE BIANCHI EM U4

No estudo de modelos cosmoldgicos da TEC adotam-
se procedimentos comuns aos utilizados na TRG, a saber:

a) Os observadores fundamentais movimentam-se com
os elementos de volume do substrato material admitido no modelo.
Movem-se ac longo das linhas de universoc do substrato, supostas

tipo-tempo e descritas por um campo de velocidades normalizado:

wu = 1, (2. 1)
ut = 8%, (2. 2)

) A cinematica do substrato material & descrita
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pela expansdo 8, pelo tensor de deformagdoc (shear) T & 2 de-

~ 2 1 AB _ ~
formagao o = 5 GA;T . pelo tensor de rotacgao uuﬂ e a rotagao
2 1 AB - . =
W = —5 wm W . As expressdes obtidas na TRG para a expansdo e

a deformagdo nio se alteram em presenga de conexdo assimétrica

[66] [67]

no espage-tempo . Mostra-se que a rotagac em I%' satisfaz
TEC TRG - . .
We = 0. + Smﬂ onde sﬁge o tensor de densidade de spin.

As seguintes convengdes sdoc adotadas: indices la-
tinos maitasculos referem-se i base ortonormal, obedecendo a con-
vengdo de soma se repetidos e assumindeo valores 0,1,2,3; indices
gregos referem-se a segdo espacial, somando sobre 1,2,3 guando
repetidos; indices latinos minGsculos referem-se & uma particu-
lar dire¢do espacial (1,2 ou 3), ndc somando se repetidos. Ado-
ta-se o sistema de unidades em que c = 8nuG = 1.

Pode-zse ainda, tanto na TEC como na TRG, adotar
hip6teses especificas para a estrutura métrica do espago-tempo:

¢) Os modelos considerados sfo espacialmente ho-
mogéneos, admitindo um grupo de isometrias simplesmente transi-
vo sobre hipersuperficies tipo espago tridimensionais. Os possi-
veils espagos homogéneos a trés dimensdes sao descritos na clas-
sificagdo de Bianchi-Behr' ®®'. Nesses espagos existe uma base de

. . A . . .
l1-formas invariantes {w '}, duais aos geradores de isometrias, ou

vetores de Killing (para os quais uma representagaoc & dada, por

[50al

exemplo em Ryan, Sheppley ), tais gque
A1 A AV
dw SCI @uv W W, ' (z. 3)

onde guvh sdo as constantes de estrutura da algebra do grupo de

isometrias. Existe uma base para o espago vetorial de Killing em
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~ s _135,69]
gue as constantes de estrutura assumem a forma candnica ' :

e= pPA _
€, e ppp MH 8% A -8t A (2. 4)

. A . P . .
Acima, MP" & matriz simétrica e Au € um vetor, tals gue

P = aiag (N', N M) , (2. 5)

A = (a, 0, 0) , (2. 6)

sujeitos a restrigao Na =0, imposta pela identidade de Jacobi.
Distintos espagos homogéneos sado obtidos pela se-
legdo de distintos conjuntos de guatro pardmetros (a, Nl, N° N%
apresentados na Tabela 3.2.1. Denominam-se de modelos classe A
agqueles para os gquais €, B 0, e de classe B se gaBB # 0.

B

TABELA 3.2.1

Classificacdo de Bianchi-Behr

Classe A B
_.9
rTipo N
Parame - I 11 VI VII VIII IX v IV ITI VI VI1
4 (&) [¢] h h
tros
a 0 0 0 o] 0 o) + + + |¥-h |¥ h
1
N 0 + O ¢] - + 6] s} 0 s} 0
2
N 0 0 - + + + ] 0 - - +
3
N o] o] + + + + 0 + + + +

d) Existe uma base de 1l-formas {eA}, gue definem
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o referencial inercial local, tal que

e’ =« = at (2. 7)

8' = R (t)w = (Rw)’ (2. 8)

onde {wi} € uma base de 1l-formas invariantes de algum espago ho-
mogéneo a trés dimensbes, satisfazendo (2.3). Devido & homoge-
neidade espacial, as trés fungdes R1 dependem apenas do tempo
coOsmico t.

d)} No referencial inercial local dado em (2.7,8),

a métrica toma a forma
ds®* = . o'¢ , (2. 9)

onde N, = diag (+1, =1, -1, -1) & a métrica de Minkowiski.

O estudo de cosmologias da TEC requer hipoteses
independentes tanto para a estrutura métrica, quanto para a tor-
cdo do espago-tempo. Adotando-se a descrigdo classica de spin,
apresentada na segdo 2.2, encontram-se as seguintes componentes
ndo nulas dos tensores de torgdo modificada, torgdo e spin:

S'UO = TUO = su0 =€,y s*(ty . (2.10)

No referencial local (2.7,8), a gquadrivelocidade
& ortogonal as superficies de homogeneidade, e o vetor de spin &
tipo-espaco. Supde-se, nesse trabalho, que suas componentes de-

pendam apenas do tempo césmico t. Dessa forma, garante-se que os
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vetores de Killing da métrica sdo também geradores de simetrias
dos tensores de spin e torgac. Alternativamente, e de forma mais
geral, pode-se supor que os vetores de Killing da métrica o sdo
também para a torgdo. Da solugdo das equagdes de Killing para a
torgao, % ™ = 0, obtém-se as componentes ndo nulas do tensor de
torgdo e sua dependéncia com as coordenadas espaciais, compati-
veis com as simetrias da métrica. Tal abordagem foi utilizada
para a discussdo de problemas da TEC com simetria esférica e
cilindrica, por Kuchowicz %!,

Admitindo-se a existéncia de trés fungdes de es-
cala Rx(t) distintas, ndoc hd razdo para se supor gue o vetor de
spin possua apenas uma componente, alinhada ao longo de uma das
tetradas espaciais, como se faz na maioria dos trabalhos conhe-
cidos. Pode-se admitir, em principio, que o vetor de spin tem
trés componentes nio nulas no referencial local, deixando que as
equacdes de campo restrinjam as componentes compativeis com as
simetrias geométricas dos tipos de Bianchi.

As equagdes de estrutura de Cartan permitem a de-
terminagdo unificada das geometrias de Bianchi em U,, no sentido
de que as componentes do tensor de Ricci sdo descritas em fungao
dos parametros (a,Nl,Nz,N3), que definem as constantes de estru-
tura. O cadlculo detalhado das curvaturas & apresentado no Apén-—
dice B. Pela selecdo de um dado conjunto de seus valores, con-
forme a Tabela 3.2.1, obtém-se automaticamente as curvaturas da
geometria escolhida. Por outro lado, pode-se também tratd—-los em
conjunto, passando-se de um tipo de Bianchi a outro por deforma-
¢des continuas nos pardmetros, como mostra o diagrama de espe-

cializacdo na Figura 3.2.1, devido a Jantzen .
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FIGURA 3.2.1

Diagrama de especializag¢do de geometrias de Bianchi

Classe A Classe B

VIT VI

IX VIIT
l l/ n>0 = heo
-

VII
o

N/

!

3.3 EQUACOES DE CAMPO PARA UNIVERSOS DE BIANCHI EM U4

Antes de discutir o sistema de equagdes de campo,
informacdes de interesse s&o obtidas por meio das leis de con-
servagio da TEC. Como discutido na segdo 2.3, ocorre a conserva-
¢ao conservégéo do spin sempre que os elementos de volume do
fluido movimentam-se em todo o espago-tempo com aceleragdo nula.
De fato, esse & o caso para todas os modelos de Bianchi ortogo-
nais em U, com torcdoc da forma (2.10), pois an = 0, como de-
terminado no Apéndice B. Dessa forma, o tensor momento-energia

fenomenoldgico para o fluido perfeito com spin, dado em (2.3.5),

toma a forma conhecida

T,, = diag (p, P, P, P) . (3. 1)
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onde, devido a hipdtese de homogeneidade, p e p sdo fungdes ape-
nas do tempo césmico t.

A lei de conservagdo do spin (2.4.4) tornha-se
s" + s" (InRRR) =0, (3. 2)

que tem por solugdo

S U Sg = constante. (3. 3)

E importante observar dque, em certos trabalhos

que discutem solugdes para os tipos I e IX, admite-se que a lei

{53,551

de conservagdo do spin pode ser violada , 1lmpondo-se, em

lugar de (3.3), uma relagdo da forma S" « R_a, 8§ # 3. Tais solu-

¢bes sfo inconsistentes com as equagdes de campo.

0 balango de energia dado em (2.4.14), pernite
escrever
p+ (InRRR) (p + p) =0, (3. 4)
e admitindo uma equacgdo de estado p = (¥ - 1)p, obtém-se
Py
P = . p_ = constante. (3. 5)
(121122123)"3r °

Verificando que o lado esquerdo de (2.4.16) & nu-

lo, pois p = p(t) e W = 63, encontra-ge

(m] i)
0i
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As relagdes algébricas (3.6) s@c vinculos necessérios entre a
torgdo e a curvatura para gue, simultdneamente, © spin seja con-
servado e ndo existam gradientes de pressdo.

A titulo de exemplo, considere-se a forma assumi-

da por (3.6) no caso dos modelos da classe A [c.£.(B.14,21)]

N's' (H +H - 2H)R + 8 (H-H)@®R N - W) =0, (3. 7)
0 j m i i 0 mj ™ ]

idénticamente satisfeitas se a) leé = 0; b) S; (Hm—HJ) = 0.
Tais relagdes indicam restrigdes sobre: a) as
componentes do vetor de spin compativeis com as simetrias espe-
cificas de cada tipo de Bianchi; b) as componentes admissiveis
do vetor de spin e a cinemdtica do fluido. S&o relagbes origi-
nadas do acoplamento entre o spin e a curvatura na equagao de
Euler da TEC, e melhor detalhadas através das equagbes de campo,

discutidas a segquir.

As expressdes das componentes do tensor de Ricci,

determinadas no referencial local (2.7,8), sdo [c.f. (B.20,24)]:
-~ - (H *H +H +H + B +H - 28 ), (3. 8)
[#]6] 1 2 3 1 2 3
R =H +H(H +H +H ) +
i1 1 1 i ] m
+ = ; [(N‘Rf)z— (V'R -N’“Rj)z]
2(RRR)
i jm

R E e
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R01=R10=Tjiam“—“ (2H, = Hy = H)=g *
(3.10)
] Am m AJ
+sijm[8 R—SWR],
m J
— zm m
R, =g [8" +s"(2H +H)] +
(3.11)
A ,N"R N' R N R
+ m m _ i _ j
R [R R R, R R R ] ‘
m i j j m i m
=, m m
= + +
R, =e¢ [S s"( 2H + H)] +
(3.12)
A N"R N' R N R
+ m[ m - i - j]
R R R R R R R
m i j bl m i m
E importante notar que
R ~R = 2¢ [s" + s"(H + H +H)] . (3.13)
i} ji ijm i J m
Nas expressdes acima 8% = - s“sa, e os pardmetros de Hubble séo
definidos por
. ﬁi
Hi :T . (3.14)

Calculos abrangentes dessa natureza existentes na literatura tém

forma malis complexa por enveolverem a manipulagdo dos coeficien-

= c e . 71
tes de conex@oc, como se verifica em Heckman, Schuklng} ' ou em

Roque, Ellisrm]. Expressdes semelhantes foram apresentadas por

63 73] . .
Lorenz[ ' & Lorenz-Petzold' , Ppara modelos de Bianchi classe

A na TEC e na TRG, respectivamente. Ressalte-se, no entanto, que

46



na Ref. [63] a expressdo para ROi estd incorreta.
Tomando o traco das equagdes de campo da TEC, de-
vido a forma simples assumida pelo tensor fenomenolégico, pode-

se escrever (1.5.10) na forma

1

Rm)= —5— (p + 3p) . {3.15a)

R = -2 (p - p) (3.15b)

i 2 P p) :

R, =0, (3.16a)

R, =0, (3.16b)
- R =0 . (3.17)

R
ij] 31

gue constituem um conjunto de treze equagdes acopladas.

As guatro equagdes (3.15) sdo equagdes diferenci-
ais de segunda ordem, envolvendo trés fungbes de escala Rift), a
densidade de energia p(t) e a pressdo isotrépica p(t), se conhe-
cido o guadrado do vetor densidade de spin. Uma equagdo de esta-
do, suposta da forma p = (v - 1)p, torna-se necessiaria para so-

lucionar o problema. Tais equagdes sdo reescritas como abaixo

- 1 _
P = 3 (Roo Rt R22 + R33) -
3a2 Ss
= HJ% + HJ% + HJ% - > + 3 +
R (RR_R)

(3.18a)
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+ o [21\111\12(121122)2 + 2NN RR)Z 4+ 28NP(RR) -
4(RRR ) “

1..2,2 2.2, 2 3,52,2
- (N'R)"- (NR))°- (NRB)]

_ 1 _
P = —¢ (3Roo R11 22 R33) -
- - 2 B+ O+ H+ B+ 4 B - L HH+ HHE+ HH | +
3 1 2 3 1 2 3 3 172 173 23
a® Ss 1 (1.2 2
+ + - 2N'NT (R R )® + (3.18Db)

2 2 2
R.  (RRR) 12(RRR )L

+ 2N'N°(RR)? + 2NN (RR)Z - (N'R®)®- (N°R?)°- (N3R2)2:|
1 3 2 3 1 2 3

R -R_=H -H + (H - H)6 +
11 22 1 2 1 2
(3.18c)
P S [(N*Rz)z— (N°R%)? - N'NY(RR)Z + N2N3(RR)2] =0
2 1 2 1 3 2 3
(R.RR_)
1 2 3
R -R_=H -H + (H - H)e +
22 33 2 3 2 3
(3.184)
o+ [(N2R2)2- (v°R%)% - N'N*(RR. )%+ N'N(R R )2} =0
2 2 3 1 2 1 3
(RRR )
1 2 3
onde a expansdo 6 é& dada por
8 =H + H + H . . (3.19)
1 2 3

As trés equagdes (3.17) reproduzem a lei de con-

servacgdo do momento angular intrinseco na TEC, permitindo a so-
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lugdo das fungdes S"(t) na forma (3.3) [c.f. (3.2) e (3.13)].
Finalmente, as equagdes (3.16) contituem conjunto
de seis equag¢des algébricas, relacionando tré&s parémetros de
Hubble Hl e trés componentes do vetor densidade de spin Si(t),
para cada conjunto de parametros (a,Nlﬂf,N3) gue caracterizanm

os diferentes tipos de Bianchi. Explicitamente, fazendo uso de

(3.12}) em (3.10,11), encontra-se
. lelR1
R, = (H +H - 2H) & + —5= =0 , (3.20a)
1 273
. a N2S2R2
R, =S & + —=x =0 , (3.20b)
1 173
. A N3S3R3
R, =-S5 &+ 5% =0 , (3.20c)
1 172
— 3 —_ —
R, =S (H - H) 0, (3.21a)
— . 2 - —
R, =-S(H -H) =0, (3.21b)
1' a 2 Rz 3 R3
R23= S(H2_H) _—:RE [N —R;""'N Ta] = 0 . (3-21(:)

que sio consistentes com (3.7) para os modelos da classe A.
Claramente, as relagdes (3.20) evidenciam que uma
dada estrutura de simetrias geométricas, isto &, um dado conjun-
to de parémetros (a,Narf,N3), restringe as possivels componen-
tes do vetor de spin compativeis com aguela simetria. Por outro

lado, as relag¢des (3.21) evidenciam que, dada uma estrutura para
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o vetor de spin compativel com a simetria geométrica, as cineméa-
ticas admissiveis para o fluido sdo restritas. Em consequéncia,
a andlise desse conjunto de vinculos deve preceder a solucgdo do
sistema de equacgdes diferenciais (3.18), que determina a forma

final das solugdes.

3.4 ESTRUTURAS DO VETOR DE SPIN E CINEMATICAS ADMISSIVEIS

Os pardmetros cinemdticos de interesse sdo a ex-
pansaoc 6 dada por (3.19), as componentes do tensor de deformacao

_ 1 _
o, =5 (H +H - 2H), (4. 1)

e a deformacgédo

=2 W+ + -HH -HH - HH) . (4. 2)
3 1 2 3 12 13 23

As consequéncias das equagdes (3.20,21) sao deta-~
lhadas separadamente para os modelos classe A e B, nas Tabelas
3.4.1 e 3.4.2, respectivamente.

Com relagdo a4 Tabela 3.4.1, pode-se observar que:
a) nem todas as possibilidades podem ser realizadas, pois ainda
resta satisfazer o conjunto de equagdes (3.18) que, por exemplo,
ndoc & compativel com os modelos tipo II, dado que as equacgdes
(3.18c,d) implicam R = 0, impedindo a existéncia de solugdes
geradas por fluido perfeito com spin; b) todas as solugdes ani~

sotrdpicas sdo localmente rotacionalmente simétricas, com o ve-

50



tor de spin alinhado na diregdo de anisotropia; c) solugdes tipo
VIII/IX ndo sio compativeis com uma distribuigdo de spins ali-
nhados, devendo-se, para obter solugdes da TEC nessa classe de
modelos, adotar como fonte um fluido perfeito com distribuigao
aleatdéria de spins, como se mostra no Capitulo 6, ou introduzir
algum'mecanismo compensador ao alinhamento de spins, como um

campo eletromagnético, discutido no Capitulo 7.

TABELA 3.4.1

configuracdo do vetor de spin e cinemdtica dos modelos classe A

Tipo Vetor de spin Parametros Parametros
de Hubble Cinematicos
st#0,5°%0 sgio
! ’ 8 = 3H
i J m
S =0,5 #0,5 #0 H = H = H_ = H 2
) J 1 2 3 o =0
m
T s #0,5° =0,S =0
i 8 = H + 2H
5 io,sjzo,sm=o H # H = H = H i
1 j m 2 2
o= 1/3(H - H)
1 2 3
S =0,5 #0,5 #0
! 6 = 3H
1 2 3
§$ =0, #0,5 =0 H = H = H = H 2
. 2 5 1 2 3 =20
IT s =0,8 =0,5 #0
1 2 3
S =5 =0,5 #0 H = H_ = H # H 8 = H + 2H,1=2,3
; R . 1 2 3 ) 1
5 =85 =0,5 #0 H = H = H # H o= 1/3(H - H)
1 3 2
8 = 3H
= 1,7 Hym H 2
VI0 o =20
S #0,5 =5 =0
VIT !
0 ¢ = H + 2H
H # H = H_ = H 1
1 2 3 2 2
o™= 1/3(H_ - H)
VIIT st.g253-0
IX - - B

Com relagdo & Tabela 3.4.2, deve-se observar due

sugere serem isotrdpicos todos os modelos de Bianchi tipo V. No
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- c1s . . [586]
entanto, um contra-exemplo & exibkbido por Batakis, Tsoubkelis '

que fazem uso de de uma forma particular da matriz de automor-
fismos associada ao grupo Bianchi tipoe V. Um automorfismo, de

forma rudimentar, consiste de uma transformacdo da base para o

TABELA 3.4.2

configuragdo do vetor de spin e cinematica dos modelos classe B

Tipo Vetor de spin Parametros Parametros
de Hubble Cineméticos
3 6 = 3H
v s #0,5 = 5 = 0 H = H = H_= H
1 2 3 2
g =0
H + H_= 2H g8 = 3H
2 3 1
1 2 3 3 2 o = 0
Iv S #0,5 = 5 = 0 aM R3 11 ~aN R3
H - H_= o = - —
2 3 22 33
S R 25 R
1 1
H + H_= 2H 6 - 3H
2 3 1 1
g = 0
IIT 11
H - H_= o =—F_ =
sls0 52 s%= o 2 3 22 33
VI ’ 3 3
h aN -aN
3 2 2.2 3 2 2 2
= (N"R_-N"R_)| = (N°R_~-N"R_)
2 2
S R 2S5 R
1 1
6 = 3H
H o= H_= H_= H ,
g =0
H + H_= 2H 6 = 3H
) 5 5 2 3 1 1
VII S #¥0,$S = 8§ = O g =0
h 11
H_ - H_ = o == =
2 3 22 33
3 3
aN -alN
2 2 2
= (N R_C-N"R)| = (N"R_-N"R_)
3 2
5 R 25 R .
1 1

espaco vetorial de Killing gque preserva a dalgebra do grupo de

simetrias. Para o caso Bianchi V, as 1-formas invariantes em
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(2.8) satisfazen do' = 0, dw = w A wz, do® = w' A w'. Uma nova
. *q 2 3 * 3

base, definida por w = w, W = @ + aw, W = @, como na Ref.
[56], satisfaz a mesma algebra. Um automorfismec dependente do
tempc consiste numa transformagdc da base para © espago de veto-
res de Killing que preserva os coeficientes de conexao espacia-
. _[70,72] - .
is , ao preservar a algebra do grupo em cada instante t.

A analise contida nas Tabelas 3.4.1 e 3.4.2 néao
&, portanto, a mais geral, constituindo objeto de trabalho em

. [74]
desenvolvimento .
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CAPITULO 4

CLASSES DE MODELOS COSMOLOGICOS BIANCHI TIPO I NA TEORIA DE

EINSTEIN-CARTAN E NA RELATIVIDADE GERAL

4.1 INTRODUCAO

Entre os modelos cosmoldgicos espacialmente homo-
géneos mais extensivamente estudados, tanto na Teoria da Relati-
vidade Geral (TRG) como na Teoria de Einstein-Cartan (TEC), estd
a classe de modelos de Bianchi tipo I. Tal fato se deve a estru-
tura plana dée sua seg8o espacial e & forma comparativamente sim-
ples adgquirida pelas equagdes de campo.

Tomando um fluido perfeitec (sem spin) como fonte
da curvatura, com a densidade de energia p e a pressdo p relaci-
cnadas por uma equagdc de estade p = (y-1) p, todes os modelos
com um grupo de simetrias de seis parametros do tipo I (GSI) fo-

[751

ram resolvidos na TRG . Solugdes com G4I foram discutidas por

[771

L76] e Vajk, Eltgroth . Tais trabalhos mostram

Stewart, Ellis
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solugdes paramétricas para os fatores de escala, representando a
correspondente solu¢do para o tempo cosmoldédgico por meio de uma

integral ndo resolvida para valores arbitrarios de 7. Modelos

v s 8 .
com G_I foram exibidos por Jacobs”], para valores de ¥ conti-

dos numa sequéncia infinitamente denumerédvel. As solugbes com

G,I sdo uma especializag¢do dagquelas admitindo Galmgh

No contexto da TEC, os modelos de Bianchi tipo I
constituiram a maioria das solucgbes exatas exibidas na literatu-
ra. Os primeiros resultados obtidos previam a eliminagdo da sin-
gularidade césmica, caso contribuigdes dos termos de spin predo-
minem sobre os termos de massa-energia, em estégios iniciais da

evolugdo do universo. Solugdes admitindo G6I geradas por fluido

[18]

perfeito foram construidas por Trautman para poeira com spin

(¥ = 1) e por Demianski et alwm, que extenderam a solugdo pla-

[19] [51]

na de De Sitter (¥ = 0) para a TEC. Kopczynski e Tafel

estabeleceram a solugdoc com G4I para poeira com spin, enduanto

(52,533

Kuchowicz determinou-as para sequéncias denumeraveis de

valores de ¥ (ndo coincidentemente, como mostrado na segao 4.5,

[781

as mesmas sequ@ncias examinadas por Jacobs ). Solugdes com

G I, sobre S, ndo sdo permitidas em presenga de spins alinhados,
como se verifica na tabela 3.4.1.
Investigagdes posteriores conduziram a evidéncias

para a ocorréncia de expansao inflacionéria dirigida por termos

[22]

de spin. Gasperini demonstrou-a para um fluido perfeito com

[24,25]

distribuicdo aleatdria de spins. Bradas et al. e o autor

deste trabalhOEMI, mostraram-na para uma distribuigdo de spins

polarizados. No entanto, como se discute no Capitulo 5, as solu-
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¢des de Bradas et al fazem uso do tensor de Ray-Smalley e nao
sdo compativeis com o postulado métrico da TEC'®*”!. Portanto, a
previsdo de uma fase inflacionaria na evolugac de modelos Bian-
chi I, qgue admitem um fluido perfeito com spins polarizados, é
consistentemente demonstrada nessa tese.

Neste capitulo, constroem-se todas as solugles e-
xatas do tipo Bianchi I com métrica diagonal, tanto na TEC como
na TRG, geradas por um fluido perfeito que satisfaz a equagdo de
estado p = (v-1) p. A solugdo geral e unificada para o problema
contém qguatro paraémetros reais e continuos. Dois deles relacio-
nados a propriedades fisicas do fluido: o fator de proporciona-
lidade entre a pressdo e a densidade, e um parametro associado
ao spin das particulas. Dois outros parametros determinam a di-
mensdo do grupo de simetrias. Assim, o subconjunto da solugao
geral fisicamente significativo & aguele em que 1 = ¥ = 2. 5e O
parametro ligado ao spin & nulo, obtém-se as solugbes da TRG.

Solucdes exatas continuamente parametrizadas for-
necem uma visfo unificada de diferentes classes de modelos, evi-

denciando suas propriedades fisicas, e permitindo comparar a e-

volucdo de modelos enm diferentes classes.

4.2 AS EQUACOES DE CAMPO

Para modelos Bianchi tipo I, N'= N°= N’= a = 0, e

as equagdes de campo (3.3.18) reduzem-se ao conjunto de edgqua-

¢oes acopladas:
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- 2
p=HH +HH +HH +5 , (2. 1)

_ 2 : : . 2 2 2y
p = 3 (H1 + H2 + H3 + H1 + H2 + HB)
(2. 2)
-1 (HH + HH + HH) + S°
3 1 2 13 23 !
H - H + (H -H) 6 =0, (2. 3)
- H + (H, - H) =0, (2. 4)

As equagdes (3.3.20) s3o idénticamente satisfei-

tas e de (3.3.21) sdo obtidas as relagles:
(H, - HJ)Sm =0 . (2. 5)

Se apenas uma componente do vetor de spin existe, por exemplo
Si, tem-se H= H=H ou H# H= H, enquanto H# H # H ndo &
i bl m i ] m i J m
permitida em presenga de spins alinhados. Assim, solugdes diago-
nais com G I s&o proibidas na TEC, e o alinhamento do vetor de
spin ao longo de uma dada dire¢do implica na aquisigdo de sime-

tria rotacional em torno daquela diregdo.

Introduzindo o fator de escala principal
R° = RRR e 68 =3 =, (2. 6)
1 2 3

segue-se de (2.3) e (2.4) gue
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Hl“sz?, (2 7)
HZ—H3=——b—3, (2. 8)
R

onde a e b sdo pardmetros reais. As solu¢des da TEC, no entanto,
requerem gue pelo menos um desses parametros seja nulo. Uma vez
determinado o fator principal de escala, as equagdes acima per-

mitem o calculo dos fatores de escala métricos:

RERexp[b+2a]Jdt, (2.9a)

1 3 R3
R=Rexp[b—a]Jdt, (2.9b)
2 3 r?

R =R exp - [ 2b + a ] J dr . (2.9c)
3 3 R

As eduagdes de campe restantes resclvem a densi-

dade de energia p e a pressao p nas formas

. 2
p =3 [_13_] + H (2'10)

# R }?
p=—2R—[R]+“ , (2.11)
onde o sinal da constante

- o)R" (2.12)

§o= I:% (Sz)z ] _ ( a’ + bz + ab ] = (S
i=1
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mede a predomindncia dos efeitos de spin sobre agueles devidos
ac escalar de deformagao 02, dado em (3.4.2), ou vice-versa. Em-
bora ambos decresgam com I(ﬁ, o comportamento das solugdes de-
pende do sinal de u.

Para dque as equag¢des (2.10,11) constituam um con-
junto completo com relagdo 3s fungdes p e R, torna-se necesséiria
uma equagdo de estado p = p(p). Adotando p = (y-1)p, a equagao

diferencial que determina o fator principal de escala é

REB + [37;2}&2_,_ [752] 114:0’ (2.13)
R
gue tem por primeira integral
, R \37—2 R ,32-1
R2= [3] 1 - M - 0 ‘ (2.14)
R 4 R
BRD

2 372 - ' o P
onde P = R°7? & uma constante de integragdo especifica para ca-
o

da contelido material tomado como fonte para os modelos.
Usando (2.10) e (2.14) a densidade de energia &

escrita como.

[fe]”, (2.15)

sendo positiva para todo valor de 7 se R é uma fungdo real e po-
sitiva. As condig¢les de energia da TRG”N, p > 0 e Ipl < p, sao
satisfeitas pela adegquada sele¢do do dominio de 7.

Note qgue modelos da TEC s8o obtidos introduzin-

do-se guantidades efetivas P~ (p—u/Ré) e p_= (p-u/Ré), nas e-
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quagdes para os modelos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) pla-
nos da TRG [c.f. (2.10,11)]. Segue-se due P, pode ser negativa
se p > 0 e ¥ < 2, permitindo evitar as singularidades caracte-
risticas dessa teoria. O fator principal de escala apresenta um

minimo, enquanto a densidade tem um valor maximo, dados por

Ri _[ ;; — ]3(2—7)’
min 3 R T

0

(2.16)
3 2 2
3 ROW_ 2-7

p = .

72
max u'}

4.3 EXPANSAO ACELERADA DIRIGIDA POR TERMOS DE SPIN

Pode-se estudar o comportamento da expansio cbds-

mica inicial, tomando a expressao

_lii__=_12[3ar;2][Ro]3v+ 2“6>0: (3. 1)
o 3R

se 4 > 0, ¥ < 2. Uma expansaoc ndo-singular e inflacionaria ocor-
re, em época suficientemente primitiva da histdédria do universo,
se o conteddo de energia & dominado por termos de spin. A evolu-
¢do dos modelos passa por trés diferentes fases inflacionarias:
a) uma fase de super-inflagdo ( R > 0o, H > 0), R _<R<R_ .,
P> P> P onde os valores criticos sac alcangados gquando
H = 0, respectivamente dados por
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2 3(2-7)

crit 3y RB'X—Z
O
(3. 2)
3¥-2 3 ng_z 2?3'
pcrit = 3RO 2 i ‘
b) um periodo de inflagdo exponencial (R > 0, H = 0) entdo ocor-
re; c¢) a fase inflacionadria cessa gquando os valores
_r
_ 4 U 3(2-7%)
Ronal = 3¥-2 d
3(37—2)R0
(3. 3)
_ 37-2 ¥
_ g 3(37-2)R; 7
Peinal — o i '

sdao atingidos, ocorrendo inflagdo tipo lei de poténcia (R > 0,

H < 0) se R < R < Pyt > p > Prinat’ Se R > R“nal,

R '
crit final cr

ocorre evolucdo nao-inflacionaria (& < 0, H < 0).
A evolugdo dos modelos considerados, gque admitem

matéria com spins polarizados, coincide com a obtida por Gaspe-

s (221 . = ;
rini' , para modelos planos com matéria ndo polarizada. HNuma

distribuigdoc aleatdria de spins, <s'> = 0, <8% = 0, e (2.5) é&
identidade, restando apenas as médias quadraticas em (2.1,2).

Uma expansdo inflaciondria fisicamente interes-

sante requer um fator de inflacgdo Rfi 1/R i Z 10%° para resol-
na I

ver ©s problemas do modelo padrac da TRG'®°!. Assim como no tra-

+ A . 4 , 90 (2-7)

balhe de Gasperini, tal condiga@o exige gue 35— = 10 .

satisfeita apenas no intervalo 2/3 < 7 < 1. Conclui-se que uma

fase inflaciondria realista ndo & obtida mesmo gquando a distri-
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buigdo de spins & polarizada, respondendo-se negativamente & su-

gestdo da Ref. [22] para superar as dificuldades 1a& encontradas.

4.4 A SOLUGAO GERAL

Com © intuito de preservar a generalidade e enfa-
tizar analogias na estrutura da evolug@o de modelos gerados por
diferentes distribuig¢des de matéria, isto &, diferentes concep-
¢des para o substrato cosmoldgico e sua cinemdtica, & convenien-

te generalizar as equagdes. (2.13,14) para as formas:

RE + [%] R*+ B(q)R" = 0 , (4. 1)
R y37-2 2B(g, )R’ R | 2-m—3%

2 0 _ 1’0 0

R = [_Til {1 3y +m - 2 [ R ] ] d (4. 2)

onde B(qi) & uma fungdo de parémetros presentes em cada modelo,
e m & um expoente caracteristico de cada caso. A evolugdo tempo-
ral do fator. de escala para diversas classes universos é& deter-
minada por ﬁma equacdo diferencial da forma (4.1). Alguns exem-
plos, entre outros porventura existentes, s&o:

a) Os modelos de FRW da TRG, com pardmetro de curvatu-

ra k = 0,*1, onde B(y,k}) = [—21—%—2—]k em= 0, a serem discuti-
dos na segdo 4.6;

b} Os modelos de FRW planos (k = 0) da TRG, com fluido

perfeito e constante cosmoldégica (A), j& completamente resolvi-
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¥

dos[4ﬂ, para os quais B(y,A) = - —5 Aem=2;

c) Os modelos do tipo Bianchi I da TRG (8'=0), onde
B(r,a,b) = [ 7 ; 2 ][ a® + b; + ab ] , m = — 4, dgque admitem G I
se a =b = 0, G4I se a=0oub=20, e GBI se a=* 0 eb=* 0;

d)}) Os medelos de FRW planos na TEC (02 = 0), para os
quais B(W,Sé) = (—z;éijLJ [% (Si)2 ] em = — 4;

1=1

e) Modelos Bianchi tipo I na TEC, caracterizados

por B(y,u) = [—1—%—3—]u em = - 4, gque levam a diferentes clas-

ses de modelos conforme u seja positivo, negativo ou nulo.
f) Solucgdes para a evolugdo da segdo bidimensional de
modelos de Szekeres na TRG, com fluido perfeito e campo magnéti-
[81] 1 2 = 5.

co , sdo obtidas com B(v,mo) = - -—5-m, emn= -

g) Solugdes cosmoldgicas da TRG, tendo por fonte flui-
dos gque seguem termodindmica ndo usualmzh sdo obtidas caso
B(v,Bo) = (1 - w)B0 em= - 1.

h) Solugdes para cosmologias de Wessonwah sdo obti-
das de equag¢des diferenciais na forma (4.1).

A determinacdo da solucgido geral de (4.1) & feita

introduzindo-se o "fator de escala auxiliar"

2B(q1)R‘; R y2-n=37

e conslderando o problema inverso da determinagdo de t(Y). De

(4.2) tem-se

172

1 - )7, (4. 4)

dt
dy

= c(m,q) Y~
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onde
1 37

A(y,m) = — Ty T m =2 (4. 5)
e
1—mA
R A
- 0 3y +m — 2
Sob a condigdo inicial Yo = 0, e garantindo gque
Y < 1, (4.4) & integrada sob a forma de uma fungdo beta incom-

- . - v 84
pleta, expressa por fungdes hipergeométricas de Gauss'®!

Y
t(y) = ¢ [YA_I(I - ) VPay =
0]
(4. 7)

=%YAF[—%—, A: A+ 1; Y]
A expressdo acima & a forma restrita da solugdo geral, pois para
(1-A) = n, n=1,2,3,..., a fungdo hipergeométrica [ ndo & defi~
nida. Em particular, essa forma da solugdo ja fora determinada

para cosmologias fechadas de FRW'®77,

Entretanto, a solugdo geral & obtida direta e in-
dependentemente da escolha de condigdes iniclais ao se verificar

gue (4.2) & integral primeira para a equagdo hipergeométrica

2
Y(1 - Y) d E + [c - (a + b + 1)Y] at ab t = 0, (4. 8)
ay dy
com pardmetros a = 0, b = —%— - A, c=1-A,

As solugdes de (4.8) sdo %,
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t(Y) = o + BO Y* F[—%— A A+ 1; Y] , 1 - A= n, (4.9a)
n-1 (n - 1/2)
-V v
t(Y) =0 + 3 [ — Yoo+
(n) (n) VZI v (n) _p
" (4.9b)
(n - 1/2)
% v
+ Z Yy +1In¥Y |, 1-A=n,
v (n)
V=1 v
n-1
onde n = 1,2,3, ..., Y = 0 se n =1, e X O sao constantes

arbitrarias associadas a uma escolha gualquer para a origem da
escala de tempo. Determinam-se as constantes g e 6() pela con-
=] n

-

dig¢dao de gque (4.4) é& a derivada de (4.9a,b), obtendo-se

_C _ 2 (n—-1) (2—-m)
B, ==& - v EY T3 (Zn-1) '
(4.10)
2(1-n)  [2(n=1)1]! _
s(m 2 2 <. L4 (A

[(n-1)!]

As extensdes analiticas da solugdo acima séo:

I) A substituigdo Y/ = 1 - Y transforma (4.8) nu-

ma equag¢ao hipergeométrica com parametros a = 0, b = —%— - A, e
c = —%— . A solugdo correspondente &

t(Y) = o + B (1 - y) 2 F[l - A, 1/2; 3/2; 1 - Y] , (4.11)

onde o, & uma constante arbitraria e

B =-2¢C ; (4.12)
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IT) A substituigdo ¥’ = —%— transforma (4.8) numa

equacdo hipergeométrica coma = 0, b = A e C A+ —%*, cuja so-

lugédo é

(2A-1)/2
o« + B, ¥ F[ ; 1-2A, 3-2A_ 1 ]' A o+ X

t(Y) = r 5 2 ! Ty 5 r
(4.13a)
t(v) =, +5 | - Moy ()T,
{(n) {n) vin + 1) Y
V=1 -
(4.13b)
o0
(n + 1/2) v
v 1 1 _ 1
+ Z TGRSy [ 7 ] + In —— ], A=n+ 5,
V=1 v
onde n = 1,2,3, ..., %, O ad0 constantes arbitrarias e (4.4)
determina as constantes complexas
» 2i (2n+1) (2~m)
B, =35 -1 C = (ARG 6n
(4.14)
= -1 2n) !
(n)_2n ( )ZC' 'J=?‘n-
2 (n!)

Como a solugdo (4.11) estd definida em todo o do-
minio real para o parédmetro ¥y, em particular para 1 = y = 2, se-

rad denominada de solugdo geral e unificada.

4.5 RELACOES DE RECORRENCIA ENTRE AS SOLUGOES

A integral de (4.4) & expressa por meio de fun-

- P . . . . . [87]
¢des elementares se A & um nUmero inteiro ou semi-inteliro .
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Tal condig¢do gera as seguintes sequéncias de valores para 7:

ymj _ 2 - m [ 2n ]
_ ) 3 2n —- 1 n=1,2, 3,...
A=0p = ! r
p = 0,x1,£2,...
(b) _ 2 _ 1 - n
T = 32 m)[l—Zn]’
(5. 1)
W(C)z 2—m[2n+1]
U (n) 6 n n=1,2,3,...
Pt —— p =+1,%2,%3, ...
7“” . 2 —-m 2n - 1
{n) 6 n )
* 2 - m
com todas as sequéncias satisfazendo 1lim 7() = —= onde
n
n >

=

a, & o primeiro valor de ¥y em cada sequéncia. Assim 1 = y = 2 e
n

0 = 9° = 2 sdo as sequéncias de interesse ao se estudar modelos

n

Bianchi tipo I na TEC (u # 0, m = -4). Kuchowicz ="

exibiu

78 .
) determi-

tals solugdes na TEC, exceto y = 0, enquanto Jacobs'
nou-as na TRG. Para quaisquer outros valores de y ndo relaciona-
dos acima, as solucdes sdo descritas por fungdes hipergeométri-
cas que podem ser, ou nio, uma representagdoc para alguma outra
funcdo especial. As Gltimas nic sdo conhecidas na literatura.

Um mecanismo de recorréncia pode ser construido
para exibir todas as solucbes descritas por fungdes elementares.
Para quaisquer dols valores consecutivos de 7 em uma sequéncia,
os valores de A assoclados diferem de uma unidade e as solugdes
correspondentes sico descritas por duas fungdes hipergeométricas
contiguas. Entre guaisquer duas dessas fungbes existe uma rela-
¢do linear com coeficientes que sdo fungbes lineares do, argumen-

(84)

to da hipergeométrica . Um critério para selecionar a relacgao

adequada, dentre as gquinze relagdes construidas por Gauss, con-
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siste em tomar aquela em gue: a) o terceiro pardmetro decresce
em uma unidade; b) o primeiro ou o segundo parametro aumenta
(diminue) de uma unidade se ele toma valores decrescentes (cres-

centes) numa dada sequéncia.

A aplicagdo & uma delas torna o procedimento auto

evidente. Para a seguéncia gyl o= 22 1, existente para os mode-
n n
los da TEC (m = ~4), a solugidc (4.11) torna-se:
_ _ 1/2 1 . . _
t(Y) = o 31()[1 Yhﬂ] F[n + ——. 1/2; 3/2; 1 Yhﬂ],
n
com
3 7 R -3/n
Y(n) - 4 R !
3R 0
[s]
g — 2n n-1/2
l(n) 31/2+ nR4n—3

0

0 mecanismo de recorréncia & fornecido pelas re-

= . . 84
lagBes de contiguidade na forma'®!

{w%— + n] F[n + —%—, 1/2; 3/2; 1 - Yhﬂ] =

1 172 =~ I

= - - 1 . .1 - -1
= (1 - n) F[n 5 1/2; 3/2; 1 Yhﬂ] > Y. ,

seguindo-se que

a) se n = 1 a relagdo acima & uma identidade, pois

-1/2

3 _ .
F[‘E" 1/2; 3/2; 1 - Y“J] =Y 1"
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b) se n = 2,

5
F[ 37 /20 3/27 1 Y(m] 3 [Yua T2 Y J'

_ 2 [4 [Y_1/2+ 1 Y—3/2]+ 1 Y—sxz] .
2 {3)

0, as primeiras trés solugdes nessa

H
o
=
|+
=
[eR
0
|
0
o
R
Il

sequéncia sao:

ayn=1, ¥y =1, p =20 (Trautman[m], Kopczynski“g])

3 1
b) n=2, ¥ =—5- P~ 5P
3 s 8 R 3/2 i 172 3 s R 372
t(R) = 3 R - 1 H+ —— R|x i
27 R o] 3R o
0 0
5 2
C) n = 3r ¥ = Tr P = "'3_»0
_ AR R w YR At 2UR 1 (R )°
t(R) = 5 R 4 st s~ T 3 R :
o 3R 27R0 9R0 0
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4.6 FORMA PARAMETRICA DAS SOLUGCOES

Em geral, ndo & possivel obter a fungdo inversa
gue descreve R(t), a partir da solugdo geral t(R). Entretanto,
solugdes paramétricas acopladas R(m), t(m) podem ser descritas
por meio da defini¢do adequada de um pardmetro temporal 7.

Fazendo a transformacgao

e definindoc a nova coordenada temporal

at = Q dn, (6. 2)

a equacido diferencial (4.1) & escrita na forma

0@ + @ - (@) + [25"s@)0 =0, m =2, (6. 3)
onde
37y +m —~ 2
Q = -, m = 2, (6. 4)
e Q' = dQ/dn. A primeira integral (4.2) é& transformada em
2—37%
. 2B(q )R
Q . 2 —m e ay-2 200 _ i‘7 0 202
[ ) ] = [“““7?"’] R, @ [1 z-ma ] . (6. 5)

. . . . _[88]
Introduzindo as variavels
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7z =Q", (Q = 0, m=# 2)
(6. 6)
Z = 1n Q, (@ =0, m= 2)
a equac¢do diferencial (6.3) toma as formas
77+ [i-%—m—]s(qi)mz = 0, (6.7a)
’” 2 — m
VA [——ﬁj—-w]}s(qi) = 0, (6.7b)

que representam o movimento de uma particula classica sob a agdo
de uma forg¢a linear (atrativa ou repulsiva), ou uma forga cons-
tante, respectivamente. Entretanto, as "constantes de forg¢a" sao
especificas para o conteldo material presente em cada modelo.

A analogia entre a evolug¢do dos modelos FRW e a
de particulas classicas em movimento harménico & conhecida ™.
Particularmente, esse resultado foi utilizado no contexto de uma
das abordagens para a dquantizagdo de modelos cosmolégicoswm.
Entretanto, a extensio da mesma analogia para outras classes de
modelos, devido a (6.7), & fato puramente formal. Um periodo de
expansdo, seguido de contragdo, & uma propriedade dos modelos de
FRW na TRG no intervalo fisico 1 = 7 < 2. Para outras classes de
modelos tal comportamentc para R(t) pode ocorrer num intervalo
de ¥ ndo significativo, como se discutira na segdo 8.

Especializada para o caso das solugdes Bianchi I

na TEC (ou na TRG), a solugdo geral de (6.7a) &
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Z(mn) = 2 P T2, (6. 8)

onde

w = V3 |_1_:__%w , (6. 9)

& a frequéncia do movimento harménico na variavel 2 para p > O,
enquanto Z e & sdo constantes. A "conservagdo da energia", ob-
o]

-

tida pelo uso de (6.6) em (6.5), & escrita na forma

—é‘ (Z')‘”—%‘—!-'v‘“2 Zz:%wz qu-z' v E2, (6.10)
que permite determinar 2 = V3 R:QBWQ}.
A solugdo R(m), tomando-se & = 0, & dada por:
2
R = |y3 r72037-2_sin VL w 3Y-2) (6.11)
[¢]
Vi

Uma vez que, de (6.1) e (6.2), tem-se dn = dt/R3, os fatores de

escala métricos (2.9) sido prontamente obtidos na forma

R = R(n) exp [b—jz—a] (=), (6.12a)
R, = R(n) exp [_10H—§-_a] (n =) . (6.12b)
R, = R(m) exp - [2—}3%1] (n ~m_)- (6.12c)

Quando comparadas com as solugdSes paramétricas
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obtidas por Vajk, Eltgroth'”

para os modelos com GAI (L < 0O,
S = 0, m = - 4), constata-se enorme ganho em simplicidade. Na-
guele trabalho, define-se o parametro temporal dt = R dwn, for-
malmente andlogo ao tempo conforme, que & naturalmente sugerido
pela métrica de FRW. No contexto de modelos anisotrdpicos tal
parametrizagdo ndo tem a mesma interpretagdo nem permite a sim-
plificacdo das solugdes. A definigdo (6.2), embora ndo dispondo
de interpretacido geométrica, parece mais adequada ao tratamento
de modelos mais gerais.

0 tempo cosmoldgico t(m) & obtido de (6.1), (6.2)

e (6.8) na forma

1/{¥-2) dn + constante

R

2/(¥-2)
t =3 ]

(37-2)/(¥-2) J ( sin v w 7
4] \/H
(6.13)

Verifica-se diretamente que a integral acima & a

integral de (4.4) se a variavel auxiliar Y & dada por
Y = cos® Vi w 7 . (6.14)
Portanto, as solugdes da edqua¢io hipergeométrica (4.11) sao re-

presentacdes para (6.13), ao se fazer a substituigdo definida em

(6.14), permitindo resolver exatamente o tempo cosmoloégico t{7n).

4.7 0S5 MODELOS DE FRIEDMAN-ROBERTSON-WALKER

0 formalismo geral apresentado aplica-se ao caso

73



. - . L 39 .
das cosmologias homogéneas e isotropicas da TRG' ], cujo ele-

mento de linha tem a forma

ds® = at® - R(t) [dx2 + o (x) [dle2 + sen’e d¢:2]] , (7. 1)

e a fungdo o(y) & dada porw“

o(x) = _senV k x , (7. 2)
v k

onde k & o parametro de curvatura da segdo espacial: se positi-

vo, nulo ou negativo, estd associado a modelos fechados, planos

ou abertos, respectivamente.

As equagdes de campo sdo obtidas de (3.18) toman-
do-se lea:SJ=0 para o caso plano (k=0, Bianchi I);: NA=SO:0, a=1
para o caso aberto (k=-1, Bianchi V); bﬂ=Naﬂﬁ=2, a:86=0 para o

caso fechado (k=1, Bianchi IX). Explicitamente

3 .2
p=—= (R + k),
R
p = - 2R [RJz X
= — 2 - | = -2,
R R Rz
que tomam a forma de (4.1) definindo-se B = [miz—%—g—]k em = 0.

Portanto, a solugdoc geral para os modelos de FRW & da forma

{(4.9), (4.11) ou (4.13), tomando-se

74



(7. 3)

1 3y
2 3y - 2

Se k = 0, efou ¥ = 2/3, tais defini¢des nédc tém significado, mas
os correspondentes limites da solugdo geral s&do bem definidos.
Assim, definindo-se a escala de tempo sob a con-

-

digédo t(a)) = t, o limite de (4.11) guando k - 0 & dado por

3y t - to 273y
a(t) = ao[l + 5 [ 3 ]] . (7. 4)
6]
Com a escolha tO = 2a0/37 a forma restrita das solugdes planas,
como usualmente apresentada na literatura, & recuperadawz]. No

entanto, informagio adicional é fornecida por (7.4}). Ela tem a
funcdo exponencial como limite quando 7 - 0, contendo, portanto,
a solugdo de De Sitter planawm. Além disso, como ¥ e K sdo pa-

rametros independentes, dois limites sucessivos comutam. Assim,

tomando ¥ = 0 (A = 0), obtém-se de (4.11)

1+4 1 -k

gque unifica as solugdes de De Sitter. Finalmente, considere o

caso ¥ - 2/3 (A » ), facilmente obtido de (4.9.a) na forma
a(t) =a +A4°1 -k (t-t), . (7. 6)
gue reproduz o universo estatico de Einsteln se k = 1.
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As sequéncias de solugdes descritas por fungdes

elementares sao

0 _ 4 1 - n 1/3 - 1 2n — 1
LETS 3 |™1T - 2n )’ L 3 n ’
(7. 7)
1 - 1 1 + 2n 4/3 4 n
LI 3 n : L 3 Zn - 1 )’

cada uma delas partindo de uma solucdo conhecida, e todas satis-
. 2 ~ ~
fazendo 1lim Ty T 3 Portanto, as soclugdes para as sequén-
n
n-> mw
' 4] 1/3 - . " s .
cias ¥ e ¥ sdo consistentes com a condigdo de energila doml-
n n

nante (|p[ = p), enguanto aguelas associadas a wi e yﬁf

satis-
fazem a condig¢do forte de energia (p + 3p = 0) . Para valores de
¥ niao contidos acima, as solugdes sdo descritas por fungdes hi-

pergeométricas gue, assim como as solugdes com n # 1 acima, nao

haviam sido exibidas.

A forma conforme das solugdes & obtida de (6.7):

a) Se ¥y = —%—
a(m) = a  exp (Vi-k(@m-m)],
(7. 8)
aO
t(m) =.tO + - {exp [V 1 - kK (n — no)] - 1} ;
1 p—
b) Se ¥ # —%—
2
senv k ‘—Eziz—gln 3y — 2
a(m) = a = ' (7. 9)
k

com t(m) dado pelas especializagdes de (6.13) e (6.14).
A analogia entre modelos fechados e osciladores

harmdnicos enfatiza a caracteristica desses modelos de expandir
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e contrair entre duas singularidades. Embora ndo se possa "atra-
vessar a singularidade" e, portanto, um Gnico meio ciclo de mo-
vimento seja fisicamente permitido, a "diregdo" de movimento mu-
. — {4 2
da no instante do tempo conforme m = _73?___5T_' (v = —5—). Na
coordenada tempo cosmolégico o fator de escala apresenta um ma-
. 2 cq s
Ximo em a = a_, se ¥ > —5—, € O fator de escala auxililiar assume

o}
o valor ¥ = 1, [cf. (4.3)]. Assim, a solugdo (4.9a) fornece a

metade do intervalo de tempo cosmoldgico entre as duas singula-

[69]

ridades dos modelos de FRW fechados na forma:
_{2an -1 T'(A) 2
T [ 2 ]ao A o 5 e 1 S A S (7.10)

= 84
onde I' representa a fungao gama[ T,

Se a condicdo forte de energia (p + 3p = 0) subs-
titui o requerimento mais restritivo de positividade tanto da e-
nergia guanto da presséo{%], o tempo de vida dos modelos pode
crescer indefinidamente no dominio de pressdes negativas, como
mostra o grafico da figura 4.7.1.

0 tempo de vida dos modelos fechados diminue com
o aumento da massa gravitacional efetiva. Usando a analogia su-
gerida em (6.7), a "constante de mola" K = [21—%—3]2 aumenta com
o crescimento da relac¢d@o p/p, encurtando o tempo necessario para
completar meio ciclo de movimento num conjunto de sistemas massa
(unitaria)-mola igualmente elongados.

A caracteristica de série de poténcias da solugdo

geral fornece os termos de correg@io para a andlise dos diferen-

tes modelos na vizinhanga da singularidade. De (4.9%a) tem-se
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t
2

2aO a 37-2) L. kA a 37-2) (7.11)
3y ao 2(A +1) ao * -

o . . 7
Na abordagem usual da vizinhanga da 51ngu1ar1dade[9], 08 mode-
los s80 indistinguiveis em k, uma veyz que apenas ¢ primeiro ter-

mo aparece.

e g g = —

FIGURA 4.7.1: Representacfo grafica para 2T(y)

A solugdo apresentada permite comparar a evolugio
de modelos correspondentes a quaisquer dois valores de ¥, por
deformagdes continuas de um valor em outro, e que sua separacio
no espago de solugdes seja precisamente determinada. Recupera-se
a unidade do espectro das solugdes para cosmologias homog&neas e
isotrépicas da TRG, perdida ao se explorar as solug¢des para va-

lores particulares do par (7,k), tanto na literatura especiali-
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. 79,91, 951 .
zada como em 1ivros texto! . Por outro 1lado, exibe-se

formalmente a conjectura de gue modelos como os de Einstein e De
Sitter "podem ser pensados como interessantes limites dos mode-

' 71
los de Frledmann"[ k

4.8 EVOLUGCAO DE MODELOS DA TEC E DA TRG

Uma caracteristica importante da solugdo geral &
a de que o fator de escala auxiliar Y e o parametro A transpor-
tam toda a informacgdo acerca das hipbéteses préprias aos modelos.
O fator de escala auxiliar Y atua como um nlcleo, especifico pa-
ra cada teoria e/ou classe de modelos, qgue se repete de acordo
com o padrdo de série de poténcias de uma fungdo hipergeométrica
determinado pelo parametro A. Tal pardmetro determina a estrutu-
ra da solugdo. Modelos caracterizados por distintas fungdes Y(R)
com acesso a um intervalo comum do dominio de A, apresentarao
evolugdOes semelhantes.

A Figura 4.8.1 exibe os graficos das fungdes A(7)
para os casos dos modelos de FRW da TRG e Bianchi tipo I da TEC.
Verifica-se diretamente que os dltimos, guando definidos no in-
tervalo 3 =y = 6, ou 3/4 = A = 3/2, apresentam 0 mesmo COmMpoOr-
tamento para t(¥) que os modelos de FRW da TRG definidos no in-
tervalo 1 = ¥ = 2. 0O sinal da constante p tem papel analogo ao
do parametro de curvatura. Em outras palavras, a evolucdo dos
modelos de FRW fechados pode ser simulada por modelos Bianchi I

da TEC, com 4 > 0, gerados por um fluido ndo realista.
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Por outro lado, as solugdes Bianchi tipo I da TEC

consideradas fisicas, 1 =¥ = 2, -w = A = ; , exlibem evolugdo
A¢ by pia)
! |
! ]
! I
; g
2L ; |
3l
zi )
| 1
| ]
|
{c) ‘3 L ]
T |
! 1
L I L 1
A 2 3 6 ¥
h 1
LRI ;
ARY '
' |
| 1
} i
: 1
' :
! 1
! ‘
| I
| 1

FIGURA 4.8.1: Representacdo grafica para A(7¥):

(a) casom = ~ 4, (b) caso m = 0, (c) caso m = 2,

semelhante Aquela das cosmologias homogéneas e isotrdpicas da

TRG definidas no intervalo % = ¥y = méﬂ, como se verifica por

inspecgdo da Figura 4.8.1.

Esse & o principal aspecto a enfatizar. Sabe-se

que o fator de escala para os modelos de FRW satisfaz a relagio

R 1
< =~ ¢ (Pt 3p) .
como se verifica de (2.14), com u = 0. Nesse contexto, a condi-
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¢dc R > 0 implica no aparecimento de pressdes negativas, isto
&, p < - p/3, ou ¥y < 2/3. Como, na TEC, a dependéncia funcional

de t(Y) no intervalo 1 = %y = 2 & idéntica & dos modelos de FRW

; = ¥y = —%—, as condigdes para ocorrén-

cia de um cendrio inflacionaric surgem naturalmente na TEC.

definidos no intervalo

A evolugdc de modelos da TEC torna-se indistin-
guivel da evolugdc dos modelos de FRW planos se efeitos devidos
ao spin das particulas contrabalangam exatamente os devidos ao
tenscor de deformagdo, isto &, se p = 0. Toda a informagdc acerca
da torgdoc do espago-tempo & apagada da solugdo geral.

Por outro lado, o limite de (4.9a) quando ¥ -» 2,

A5 o, &

3 - -~1/2
R’ = 3R0[1 - —“T] t
3 R

com u * 0, m = - 4, e a interagdao repulsiva spin-spin nao permi-
te evitar a singularidade em modelos gerados por matéria ultra-

rigida.
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CAPITULO 5

SOBRE UMA CLASSE DFE UNIVERSOS INFLACIONARIOS

DA TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

5.1 INTRODUCAOQ

No capitulo anterior discutiu-se a solugdo geral
para universos Bianchi tipo I com o tensor momento-energia feno-
menoldgico para um fluido perfeito polarizado. Um estudo de cos-
mologias com secdo espacial plana, baseadas na Teoria de Eins-

[38]

tein-Cartan auto-consistente (Ray, Smalley y, foi exibido em

dois trabalhos de Bradas, Fennelly e Smalleym4£5% designados
doravante por BFS. Nesses trabalhos mostra-se que uma fase in-
flacionaria natural, e inevitavel, existe em modelos Bianchi ti-
po I na TEC, gerados pelo tensor momento-energia de Ray-Smalley
(RS-EMT) para um fluido perfeito com spin. Os autores argumen-

tam que o escalar de deformacgdo (shear) ndo pode amortecer a

fase inflaciocndria de forma efetjiva.
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Neste capitulo mostra-se gue: a) O primeiro dos
trabalhos de BFS contradiz o postulado métrico da TEC, i.e., a
hipotese de que o tensor métrico & covariantemente constante,
sendo consistente com aquela classe malis ampla de espagos-—tempo

-

em gue a condi¢do de metricidade ndo & satisfeita, a saber:

Q ==V g # 0, (1' 1)

onde os indices latinos mailGsculos referem-se a base holdnoma e
ch & o tensor de ndo-metricidade; b) A conexio afim da varie-
dade de Riemann-cartan ndo & calculada corretamente na segunda
dessas referéncias; ¢) Em consequéncia, alguns termos com inter-
pretacdo fisica significativa estdo ausentes da forma final das
eqgua¢des de campo apresentadas; d) Por tais motivos, segue-se u-
ma interpretacdo errdnea do aparecimento da inflagdo nos modelos

(Assad, Letelier®”

) .

Adotou-se a notagio dagueles trabalhos para faci-

litar a comparagio de resultados. Uma base ndo-~holdnoma & defi-

nida por um conjunto de 1-formas Lt = E?‘A dx* tais que
A 1 A HA UV
d = —5 Cuv w W, (L. 2)
onde CHVA = - Cvuh sido os coeficientes de estrutura da base ou

objetos de ndo-holonomia. Define-se o campo de tetradas por
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onde nuv é& a métrica de Minkowski e indices gregos referem-se ao

sistema ndo-holdénomo. Em tal sistema, (1.1) toma a forma

Q =w _ +w_ , (1. 3)

Hi

QABEB E° E"\w?t sfc as l-formas de nio-metricidade, e

onde qu ELEVE S

wuv 830 as l1-formas de rotacao.

5.2 REVISAO DOS TRABALHOS DE BFS

Nos trabalhos considerados, a métrica de um espa-

go-tempo Bianchi tipo I é escrita na forma Minkowskiana

ds? = - ()% + (WH? + (W) + ()7 (2. 1)
onde as 1-formas o’ = E'uA dx" sdo definidas pelo campo de tetra-
das

B =8 ,
A A
(2. 2)
(L) N B, (I)
E (a) (e’) ( °
Nas definigbes acima o = o(t), (eB)Uﬂ(A) & matriz 3x3 simétri-
ca, de trage nuleo, e ), ), referem-se a indices espaciais

nio-holondémos e holondmos, respectivamente. As expressles

— B —B
O‘(u) (]))_ (E)(A)((U-) (e )(V))(A) r (2.3)
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*B -R
T o) - S wrm C ) wyrm (2. 4)

estio relacionadas a deformacdo da congruéncia de normais as
superficies de homogeneidade e & rotag8o das tetradas, respecti-
vamente., O ponto indica derivada em relagdo ao tempo cdsmico.

Supde-se que um campo de torgdo na forma

0
Ty vy *

estd presente no espago-tempo.

Comentaremos inicialmente acerca dos objetos geo-
métricos determinados por BFS em seu estudo de espagos-tempo
Bianchi tipo I com torgdo. As l-formas de rotagdo exibidas no

primeiro de seus trabalhos sdo

L v)

0 _ . o (
Y [a 6(»u)(b’) M Ty (v) t 3 T(p:)(p) ] w r (2. 6)
(“) — N (V)

© e " [(x Sy ) T T (v ] W', (2. 7)
ot - F at . (2. 8)

(v) (1) (v)

Pode-se comentar inicialmente o segquinte: a) Este conjunto naoc &
consistente com a primeira equacdo de estrutura de Cartan, indi-
cando a existéncia de um erro de calculo nesse trabalho; b) E
também inconsistente com a condigdo de metricidade, uma vez due
and w(”)o devem ser iguais a menos de um sinal [c.f. Eq.

wO
(1)
(1.3)]; c) Por esse motivo, um campo de ndo-metricidade na forma
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S o L) (2. 9)

Quw T2 T o)
esta presente no trabalho; d) A perda de uma das duas simetrias
do tensor de Riemann na variedade de Riemann-Cartan se da estri-
tamente devido & presenca de um campo de ndo-metricidade ndo nu-
1o, e isto pode ser diretamente verificado ao se inspecionar as
expressdes para as componentes do tensor de curvatura, Equagoes

(17a,c) do trabalho de BFSm“, aqul reproduzidas:

(1) _ _ gpW _
00 (V) 0()o

i . . )
ooy Y owey Ty T gy ey

8] 8]
R
(o) R () (VYo

. , . .
vy Foumey T ET ey T O gy ey F

C

1 +

. o
*?T[Tmnw e Ty )

(Pro_ o o_(p)

O T oy T (p) (v) © wJ’

e) Portanto, as solugdes consideradas nao sao consistentes com o
postulado métrico da TEC, porém, podem ser consistentes com um
espago-tempo afim mais geral.

De fato, o tensor de curvatura tem uma Gnica e
fundamental propriedade de simetria, decorrente de sua defini-
cdo: a antissimetria em um de seus pares de Indices. A antissi-

metria no outro par decorre da exigéncia de que a variedade sa-

86



tisfaga a condigdo de metricidade. Na variedade de Riemann-Car-
tan o tensor de curvatura, portanto, & antissimétrico em dois
pares de indices, resultando possuir 36 componentes independen-
tes, como discutido no Apéndice A.

A maioria dos detalhes acerca dos calculos geomé-
tricos foram suprimidos do trabalho posterior de BFSmm, e ape-
nas as 1~-formas mostradas anteriormente em (2.6) e (2.8) estao
presentes. Pode-se considerar agora gue: a) Este novo conjunto
de 1-formas & ainda inconsistente com a primeira equagdao de es-
trutura de Cartan; b) Um erro propaga-se através do trabalho co-
mo um todo. No gue se segue pretende-se analisar as consequénci-
as fisicas de tal erro.

As l1-formas de conexdo corretas tém a forma

O

u N - L 0 ] 0w, (2.10)

(n) = [ Sy T oW m 3~ T o)

W . (2.11)

o (1) - - { - (1) 1 qp(u)

(v) (v) 2 (v)o ]

Note que (2.8) e (2.11) diferem por um termo de torgao.

5.3 AS EQUACOES DE CAMPO

De acordo com a TEC auto-consistente, o tensor de

densidade de spin & prescrito por

AB

onde
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1 2 1 2
S, = k (EAE B-E BEA) ’ (3. 2)
& o tensor de momento angular de spin especifico, p & a densida-
de de matéria e k & uma fungldo escalar. As tetradas s&o escolhi-

das identificando-se uma delas com a 4-velocidade da matéria:

s, 4 = o . {3. 4)
No sistema de referéncia ndo-holdénomo definido por (2.2}, encon-
tra-se, usando (3.3), que s = - S = k. Portanto, a fungao k &

a componente &? do vetor de spin especifico nesse referencial.
0 gue se denomina de forma auto-consistente das
equagdes de campo da TEC com RS-EMT, para O Caso em que & nulo o
trago do tensor de torgdo, &
e gqr S+ -T° ) =7 (3. 5)
AB 2 C' AB AB B A ! :
jsto &, a equagdo (1.5.6) com tensor momento-energia métrico
igual ao RS-EMT. Entretanto, devido a (1.5.8-11), pode ser es-

crita na forma

= mpoanentco_ q(BS) 5 g gb +vs “. (3. 6)
AB AB AB C (AB) C AB

Como ocorre a conservagdo do spin, pode-se ainda escrever
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canonico _ Tsimetrico _ T(RS) + 2V SC . (3. 7)
AB AB AR C (AB)

Num sistema de referéncia holdnomo, o RS-EMT con-

siste da soma de uma parte correspondente a um fluido perfeito
T. = p(1 + ¢ + P/p)u“uB + gABP ' (3. 8)

e uma parte dependente do momento angular intrinseco

AB _ {a_B)C- (B _a)c
T, = pu's uc+ Vc[p u''s 1

(3. 9)

_ c{a_n) (s _B)c D
pW ''s o T pus chu

Nas expressdes acima p e P sdo a densidade e a pressdo do flui-

. . . A . AB
do, respectivamente, £ a energia interna, u a 4-velocidade, s

o momento angular intrinseco especifico. A velocidade angular de
spin 8 w_ = ' E
AB A

" onde um pontoc & aqui utilizado (e apenas

aqui) para indicar a derivada covariante (em U,) com relagdo ao
T B
tempo proéoprio E”A = u VBEHA.
A formulagio variacional para o tensor acima foi

[38]

obtida por Ray, Smalley Difere fundamentalmente da formula-

gdo de Obukhov, KorotkyIM], para o tensor fenomenolégico, pelo
fato de que o vetor de spin estd definide em termos das tetra-
das, como dado em (3.1,2). Na abordagem dos dltimos autores, as
trés tetradas espaciais e as trés componentes do vetor de spin

sio consideradas variadveis independentes no principio variacio-

nal. como afirmado anteriormente, tais questdes ndc sfo objeto
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dessa tese.

Substituindo (3.8,9) em (3.7), e usando (3.1},
verifica~se que as divergéncias dos termos de spin em (3.7} can-
celam-se. Por essa razdo, o tensor de momento-energia candnico,
que & igual ao simétrico no presente caso, pode ser escrito como
a soma da parte de fluido perfeito (3.8) e uma parte efetiva de
spin dada apenas pelos dois Gltimos termos da parte de spin do
RS-EMT em (3.9).

Independentemente da descrigdo do tensor de mo-
mento-energia canénico, as equagbes de campo (1.5.10) para a me-

trica (2.1) séo

- 3% - (k) (v)
0o = 3x (1/2) 0(“)(V)¢ ¥
(3.10)
o (u)(v)o _
e Toywy T Too
Sy =27 o) (3.11)
~ o~ (28 + 3a° () (v) _
€y v (28 + 30" + (1/2) ;) 1,0
_ ] () (v)o
A8 Ty T D Sy
(3.12)
oy T T ey T
o (P) _
ey C ) T Tan )
=0 (3.13)

S1e) ()]
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0 o

St 1 ~ T T Tw e T
(3.14)
o (p) _
Y2 Tty Y Ty T °
A contraclo das equagdes (3.12) fornece
(W) _ _ en o anZ. (1) (v)
G () 6o 9 {(3/2) U(u)(v)a +
(3.15)
o L(u) (v)o _ (M)
TG Ty w T =T ()

Os termos de torg¢dc contraidos em (3.10), (3.12)
e (3.15), representam um interagdo de contato spin-spin de cara-

[16] . x
. Quandc se usa o tensor fenomenoldgico para o©

ter repulsivo
" fluido de Weyssenhoff, os modelos da TEC s8o obtidos dos corres-
pondentes modelos da TRG pela substituig¢io da da densidade e da

pressio do fluido sem spin pelas quantidades efetivas (p-sz) e

(p—SB), respectivamente, onde

= T (v)OT“” v
Por essa razdo, a interacdo de contato spin-spin pode criar as
condicdes para que a singularidade inicial seja evitada. Os mo-
delos de BFS nio reproduzem tal resultado, como se pode verifi-
car por inspeg¢do da Tabela II da Ref. [24] e das Equacgdes (8) da
Ref. [25], de onde extraiu-se, por exemplo, a expressdo para G

0]

2 (1) (V)
3o (1/2) G(u)(v)d

]
1l

00
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Admitindo que T Or(p) = 0 como BFS

4 (p) [ (V) (1)) '
fizeram, isto &, que os vetores de vorticidade e spin sio para-
lelos, verifica-se de (3.14) que as componentes do tensor de

torgdo tém a forma

0 _ —-30
T(u)(v) = TD e ' (3.16)

gue reproduz apenas a conservagdo do spin (3.3.11), se o = 1nR.
Considere-se agora a forma final das equag¢des de

campo da TEC guando acopladas &as componentes do RS-EMT. No sis-

tema de referé&ncia ndo holénomo definido em (2.2), as componen-

tes da velocidade angular de spin sdo descritas por

0

Ty vy (3.17)

W = - T +
(1) (v} (1) (v)
onde a presen¢a do termo de tor¢do decorre da prescrigio de aco-
plamento minimo gue substitui a derivada covariante Riemanniana
pela derivada que leva em conta a conexdo em U4. Entao, no mesmo

sistema de referéncia as componentes do RS-EMT séo

TOO =p (1 + ¢} , (3.18)

Twyw) “F%mw TP [ T () S o))t
(3.19)
a
~ Ty ) S ] '

(1) & (o) (1)

(my T 3F T 2P [ T () (1)
(3.20)
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_ o_ (o) (1)
Ta) (uy 8 ]""“‘

Os termos de acoplamento spin-torgdo ndo estdo presentes nas
componentes do tensor de momento energia exibidas em BFS.

Fazendo a aproximagdc p = p(l — £), supondo que o

fluido satisfaz a equagio de estado P = yp, definindo a« = 1ln R e

G- = —Z-

2 _ 1 (1) (v)
5~ Ty (n)? '

as eqguag¢des (3.10), (3.13), (3.18) e (3.20) fornecen

N =
(3.21)
1 (o) (1) _ o_ (o) (i)
3P ["(oc)(u)s Ty (uy © ]

Comparando a eguagio da aceleragdo acima com a

Eqg. 52 da Ref. [24], ou a Ed. 10 da Ref. [25], cuja forma &

%:—_—_ [,W—H'_] p ——;~02+%pt(a)(u)s(a)(“) ; (3.22)

verifica-se a auséncia dos termos de acoplamento spin-torgdoc e
spin-spin.

Entretanto, do ponto de vista da fisica, tais
termos sio equivalentes. Dessa forma ocorre um reforgo da inte-
ragdo de contato spin-spin de carater repulsivo. No entanto,
como se pode observar das expressfes para o tensor de Einstein
em (3.10-15), o termo spin-spin tem sua origem do lado esgquerdo

das equacdes da TEC. Com origem, portando, na geometria e ndo no
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termo de fonte, como ocorre com a totalidade dos modelos dgque
fazem uso do tensor fenomenolégico.

No presente estudo, os termos repulsivos, com o-
rigem no lado esguerdo das equagdes de campo, s3do acrescidoé do
termo equivalente de acoplamento spin-torgdo, cuja origem esta
no tensor de matéria. Na medida do que conhece o autor, tal pro-

priedade do RS-EMT n&o foi ainda observada na literatura.

5.4 ANALISE DA EVOLUCAO DOS MODELOS

BFS argumentam que o termo de acoplamento entre o
spin e a vorticidade domina a expansdo inicial do universo, e
portanto, uma fase inflaciondria necesséria, e inevitavelmente,
existe em universos anisotrdpicos Bianchi tipo I da TEC com ©

RS~EMT'. Seu argumento baseia-se em trabalho de FennelYW6], onde

~3(3-7}

se mostra gue a vorticidade varia na forma ‘tuv x R Os

termos de torgdo-tor¢ado, spin-torgdo, e o escalar de deformagdo
variam com R°. O termo de acoplamento spin-vorticidade &
dominante gquando o fator de escala assume seus menores valores.
Fsse & o caso ao se considerar a forma mais geral
da métrica apresentada em (2.1) e (2.2). Entretanto, ao restrin-
gir-se a forma da métrica de modo a ter t(u)(v) = 0, ou ao admi-
tir campos de matéria com uma distribuicio aleatdéria de spins,
como estudado por Gasperini [&], os resultados de BFS afirmam
nio ocorrer a fase inflacionaria, como se constata diretamente

de (3.22). Na realidade esse ndo & o caso, devido a presenga dos

termos de acoplamento torgdo-spin e spin-spin em (3.21).
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A energia cinética de spin K = —%— WuV sHY con-

tém contribuicgdes tanto do acoplamento spin-vorticidade quanto

spin-torgdo [c.f. Eq. (3.17)]. Por tal motivo, pode-se conside-
rar os casos em que t(ﬂ)(V) = 0, sem que isso implique que KS se
anule.

A andlise das possiveis cinemdaticas para o fluido

com spin, e seu efeito na expansdo dos modelos, fornece:

a) = 0, # 0 ou o 0 : uma

T o
(1) (v) (u) (v) () (v}
fase inflacionidria existe naturalmente, e inevitavelmente, em

cosmologias Bianchi tipo I com o RS-EMT, como BFS afirmam.

b) 0, = 0 : existe inflagdo em

T o

(u) (v) (1) (v)
modelos Bianchi tipo I da TEC com o RS-EMT apenas se os efeitos
de spin superam o escalar de deformagdo, i.e., a deformagdo pode

efetivamente impedir ou amortecer a fase inflaciondria, contra-

riamente ao que BFS afirmam.

c) Q, o( 0 (modelos de FRW pla-

©(u) (v) 1) (v)
nos com distribuicdo alinhada de spins) inflagdo necessariamen-
te existe em cosmologias com o RS-EMT, resultado que ndo & obti-
do por BFS.

Outros cenarios inflaciondrios em universos Bian-

tipo I com torgdo sdo obtidos por:

d) Considerar-se uma distribuigdo aleatdria de

. L [22)
spins, como tratado por Gasperini .

e) Considerar-se o tratamento fenomenoldgico do
fluido de Weyssenhoff polarizado, como tratado no Capitulo 4.
Por tais motivos, conclui-se que a expansdo cos-—

molégica em modelos da TEC com o RS-EMT apresenta outras possi-

bilidades para a inflagdo ndo consideradas nos trabalhos de BFS.
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CAPITULO 6

UNIVERSOS ETERNCS E PULSANTES NC ESPACO-TEMPO

DE RIEMANN-CARTAN

6.1 INTRODUCAO

Apesar dos universos de FRW serem os mais estuda-
dos no contexto da TRG, as caracteristicas da evolugado dos mode-
los correspondentes na TEC sdo ainda pouco conhecidas. Excetuan-
do-se o caso dos modelos planos, a evolugdo dos modelos fechados
e abertos merece estudo mais aprofundado.

Foi Kerlick'"!

quem primeiro observou que ndo se
pode incorporar um fluido perfeito polarizado como fonte para
cosmologias fechadas (Bianchi tipo IX), como se verificou no Ca-
pitulo 3. Essa classe de modelos pode ser gerada apenas por um
fluido em que os spins de suas particulas estdo aleatoriamente

[55]

orientados. Usando tal estrutura, Kuchowicz exibiu solugdes

exatas tipo FRW na TEC e, em particular, um modele fechado que =
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nio singular e oscila entre raios mdximo e minimo. Entretanto a
solucdo foi obtida sacrificando-se a lei de conservagdo do spin

(321 (NP) obtiveram

na TEC. Por outro lado, Nurgaliev, Ponomariev
uma classe de solugdes fechadas, gue s8o estdticas e estéveis
sob perturbagdes infinitesimais homogéneas e isotrdpicas.

Assim como nos trabalhos acima, a classe de mode-~
los de FRW na TEC, gerada por fluido ndo polarizado, & aqui dis-
cutida. Aplicam-se métodos da teoria de sistemas dindmicos para
investigar as propriedades das solugdes, mostrando-se gue: a) As
caracteristicas essenciais da solugdo particular de Kuchowicz
sdo compartilhadas por uma classe de solugdes fechadas, obtidas
sem a necessidade de violar a lei de conservagdo do spin; b) A
classe de solucdes estiticas de NP constitui solugdo representa-
da no espaco de fase por um ponto de equilibrio (um centro); c)
As solugdes infinitesimalmente perturbadas obtidas por NP cor-
respondem, no diagrama de fase, a Orbitas elipticas na vizinhan-
ca do ponto de equilibrio; d) Para perturbagdSes finitas da solu-
¢d3o estatica, as Orbitas sdo ainda fechadas, mas ndo mais repro-
duzem 0 comportamento harménico descrito por NP; e} Em ambos os
casos, efeitos devidos & interagdo repulsiva spin-spin predomi-
nam sobre a atracdo gravitacional em estdgios de alta densidade
de matéria, evitando o colapso & singularidade e reacelerando o
universo de volta & uma fase expansiondria; f) Mostra-se que é-
pocas inflaciondrias ciclicas existem nessa classe de modelos.

Obtém-se estes resultados independentemente da

descricdo utilizada para o tensor de momento-energia do fluido

perfeito com spin: se o fenomenoldgico, usado nas Refs. [32.55],
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ou o de Ray-Smalley.

6.2 MODELOS DE FRW COM DISTRIBUICAO ALEATORIA DE SPINS

As equagdes de campo da TEC para modelos de FRW,

com o tensor momento-energia fenomenoldgico como fonte da gravi-

tagdo, sdo obtidas de (3.3.18) tomando-se N'= a = 0, S 0 para
o caso plano (k = 0, Bianchi I); N'= 0, a = 1, So¢ 0 para mode-
los abertos (k = =1, Bianchi V); N'= N°= N'= 2, a =20, 5# 0 pa-
ra o caso fechado (k = 1, Bianchi IX). Explicitamente
S2
3 * 2 o]
p=— (R +Kk) +——, (2. 1)
R R
2
<\ 2 S
bk (B) L
R R

Entretanto, as equagdes (3.3.20) proibem o ali-
nhamento de spins em modelos Bilanchi tipo IX. Para superar essa
restrigio supde-se que a fonte do campo gravitacional & um flui-
do perfeito ndo polarizado, em gue a distribuigdo de spins flu-
tua aleatdriamente. De acordo com a interpretagdo usual, as fon-
tes de matéria para o campo gravitacional macroscdpico sdo defi~
nidas pela média no espago-tempo dos tensores de matéria no do-
minio microscépico. Embora a distribuig¢io de spins seja aleato-
ria, a média dos termos quadraticos de spin néo & nulal Para un

fluido ndo polarizado, pode-se escrever
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s,> = 0,

(2. 3}

2 1

AB
s° = 5«88 > = 0.

A lei de conservagao do spin, equagdo (2.4.4),
consistentemente com as equagbes de campo (3.3.17), estabelece
que os termos guadraticos de spin variam com R°. Portanto, su-

1 -]

Por dque s® = 5 (SABSAB> « R° , 6 = 2, como féz Kuchowiczs

{55]

para obter uma solugdo pulsante, & inconsistente tanto com as

equagdes de campo, como com a geometria ndoc acelerada de FRW.
Antes de analisar as solugSes de (2.1,2), discu-

te-se a mesma classe de modelos na formulagdoc auto-consistente

da TEC. Conforme discutido na segaoc 5.3, pode-se escrever

canonicoe _ Tsimetrico - T(RS) + 2V SC -
AB AB AB C (AB)
(2. 4)
. oF c(A_B) (A _B)c D
= TAB pW s o tpus chu '
onde TZB & o tensor de fluido perfeito na TRG e
WAB E E_uB u [VCE A] EuB
(2. 5)
of B I C,, D M
=u[VCEA]EuB+chA ED_uB'

R
com Vc designando a parte riemaniana da derivada covariante.

substituindo (2.5) em (2.4), e aplicando (2.3),

verifica-se gque termos guadraticos no spin sobrevivem apenas de-
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vido & presencga dos termos de acoplamento entre o spin e a con-
torgdo (ou torgdo). Tais termos se adicionam aoc termo existente
em {2.1).

Admitindo que p = (¥ - 1l)p, 1 = ¥y = 2, as edua-

¢des (2.1) tornam-se
RE+oq R +8R +T =0, (2. 6)
_ 3y - 2 _ Yy — 2 2 _ 3y — 2
onde o = (~———§———], B = A{___E___]So’ e I' = (————5———]k. Para
n#—-4, abandona-se a lei de conservagdo do spin, no sentido an-
teriormente aludido. Tem-se gque A=1, se o tensor momento-energia

& o fenomenoldgico, e A+l se o RS-EMT. Uma primeira integral pa-

ra (2.6) é
R" - — , (2. 7)

onde ‘ps & uma constante de integragdo positiva. Substituindo

(2.7) em (2.6) obtem-se

B _ o 200 - 1 m
R —“+B[WTm—]R- (2-8)
Note gue (2.8) ndo depende do parametroc de curvatura k, reprodu-
zindo essencialmente a equagio (4.3.1). A mesma analise 14 rea-
lizada, que leva a sucessivas fases de expansdo acelerada, & re-

petida agui.
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6.3 ANALISE QUALITATIVA DAS SOLUCOES

Uma solucdo exata geral para (2.7) ainda ndo fol
encontrada. Entretanto, definindo-se R = X e R = y, obtém-se de

(2.6) o sistema auténomo plano

X =y = F(x,y),
(3. 1)

N 1 m
y=--—5% (ay +8x" +T)=HXY).

O comportamento gualitativo das solugles de (3.1)
é investigado construindo-se os diagramas de fase do sistema. As
curvas integrais nesses diagramas representam modelos cosmolé-—
gicos evoluindo no tempo. Entretanto, solugBes especiais corres-
pondentes & pontos de equilibrio deo sistema dindmico, pontos do
plano em gue o lado direito de (3.1) anula-se simultdneamente,
descrevem modelos estaticos.

Observa-se gue tais solugdes estaticas situam-se

sobre o eixo x (y = 0), correspondendo as raizes da eguagao
m
x = - I'/B. (3. 2)

Uma vez determinados os pontos de equilibrioc, sua natureza topo-
légica é determinada pelos métodos da teoria de sistemas dindmi-

[98]
S .

co Note gue o sistema (3.1) ndo estd definido para x = 0.

Assim, posto gue x < 0 ndco tem significado fisico, restringe-se

a analise 3 regido x > 0.
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Para k = -1, ndc existem pontos de equilibrio e
modelos esti&ticos com métrica aberta ndo sdo permitidas na TEC.

Considere-se o caso k = 1. Como mencionado ante-
riormente, a condig¢do de conservagdo do spin implica que o Unico

valor assumido pelo paréametro m & -4. Nesse caso, (3.2) tem uma

1/4 .
. A localiza-

Gnica raiz real e positiva, a saber, X, = {(~8/T)
¢do exata desse ponto sobre o eixo-x depende dos valores
escolhidos para Sz, assim como da equagdc de estado obedecida
pelo fluide. E importante mencionar que esta solugdo &
formalmente idéntica & solugdo estdatica de Einstein na TRG.

Para fazer a determinag¢do da natureza topoldgica

do ponto de equilibrio X, & preciso avaliar o trago I e o deter-

minante A da matriz

9F  OF
ax ay
M = (3. 3)
oH oM
ox a
Yo ] (x=x_, y=0)

avallados em x = X and y = 0. Cdlculo direto mostra que, para m
gqualquer, I=0 e A = —(mF/xé). Assim, para m < 0 e k = 1, tem-se
A > 0 , caracterizando uma configuragdo de curvas fechadas em

torno de X, (um centro). O diagrama de fase dessas solugdes & a-

presentado na Figura 6.3.1, construido com o auxilio do programa

. a [99]
numérico Phaser .

Observando o diagrama da Figura 6.3.1, conclui-se

gque as curvas fechadas representam uma classe de universos ci-

clicos e eternos, cujos ralilos oscilam entre valores maximo e mi-
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nimo, passando pelo valor intermediario R = X, (que corresponde

Figura 6.3.1: Curvas fechadas em torno de x = X

ao ao raio do universo estadtico). O cédlculo explicito dos raios
pode ser feito com o auxilio de (2.7). Uma solugdoc tipica dessa
classe alterna eras de expansdo e contragido indefinidamente, em
sequéncia infinitamente denumeravel de ciclos. Note-se que esse
efeito pulsahte deve-se A presenga de spin. De fato, anulando-se
o spin, obtém-se os modelos de FRW fechados (k = 1) - universos
gue passam por ndo mais que um Gnico ciclo, do big bang inicial
ao colapso final.

A existéncia de fases aceleradas (ou inflaciona-
rias) em cada uma das curvas da Figura 6.3.1 & vista consideran-
do-se a regidc do plano de fase definida por -£<y<€ e x <-T'/B.

Se £ & escolhido suficientemente pequeno, entdo R = y >0, e a
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fase inflacionaria ocorre imediatamente apds o raio do universo
atingir seu valor minimo. Nesse estadgio, a densidade de spin
torna-se muito grande, e a interacgdo repulsiva spin-spin predo-
mina, sendo responsavel pela expancdo acelerada. Este efeito
torna-se mais significative quando se passa das curvas interio-
res para as mais externas, uma Vez due, nesse processo o raio
minimo torna-se cada vez menor.

Finalmente, examina-se a estabilidade da solugéo
estatica sob perturbacdes métricas finitas e infinitesimais. Por
perturbacdes finitas da solucgdo tipo Einstein (representada pelo
ponto de equilibrio xo), entende-se passar de X, para uma das
curvas fechadas em torno de X, Uma vez que o comportamento das
solucdes & periédico e oscilatério, porém, em geral ndo harmdéni-
co, conclui-se que a solugdo estitica é& estavel sob perturbagdes
finitas. Para estudar perturbac¢des infinitesimais na solucgdo es-
tatica (x, » x, + §x), expande-se o lado direito de (3.1) em

torno de X mantendo-se apenas os termos lineares, obtendo-se

(%) + @’ 8sx = 0 , (3. 4)
onde 8x = (x - xo), e w = Bmxje > 0. Conclui-se que o universo

perturbado oscila harménicamente em torno da configuracgdo esta-

tica, como obtido por NP.
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caPITULO 7

UNIVERSOS DE BIANCHI ESTATICOS COM MATERIA POLARIZADA

E CAMPO ELETROMAGNETICO NULO

7.1 INTRODUGAO

Trabalhos conhecidos na literatura, nos gquais se
discute a existéncia de solugdes cosmoldgicas da TEC para os ti-

pos de Bianchi II, VIII e XI, parecem ndc conclusivos e contro-

versos. De acordce com Tafelwn, a equagdo de Raychaudhury suge-

re gue modelos ndo singulares dos tipos de Bianchi I a VIII sao

. 20 ~ .
possiveis. Em outro trabalho' ], ele mostrou gue nac existem

solugdes do tipo II, mas modelos dos tipos VIII e IX podem exis-

(63, 641

tir. Lorenz afirma a existéncia de solugdes dos tipos II,

VIII e IX para as equagdes acopladas de Einstein-Cartan-Maxwell,

Vo . _[59
sem exibir, no entanto, gqualquer uma delas. Tsoubelis ' con-

clui que nenhuma solugdo do tipo II & possivel para modelos com

[61]

. . eyt C o 6
fluido com spin e campo magnético. Telxelra mostra uma so-—
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lucdo estatica do tipo IX, gerada por fluido perfeito com spin e
campo magnético de Proca, enfatizando gque solugdes com fluido e
campo magnético de Maxwell parecem impossiveis para o tipo IX.
Todos os trabalhos citados fazem uso do tensor fenomenolégico
para o fluido com spin. A mesma descrigdo & aqui adotada para
discutir universos dos tipos II, VIII e IX, gerados por fluido

perfeito polarizado e campo eletromagnético nulo.

7.2 NOTA SOBRE O ELETROMAGNETISMC EM U4

No c¢ontexto da TRG, define-se o tensor do campo

eletromagnético

(2. 1)

!
[}
<]

AB [AAB] '

onde A & o potencial vetor. A densidade lagragiana para o campo

Se egscreve
¢ =_L v=g F F™®, (2. 2)

de onde sdo obtidas as equagdes de Maxwell (V & a conexdo riema-

niana:

v F¥ = g%, (2. 4)
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e o tensor de momento energia para o campo eletromagnético

1 CD C
s~ a4 It T~ T Fe (2. 5)

Aplicando-se a prescrigdo de acoplamento minimo

ao passar para U4, (2.1) fornece o novo tensor

=2V A =2V A ~-'T A , (2. 6)

gque & uma expressdo dependente de uma transformagdo de gauge do
tipo A - A + BB¢ . Assinm sendo, parece ser apropriado proibir
a aplicagdo do principio de acoplamento minimo ao campo eletro-
magnético, mantendo-se a expressdo do tensor L dada em (2.1),
e as equagdes de Maxwell (2.3,4). Conclui-se que um féton nao
gera, nem & afetado pela torgao do espaqo~tempo“41, mostrando-
se também, gue o principio do acoplamento minimo aplicado ao
campo eletromagnético conduziria & violagdo do principio da con-

= [57]
servagdo da carga .

Entretanto, Novello“Dm mostrou gue, embora o
féton néo se acople com a geometria mais geral de U4, pode in-
teragir, sem o sacrificio da invariancia de gauge da teoria ele-
tromagnética e sem a violagdo da conservagdo da carga, com cer-—
tas estruturas de tor¢do. Em particular, com estruturas de tor-

¢do que possuem apenas trago e pseudo-trago ndo nulos, sendo nu-

la a parte sem trag¢o da torgao.

Como a tor¢do induzida por spin classico nédo se

enquadra na geometria restrita de U, mencionada acima, adota-se
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e 14
a prescrigac de Heh1'™ no gue se sedue,

7.3 MODELCS TIPC II, VIITI E IX COM CAMPO ELETROMAGNETICO

Escrevendo as equagdes de campo da TEC na forma

GAB = TAB + EAB, e tomando seu traco, obtém-se

R = -—%- (p + 3p) + E (3.1a)

00 2 p p oo ' :
R =-% (p-p) +E (3.1Db)

11 2 P p S B ’
R = E01 ’ (3.1c)
R, =E ., (3.1d)
- R =0 . (3.1e)

A Gltima equacgac reproduz (3.3.2), enguanto as e-
quacdes (3.1.c,d) constituem relagdes entre as componentes do
vetor de spin, o tensor de campo eletromagnético e a expansdo

dos modelos, nas formas {[c.f. (3.3.10,11)]

i i

N S
02 =B , (3. 2)
(R, R) °
J m
€ Sm(Hi—H)=E . (3. 3)
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Na auséncia do campo eletromagnético, (3.2) impe-
de a existéncia de solugdes tipo VIII e IX. Com o vetor de spin
alinhado ao longo de alguma diregdo particular, (3.3) assegura
gue os modelos adquirem simetria rotacional em torno daquela di-
regdo. Para modelos do tipo II (N1>O, N°= N°= 0), (3.2) impede o
alinhamento do vetor de spin ao longo da diregdo 1. As equagdes
de campo restantes, entretanto, sdo incompativeis com tal esco-
lha [c.f. (3.3.18c)]. Portanto, um fluido perfeito polarizado
pode contribuir para gerar modelos tipo II, VIITI e IX, apenas em
presenca de algum contefido material adicional que permita escre-
ver RM = T =# 0., Por esse motivo, os resultados negativos en-

01

contrados na literatura s&o consistentemente explicados anulan-

do-se ¢ lado direito de (3.2,3).
Note que as componentes Ele anulam-se com a esco-

lha escolha s" = o, H1 = Hj, restando apenas as componentes E.

i . 1
se N =+ 0. Assim, pode-se tomar s # O, H2 = H3 # H1' com O

objetive de discutir simultidneamente as solugdes para os tipos

II, VIII e IX. Escolhe-se ainda N° = N = N, gue & natural para

o caso IT.

Tomando R1 = 5, R2 = R.3 = R, as equagbes de campo

(3.1) sdo reescritas na forma [c.f. (3.3.18)]

2 (S))

R S R 0

o () ol e
R S R (SRZ)Z
(3.4a)
1 1
+ N wr? - Bg? - ,
R4 4 [¢]0]
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(3.4b)
1,2
4 (So) _ Nl(NRz _ ilsz) _ 2
2, 2 4 4 3 oo !
(SR") 3R
3 B § R R )?
=) - =) 5= - =)
{3.4cC)
N1 1_2 2
+ — (N8 - NR") = (E_ - E_) ,
R4 11 22
Ezz o= E33, (3.44)
N' st
= E_, 0o=E_=E_, (3.4e)
R? 01 02 03
0 = E . (3.4€)

As solugdes das equagdes de Bianchi-Maxwell para

modelos da classe A, na auséncia dos termos de fontes, s&oc dadas

por“m]
E = 1 (a sin N't + b sin N't ) (3.5a)
i RR i i i i’ ! )
j m
B = i (= b sin N't + a sin N't ) (3.5Db)
i R R i i i i
j m
R,
onde dt1 = R R dt. Seis constantes a, bi, determinam as com-

ponentes do campo eletromagnético, sendo as do tensor de momento
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energia para o campe dadas por

1 af + bf az + bi ai + bi
o0 2 [ 2 + 2 + 2 ] (3.6a)
(R,R,) (R.R)) (R,R,)
1 a’ + b ai + bi a? + b?
Eli T T3 [ : ; + 2 2 ] (3.6b)
(RiRk) (RiRj) (Rij)
€k k
E,, =ﬁ; [ (ab - ab) cos (vt - NT) -
R°R R b] b J
171 %
(3.6C)
- (aa + bbb} sen (th - Nt ) ]
J ok J Kk ] k
1 1 j
E1j = = T (aiaj + bibj) cos (N T th) -
RRR
17k
(3.6C)

+ (ab - ab ) sen (th - Nt )]
t ] ji 1 ]

Observa-se que gquatro das equagdes (3.4e,f) sdc idénticamente
satisfeitas se a = b = 0. Usando as expressdes acima, Jjunta-

mente com (3.4d,f), as seguintes relagbes sdo obtidas:

a® + b> = a% + b, (3.7a)
2 3
aa + bb =20, (3.7b)
2" 3 23 '
implicando gue
= = b 2 e
b3 =k a, a, k b2, k 1. (3.7c¢)
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Um campo eletromagnético nulo & compativel com as
equagdes acopladas de Einstein-Cartan-Maxwell, sendo as compo-

nentes do tensor de energia momento dadas por

2

Ep = By = E2 - }]<- Eorr (3. 8)
(RS)
onde a intensidade do campo eletromagnético & 52 = a® + b°. Se-
1 1 2 2
N s
gue-se de (3.4e) gue R = S se 5% = thgiLn A densidade de ener-

gia eletromagnética & positiva se k= -1 para o tipo VIII e k= +1
para os tipos II e IX. Uma mudanga de fase nas componentes dos
campos ocorre guando se passa dos modelos tipo VIII para os ti-
pos II e IX.

0 fator de escala é& determinado de (3.4c) na for-

ma

Sl
0]
R =8 = , (3. 9)

k ( N' - N)

enquanto (3.4 a,b) resolvem a densidade de energia e a pressao:

1 1.2
p = K@ - N) [Nz-—(N)], (3.10)
1
s 4
o]
2N - 3N
Pp=2Ap, A=, (3.11)
2N + N

contrariando os resultados negativos de Tafel'®!

. 5 - g a7 s
e Tsoubells[gl, parece possivel compatibilizar a estrutura geo-

métrica Bianchi tipo II no contexto das cosmologias da TEC. En-
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tretanto, a condicdo p < 0, A = -3, obtida de (3.10,11), mostra
gue uma solugido consistente ainda ndo foi encontrada.

Para evitar mudanga na assinatura da métrica e
assegurar a positividade da densidade de energia, o parémetro N'
deve se restringir aos intervalos 0>N'>-2N e 2N>N'>N, com N>O,
para os modelos tipo VIII e IX, respectivamente. A condigdo
A>1 deve ser observada para o tipo VIII [c.f. (3.12)].

A solugdo tipo IX, assim como a Ref. [61], mos-
tram que distribuigdes de spin alinhados podem ser compatibili-
zados com a geometria de universos fechados. No caso em estudo,
um tipo arbitririo de matéria, com -1/3 > a > -1 (Ip| < p) con-
tribui para gerar uma solugdo estitica, semelhante a solugdo de
Einstein na TRG. Deve-se observar gue a remog¢do da singularidade
caracteristica dos modelos da TRG & um efeito devido exclusiva-
mente & presencga de spin. Anulando-se o parametro de spin nas e~
quacdes de campo (3.4), recai-se no estudo de modelos tipo IT,
VIII e IX com fluido perfeito e campo eletromagnético daquela
teoria. Verifica-se, na TRG, gue a presenga do campo pode apenhas
afetar o intervalo de tempo entre as duas singularidades presen-
tes nos modelos tipo IX, sem, no entanto, remové—las“oa.

0s modelos apresentados nac apresentam expansao,
sendo homogéneos no espago—tempo. O campo eletromagnético forne-
ce tensdes adicionais necessdrias para gerar a estrutura do
campo gravitacional, que nado pode ser obtida apenas em presenga
de fluido perfeito com spin. Entretanto, os campos gravitaciocnal
e eletromagnético nfdo compartilham das mesmas simetrias (3/dt

ndo & um vetor de Killing para o campo eletromagnético, exceto
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no caso II).

Para concluir, deve-se registrar que os modelos
apresentados evidenciam apenas a possibilidde de compatibilizar-
se as equacdes de campo da TEC com as estruturas geométricas dos
tipos de Bianchi II, VIII e IX. Exigem esforgos adicionais para
serem compatibilizados com a lei de Hubble, gerados por fluidos

realistas.
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CONCLUSOES

Este trabalho é& dedicado ao estudo de solugdes
cosmoldédgicas espacialmente homogéneas da Teoria de Einstein-Car-
tan. Os resultados obtidos podem ser sumarizados como se segue.

a) Demonstra-se dque as equagdes de campo da TEC
podem ser obtidas através do Principic de Hilbert extendido a
U4, gque prescreve a métrica e a contorgdo como quantidades inde-
pendentes no processo varlacional.

b) Obtém-se, por meio desse procedimento, os ter-
mos de superficie omitidos na formulagdo variacional baseada no
Principio de Palatini. Verifica-se que apenas o trago da contor-
cdo e a variagdo de seu trago, contribuem para os termos que se
adicionam ao termo de superficie puramente riemaniano.

c) As equagdes de campo para modelos de Bianchi

na TEC, gerados pelo tensor de momento-energia fenomenoldgico
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para o fluido perfeito com spin, sdo construidas em termos dos
pardmetros que definem as diferentes geometrias dessa classe. Em
principic, se possivel for, a solugdo geral do sistema apresen-
tado constitui solugdo multiparamétrica que unifica todas as so-
solucdes geradas por fluido perfeito na TEC e na TRG. A especia-
lizagdio dessa solugdo geral para cada um dos tipos de Bianchi se
farda por deformagdes continuas dos parametros.

d) Analisam-se as estruturas possiveis para o ve-
tor de spin e as cinemdticas admissiveis para os modelos de Bi-
anchi na TEC. Verifica-se que todos os modelos da classe A ad-
guirem simetria rotacional em torno da diregdo de alinhamento do
vetor de spin. A andlise feita ndo &, entretanto, a mais geral,
que serd obtida através de estudo que inclua os grupos de auto-
morfismos dos grupos de Bianchi.

e) Constréi-se a solugdo geral e unificada para
modelos de Bianchi tipo I na TEC e na TRG. Propositadamente es-
crita de forma generalizada, a mesma estrutura de solugdo pres-
ta-se ao estudo de outras classes de modelos na TEC e na TRG,
baseados em diferentes hipéteses para o substrato cosmoldgico e
sua cinemdtica.

f) Mostra-se que todas as classes de solugles
contidas na solugdo generalizada sdo redutiveis & dinamica de um
oscilador harménico simples. A estrutura generalizada da solugdo
permite ainda a comparagdo dos modos de evolugdo de modelos em
diferentes classes de solugdes nela contidas.

g) Verifica-se a existéncia de uma fase de expan-
sio acelerada no decorrer da evolugdo de modelos tipo I, gerados

por fluido perfeito com spins alinhados. Entretanto, tal fase
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= = . PR « [80
nio é realista, segundo o critério de Abbot e Wisel }, sendo

similar aquela demonstrada por Gasperinimm, para uma distribu-
icdo aleatdria de spins. Responde-se, portanto, de forma negati-
va a4 sugestdo feita pelo Gltimo autor para resolver os problemas
14 encontrados.

h) Uma aplicacdo importante da solugdo generali-

zada & feita as cosmologias de FRW da TRG. Constréi-se o espec-
tro continuo de solugdes dessa classe, dependentes do par de pa-
rametros (7,K). Mostra-se gue o periodo (intervalo de tempo en-
tre duas singularidades) dos modelos fechados decresce com o au-
mento do contetdo de massa-energia dos meodelos.
1) Mostra-se que as solugdes Bianchli tipo I da
TEC, geradas pelo tensor de momento-energia de Ray-Smalley, e e-
xibidas por Bradas, Fenneley e Smalley, sao inconsistentes com o
postulado métrico da TEC.

j) Mostra-se que os cendrios inflaciondrios exis-
tentes em cosmologias Bianchi tipo I geradas pelc tensor de Ray-
Smalley dependem do grau de generalidade da métrica adotada. Po-
dem ocorrer trés possibilidades distintas para a expansao acele-
rada, duas delas ndoc apresentadas nos trabalhos citados.

k) Demostra-se a existéncia de classes de univer-
sos fechados (Bianchi tipo IX) inflacionarios, eternos e pulsan-
tes, gerados por fluido perfeito com distribuicdo aleatdria de
spins. Tais classes existem independentemente da descrigdo uti-
lizada para © tensor de momento-energia: se o fenomenoldgico ou
o de Ray-Smalley.

1) As solugbes estaticas existentes nessa classe

de modelos, representadas por pontos de equilibrio no diagrama
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de fase do sistema, sdo estaveis tanto sob perturbagdes finitas
como infinitesimais da métrica.

m) Exibem-se solugdes estaticas, geradas por flu-
ido perfeito com spins alinhados e campo eletromagnético nulo,
para os tipos de Bianchi II, VII e IX. Tals solugdes, embora néo
realistas, mostram gue parece ser possivel compatibilizar as es-
truturas geométricas desses tipos de Bianchi com o alinhamento

de spins, contrariando resultados conhecidos na literatura.
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APENDICE A

A GEOMETRIA DE UMA VARIEDADE AFIM

A.1 - Introdugao

Este apéndice tem por objetivo o estudo da geome-
tria das variedades afins, em particular, as variedades de Rie-
mann-Cartan (Un) e Riemann (Rn).

Objetos geométricos serdo definidos de forma in-
variante, sem referédncia a um sistema de coordenadas particular.
Como o uso de coordenadas, ou a escolha de uma base para © espa-
¢o tangente & variedade, & operacional, componentes de objetos
geométricos serdo explicitadas em bases arbitrarias.

Trata-se de assunto conhecido, encontradc em tex-

[103] [104]

tos classicos como Schouten e Tonnelat ;, ou em aborda-

gem invariante voltada para o interesse matemdtico apresentada

: 105 106
por Sprak[ I. Textos como Lovelock, Hund' ], schutz'""?! ou
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Chandrasekhar“om, via de regra privilegiam o tratamento da

geome~ tria de R, ou a base de coordenadas no estudo de Un.

O tratamento invariante da geometria das varie-
dades afins é ttil por: a) precisar as simetrias adgquiridas pe-
los objetos geométricos no processo de especializagdo de varie-
dades, em particular pela curvatura; b) unificar algoritmos de
determinagdo da geometria, isto &, o cdlculo usual na base de

coordenadas , e o cdlculo na base tetradica ou base ortonormal.

A.2 - Conexdo Afim e Derivada Covariante

Considere uma variedade diferenciavel M, de di-

mensdo n. Em cada ponto p € M, vetores do espago tangente T s&o
P

representados na forma X = X%ﬂ, e tém estrutura de operadores

diferenciais sobre fungbes em M:

X [£] = X'e [f] = Xieia af ,

af

ax“

onde aaf = . O conjunto {et} é base para Tp, e a base {61}

denomina-se base de coordenadas ou base candnica para T .
P

Aplicacgdes lineares sobre T com valores reais,
P
* . * =
T : T - R, definem o espago dual T . Seus elementos sao repre-
P P P
1 1 . * .
sentados na forma w = we, onde {e'} & base para T , satisfa-
P

1, 9100) = wf obtém-

zendo a relacgdo el(ej) = 6;. Como ei(X) = X
se a contrag¢do usual w(X) = X%ﬂ.

Um tensor misto, r-contravariante, s-covariante,
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r s *
& aplicagdo multilinear T : [ T ] X [ omT J -» R, deno-
=1 Py =P )

minado tensor tipo [:]. Tal conjunto tem estrutura de espago ve-

torial, denotado por I: (Tp), e os n'"“elementos

)(1) J(s)
e '®...8 e ©®e ©...0 e ,

(1) (r}
definem sua base. As quantidades

i .
1) (r)

(1).. (=)

s8o0 as componentes do tensor na base {ei) e a base dual {ej}.
Discute-se tais conceitos nos textos modernos citados, podendo-
se ainda consultar Assadw”, do qual este Apéndice & extensio.

Vetores, tensores, e respectivos espagos vetoria-
is surgem da estrutura diferenciavel da variedade. A conexao a-
fim & estrutura suplementar, associada a uma regra para trans-
porte paralelo em M, que permite definir torgdo e curvatura.

Uma conexdo afim V em M associa a cada campo ve-

torial U um operador diferencial v, que mapeia um campo tensori-

al W em outro campo tensorial g W, com as propriedades:

a) v W=FfYyW+gyw, (2. 1)
b) V (fW) = U [£] W+ £ § W, (2. 2)
c) Y (W+12Z) =y W+Y72Z, (2. 3)
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d) ¥y £ =U[f], (2. 4)

onde £ e g saoc fungdes. Extende-se a agdo de g sobre tensores

arbitrarios e contrag¢des através das regras de Leibniz

e) 8 (A e B) = [g A] ® B+ A ® [8‘ B] ’ (2. 5)
f) g A(B) = [8 A](B) + A [8 B] ' (2. 6)
onde A,B € I:, com r,s = 1 em (2.6). Com essas propriedades, 8 é

um operador que preserva o tipo tensorial, mostrando-se que:

1

) [\3, A] (X, oo X 0t ,00) =

1
=Y AX, X, 0 T S

(2. 7)
r
1
= Y A(X, ., Xy X 00 o o) -
1=1
5
1 ]
- ZA(XI,..,Xr,w b 7w 0%
i=1
Em particular
Ve = (Ve e = I, e ’ (2. 8)
ei ] ei J k ij k
e usando (2.6)
vel = - rikje“ . (2. 9)

3 ~ k . = .
As n~ fungdes FU determinam a conexac afim V em
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M, podendo-se ainda escrever (2.8) na seguinte forma:

— —— k
geul" e wj(ei)ek,

w =T e . {2.10)

Transformagdes da afinidade Fuk sao obtidas de
(2.1), (2.2) e (2.7). Se EC = ¢:em e e = ¢1ek sd0 novas bases
obtidas por meio da matriz de transformagdo ¢, entao:
bcal = [Eb[qjck] + ¢b1 ¢cj Fijk] ¢ka :
Na base de coordenadas a expressao acima revela que a conexdo a-
fim ndo & um tensor, poré&m, objetos proporcionais a sua parte
antissimétrica nos indices inferiores, terdo carater tensorial.
Com a agdo de 8 dada por (2.1-6), define-se a de-
rivada covariante de um campo vetorial Y, denotada por V Y, co-
mo o campo-fensorial tipo [i] que mapeia todo campo vetorial X

amn g Y, através da contragao

(VY)(X) =gV . (2.11)

Em componentes, a relagdo acima escreve-se

[v Y]‘ =v vy =e[v'] + YT ' (2.12)
m m m mk
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i

Na base de coordenadas [V Y]i = Y .
m //m

Similarmente, a derivada covariante de um tensor

A e I' & um tensor tipo [21], que contraido com o campo vetori-
s 5
*

al X reproduz y A. Assim, para w ¢ Tp

(v w)im = X W = em[wi] - ka . (2.13)

Analogamente, definem-se derivadas covariantes

consecutivas. A derivada covariante segunda de um vetor Z ¢ T,
P

denotada por (Vv V Z), & o tensor tipo [;} que mapeia todo vetor
X em g (Vv Z) - um tensor tipo [1] - através da contracgéo
- i m j _
(Vv ¥ Z)(X) = [v v z] nXee e g (vz) . (2.14)
Usando (2.5), e fazendo nova contragdo, obtém-se
— 1 —_—
[(V v Z) (em)J (ek) = [V v ZJ Sy =
(2.15)
_ i r i _ i r
= [em[(V Z) k] + (V 7) kl" o (V 2) rrmk] «e1 .

i
124,904

Na base de coordenadas [v v Z]im]= Z

Dados um tensor A € I’ e X,Y € T, (Vv V A) & ob-
s p XYy
tido através da seguinte contragdo [c.f.(2.6)}:
gy a- [(v v A)(X)](Y) + (Vv A)[(V Y)(X)] . . (2.16)
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A.3 - Torgao
Define-se o vetor de torgdo por

T(X,¥Y) = —— [g Y -gX- [X,Y]] , (3. 1)

satisfazendo as seguintes propriedades:
T(X,Y) = - T(Y,X) , (3. 2)
T(£X,¥Y) = £ T(X,Y) , (3. 3)
onde X,Y e T, [X,¥] = XY - VX, e f & funcdo em M.
0 mapeamento (X,Y,w) - w [T(X,Y)] & funcao multi-

. * . =
linear sobre Tgﬂ%pr em cada ponto e define o tensor de torgao,

com componentes

k _ k 1 k _ kK _ k

e (T(ei,ej)] = T1J = 5 [Flj FJl 1;] (3. 4)
Cijk sdo as fungdes de estrutura, dadas por [ei,ej] = CL:ek. Na
base de coordenadas Clk = 0, e o tensor de torgdo & a parte an-

b]

tissimétrica da conexdo afim.
A interpretagdo geomé-
trica da torgdo & ilustrada na Fi-

Yine)

gura A.3.1. Dados dois vetores X e

Cloy ) XD - Y, tangentes a curvas parametriza-

Fi A.3.1: Int t .
qura nrerpretacas das com parametros m e A, respec-

geometrica da torcao
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tivamente, nio & possivel fechar o paralelogramc gerado por
X(no), Y(AO) e mesmos vetores paralelamente transportados, ainda
gue o comutador desses vetores seja nulo. O vetor de torgdo esta
associado ao deslocamento adicional necessario para fechar tal

circuito na variedade afinm.

A.4 - Curvatura

Dados X,Y € Tp, define-se o operador sobre campos

tensoriais arbitrarios, denominado operador de curvatura, por

R(X,Y) =37 -0% - Yy - (4. 1)
possuindo as seguintes propriedades:
a) R(X,Y) = - R(Y,X) , (4. 2)
b)lR(fX,Y) [Ql] = £ R(X,Y) [Q] , (4. 3)
c) R(X,Y) [£fQ] = £ R(X,Y) [Q] . (4. 4)
d) R(X,Y) [P o Q] = [R(X,Y) [P]]@ o+
(4. 5)

+ P e [R(X,Y) [Q]] p

que seguem de (2.1-6), onde P,Q € I; e £ & fungio em M.
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Usando (2.10), (2.16) e (3.1), verifica-se dire-

tamente que, para dualdquer tensor Q < I; e X,Y e Tp
(v oam]m - (evam]m =
= R(LY) (@) -2 (7 ) (TR 1) -

Calculo direto mostra que, dados X, Y, Z € Tp
R(X,Y) [2] =
(4. 7)
= [2e [T ™ + 2r T T - c T " xv'zFe .
[i| 11k (iled = 31k ij rk n
*
Se w € Tp, o mapeamento (X,Y,Z2,w) - w [R(X,Y)[Z]]

. * s
& forma multilinear sobre T xT prxT em cada ponto, definindo o
P P

P

tensor de curvatura, cujas componentes numa base arbitraria sao:

R "= em[R(el,eJ) [ek]] =

13k
(4. 8)
m m r r m
ze[i[rj]k] * 2I}1ﬂrﬂ 1—‘j]k Clj rrk !
obtendo-se de (4.1-6): a) Se f & uma fungao
R{(X,Y) [f] = C ,
(4. 9)

k

(VVE), - (VY =2T,

e [£] ;
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b) Para Z < Ié, tem-se
[vvz]1 - [vvz]1 = -2zR '+ 27T r[v z‘] ; (4.10)
mk km mk

c) Para & < I:, encontra-se

. _ . | m
[R(X,Y) [w]]k = - XY R "W,
(4.11)
k k
(V V w) - (V V w) = R w + 2 T [v © ] ’
thm imh hm 1 k hm |k 1
d) Se g € I;
[v v g]1 jmh [v v g}iﬁm -
(4.12)
_ k k k
- Rmhi gkj + Rhmj gik+ 2 Thm E 955 7
onde, na base de coordenadas, (V V g)Umh = gU/MVA{ Relagdes

analogas a (4.9-12) podem ser escritas para tensores quaisquer.
Deve-se observar gque o tensor de curvatura & an-
tissimétrico em seus dois primeiros indices:
R(X,¥) = - R(Y,X) > R =0 . (4.13)
Uk
Esta & a Gnica, e fundamental, propriedade de simetria da curva-
tura em A . Outras simetrias exigem a imposigdo de restrigdes a
n 1
a variedade, tais como a condigdo de metricidade, como ocorre em

U, e que, adicionalmente, a torgdo & nula, como ocorre em R .
n n
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Considere-se a permutagdo ciclica dos argumentos

do operador de curvatura

3[R 121+ REZX Y]+ ROYL,2) (XD =

= § T(Y,2) + § T(XY) + 7 T(Z,X) + (4.14)
+ T(X,[Y,Z]] + T[Y,[Z,X}] + T(Z,[X,Y]] ,

onde foi utilizada (3.1) e a Identidade de Jacobi. Numa base ar-

bitraria, a expressido acima torna-se

11 - m _ r m
R[ljk] - 2[? Tjk] 4 T[ij Tk]r ! (4.15)

gque, gquando contraida, & colocada sob forma de uma divergéncia.

Com esse intuito, define-se a torgdo modificada

g"=7"4+28"7 "T=-9", (4.16)
ki ki [k ilr ik
e o operador
*
V=V+2r ", (4.17)
m m mI
obtendo-se
#*
3 mo_ m
= Riga =17, (4.18)

Considere-se a agao de g sobre R(X,Y¥Y} [U]. Usando
(2.7) e denotando por {X,Y,Z} a permutagido ciclica desses veto-

res, obtém-se
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{(g R) (XrY} u) = {g R(XrY)} (0} - {R(g X:Y)} (ul -
- {R(Xrg Y)} (o] - {R(XIY)[E} U}

Mas, usando (3.1) e (4.1), pode-se escrever:

2 R{[T(X,Y),ZJ} [U] =

= {R(g Y,Z)} [U] + {R(z,g X)} (U] - {R([X,Y],Z)} (U] =

il

{reg x, 0} )+ {rexg 0} - {rax,1, 20} (o
Portanto:
{(g R)(X,Y},U) + 2 {R[T(X,Y],Z)} (Ul =
- {g rexo} o - {Rexw g v - {retx,v1, 2} )
Usando (4.1), pode—-se escrever

Y R(X,¥) [U] - R(X,Y)(g U] - R([X,Y],2) (U] =

¥ UE Y ]] [uy -+ HXYY],Z] u -

Ao se permutar ciclicamente os indices, a relagcdo acima se anu-

la, devido & Identidade de Jacobi. Dessa forma
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{(g R) (X,Y},U) + 2 {R[T(X,YJ,Z)} [U] = O (4.19)

Numa base arbitraria, esta relagdo toma a forma

b1 T 5
o Rmhn B T[” Reem 7 (4.20)

I
&

que é a identidade de Bianchi em A .

A.5 - Tensor Métrico e Condigdo de Metricidade

Um produto escalar & uma regra gue associa um ni-
mero real a cada par de vetores de um dado espago vetorial. Como
aplicacdo linear em cada um de seus argumentos, define um tensor

. - ' . 1 . - .
simétrico, tipo [2], denominado tensor métrico:

g(u,v) = g(Vv,U}) = UV , (5. 1)
com componentes
9, = 9(91:91) = e e (5. 2)
Sob mudanga de base e, = Aji,eJ tem-se due
k m _ k m
9y © Ay, A 3 Yk T AL" 9, A o
ou simplesmente
g’ = A g A . . (5. 3)

Tal liberdade de transforma¢gdo de bases permite a
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escolha daquela que reduza a métrica & sua forma mais simples.
Como A & matriz arbitraria, define-se A = OD, onde O & matriz

Y e D & matriz diagonal (D' = D). Assin,

ortogonal (OT = 0
g’ =D g, D , (5. 4)
onde

g, =0 g0 =diag (g9,,.--,9) . (5. 5)

pois toda matriz simétrica pode ser diagonalizada por uma trans-

formagdo de similaridade definida por uma matriz ortogonal.

Como, por hipdtese, D = diag (d1""'dn)’ entio:
y _ s 2 2
g - dlag (gld1 rec st gndn) t (5' 6)
o gque permite tomar d = |g|"”?, de forma que g’ & matriz dia-

i

gonal cujos elementos sdo * 1. Por uma escolha adequada de O,
pode-se fazer com que o tensor métrico assuma a forma canf0nica

9, = diag (-1,...,-1,+1,...,+1). Denomina-se de base ortonormal

ou tetradica aquela em gque a métrica assume a forma candnica.
Do ponto de vista da &lgebra tensorial, o tensor

- . P . P -1 . P
métrico & uma aplicagdo g : I' - Ir1 . Diz-se que X € T & o e-
s

o—

guivalente contravariante de w € Tp se, para todo Y € Tp,

g(X,¥Y) = w(¥) . (5. 7)

gue define a aplicagdo g : 1t > If . Mostra-

: i
Assim, gUX = W o

jl
1

. =~ PR - . . . -1 o]
se que tal aplicagdo é inversivel, isto &, existe g : I1-9 I.
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Dados dois pontos infinitesimalmente préximos, o
elemento de disténcia & dado por ds® = gdeidxj, justificando a

denominag¢do tensor métrico.

Numa variedade afim possuindo conexdo V e métri-
ca g, define-se o tensor de ndo-metricidade por
Q = ggij = ek[gij] B Fkl grj B Tkj gir = Q(ij)k ) (5. 8}
Conexdo afim e métrica sio ditas compativels se, para todo par
(X,Y), o produto interno g(X,Y) & preservado por transporte pa-
ralelo ao longo das curvas integrais de qualquer outro campo

z.Logo, V e g sdo compativeis se & nula a derivada covariante do

tensor métrico, anulando-se a ndo-metricidade.
A.6 - Determinagdo da afinidade e identidades geométricas em v,
Permutando ciclicamente os indices nas Egs. (3.4)

e (5.8), e combinando adequadamente as seis equagdes resultan-

tes, obtém-se:

1"ijk = [1j,k] + Wnk - Kijk + Nijk ' (6. 1)
onde
_ - 1 -
(k] = Dnxl = =5 (ejlg,) + e l9,] = (9, (6. 2)
= =2+ [c +c  -c (6. 3)
B(1jk Wi[jk] 2 13k ki j Jki r ’
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(6. 4)

Nijk = N(ij)k - T2 [Qijk - Qkij - iji] ) (6. 3)

A variedade de Riemann-Cartan (U) tem métrica

compativel com a conexdoc afim (NiJk = 0) e torgdo ndo nula. Nes-

se caso, a conexdo afim na base de coordenadas tem a forma:

m__ m - ™m
T A 5. o

onde

m _ 1 mk _
{i J} 2 g [gkifj + gkj/i gij/k] (6. 7)

80 os simbolos de Christoffel de segundo tipo, e K”k sdo as
componentes do tensor de contorgao, dado por (6.4). Deve-se ob-

servar que, nessa base,

ruipm - {;:} t 2 Tmuj) ! (6.8a)
=T . (6.8Db)

Na base ortonormal, a conexao afim tem a forma
r = ¥ - K , (6. 9)

sendo Wuk os coeficientes de rotagdo de Riccli dados em (6.3), e

m _ m m
Ty = 2 [c an * T m)] , (6.10a)

134



Foy =6+ (6.10b)

L 0 . (6.10c)

(6.10c) expressa a condi¢do de metricidade na base ortonormal.

De (4.12) e (4.13) encontram-se as duas proprie-

dades de simetria do tensor de curvatura em U
n

Ry pn = © (6.11)

Rij(km) o (6.12)

e este tensor tem 36 componentes independentes em U4. Note due

(6.11) decorre da definigdo (4.1) e (6.8b) decorre da exigéncia
de compatibilidade entre a métrica e conexdo afim. Além destas,
o tensor de Riemann em Un satisfaz as relagdes (4.15) e (4.20).

O tensor de Einstein & definido por

- 1

Gik = Ry 2 Y R (6.13)

onde R = Rikm & o tensor de Ricci e R = R.i1 € o escalar de
m
curvatura em Un. Usando (4.18), verifica-se diretamente que
*
= = m
Gum RHkI g gm ' (6.14)

A dupla contragio das identidades de Bianchi da-

das em (4.20) fornece
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_ re
VG B =-2T 'R+ T 'R, (6.15)
e usando (4.16) e (6.13) obtém-se
r i Ik
r
ve =9 "R T, (6.16)
onde
+ * . .
v =V U + 2T “v =
] i ] i ji Tk
(6.17)
_ k
= Y P, + 4 Tﬂi ko

& operador que atua sobre objetos possuindo apenas um indice co-
variante (o nGmero de indices contravariantes & irrelevante).
Objetos geométricos de interesse em U , estdo re-
n
R

lacionados aos seus correspondentes em U , denotados por :
n

a) Tensor de Riemann

(6.18)

onde se fez uso de (4.8) e (6.1). O tensor de curvatura em Rn é

descrito na base de coordenadas por

(6.19a)

Jos )
=
=
2
i
5]
—t—
‘—“3
~
——
I
Q
L
—t—
=]
-
g’
+
—t—
2
o
g’
—_——
L
o
=
S’
I
—t—
e
=
b=l
g’
—t—
o
ED
e’

e na base ortonormal por
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R
m _ m m P _ P m .
R!jk - zell[vj]k] + 2 Tanpl T Cij o (6.19b)
b) Tensor de Ricci
R [ r]
=R -VI{K™"+8" K| +2K" K ; (6.20)
3k jk m jk j ok r] mk
¢) Escalar de Curvatura
R *
R=R-2V7 K" + 2 K[ms‘“Kr}S'“ ; (6.21)

d) 0 tensor de Einstein & construido diretamente
das duas Gltimas equagdes. Serd Gtil, porém, expressa-lo em ter-

mos da torgao modificada, obtendo-se:

R *
G =G +V[?T"'+?Tm —57’“]—
jk Jk m ik ik k j
-9®9g 4+ 29™5 449 g - (6.22)
J mpk b kmp Jm kp _
- X g |97 4+ 4 9™ g7
2 gjk wmpr r Ip m] .

Na determinacio das relagdes anteriores usou—se o fa-
to de que torg¢ido, contorgdo, torgdo modificada e seus tragos re-

lacionam-se nas formas abaixo:

k p K k k L K k (6.23)

(6.24)
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I11) 7 =7 *+ 28T o T F =9 ¥+ 557 , (6.25)
ij ij (1 jl 1] ij (1 3]
V) 9 =9 "=-217 "=-2T |, (6.26)
i im im i
V)K =-9" -9g' +9'+2s89 o
jk Jk k j jk [j kil
(6.27)
k k
it = = - )
ij [13] {i jl
VI) K, = K‘"ml =g "=9 . (6.28)
Usando-se as identidades
sr m . _ Sm. r
2 K K "= -97K ", (6.29)
8V=g = <~ V=g g’ a9, =
i 2 g 174k
(6.30)

mostra-se gque a densidade escalar de curvatura, R = v-g R, tem a

segquinte forma na base de coordenadas

(6.31)
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A.7 - Equagdes de Estrutura de Cartan
Unm tensor tipo [i] & antissimétrico se

(L ,..,L L ,..,L

[ES A & b

(1} (r)) -

(7. 1)

= - T(L L ,..,L

. .., L
(1)’ “tn ('t

(m) !

onde 1= i,j =r. Tais tensores sdo denominados de formas exterio-
res de ordem r, ou r-formas. Se T1 e T2 sdo r-formas, sua combi-
nagdo linear também & uma r-forma, e este conjunto & um subespa-
go de I°, denotado por A .
T r
Define-se o operador de alternagdo A, sobre I°,
r
tal que
Q
A: T > A
r r
(7. 2)

AT(Llr'-rLr) = U I‘Z‘j )sgn (jll LI jr)T(Lll"lLr) !

onde a soma se faz sobre todas as permutagdes (jl,..,jr) <]
sgn(j1 ceey 5r) = t+ 1, respectivamente para as permutagdes pares
ou impares dos r argumentos de T. O operador A associa a cada
tensor T € I; sua parte antissimétrica, podendo-se mostrar que
a) A & um projetor, a% = A, (7. 3)
b} T & antissimétrico se AT = T. (7. 4)

0 produto exterior de T « Ar e 5 € AS &, definido
por

TAS =A(T  S) , (7. 5)
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verificando-se diretamente que
TAS=(-1)°"85AT. (7. 6)

Sse T € A, entdo T = T e's...e e', e por

(7.4) e {(7.6) obtém-se

e'A.. AeT (7. 8)

sdo base para Ar.

0 cdlculo diferencial de r-formas & baseado no
conceito de derivada exterior, que & aplicagdo d : A A+1, ex-
r r

presssa na base de coordenadas pela (A + 1) forma

aT
RN Kk I I,
dar - dx'N dx AN... AN dx . (7. 9)
Ix

I

Seguem-se as seguintes propriedades da derivada
exterior

a) d(aT + bS) + a AT + b ds ; (7.10)

b) Se £ & uma 0-forma

ar = 9L ax' . (7.11)
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c) Se T & r~-forma

A(fT) = dE A T + £ dT; (7.12)
a) d°T = d (dT) = 0 ; (7.13)
e) Se T € Ar,'S € As

d(T A 8) =dTr A S + (-1)" T AdS . (7.14)

Se w & uma 1-forma, dw & a 2-forma gue satisfaz a

. 3,4
relagao geral[ 41

dw(X,¥) = > (x [W(Y)] - Y [w(X)] - w ([x,Yz)] , (7.15)

A 2-forma de’ & de particular interesse. Nesse

caso, a relagdo acima torna-se
dgel = - 2 c et (7.16)
Usando (3.1), pode—-se escrever
2T (X,Y) = [X[em(Y)] - Y[e"(X)] - [X,Y]mJ + 27 Qrm e e (X,Y) =
= 2de" (X,Y) + 2wrr" A e’ (X,Y) ,

obtendo-se a primeira Equagao de Estrutura de Cartan
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T" =de” + mr‘“ A e, (7 17)
onde T" & a 2-forma de torgdo
™ =17 ™ e A e (7 18)

e w:‘séo as l1-formas de conexdo, definidas por (2.10).

Usando (4.1}, (2.10) e (7.15) pode-se escrever

—5R(X,Y) (2] = @7 (x,Y) e (D)e (7 19)

onde a segunda Equa¢do de Estrutura de Cartan, dada por

(7.20)
=dw" + 0 Nw,
w ]
define a 2-forma de curvatura
Q= 2 R Tel Al (7.21)

B2
—
=
e
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APENDICE B

GEOMETRIAS DE BIANCHI EM U4

Considere o referencial inercial 1local definido

pela base de l1-formas {GA}, tais que

e’ = v = dt , (B. 1)

g' = Ri(t)wi = (Rw)' . (B. 2)

Acima, {w} & uma base de 1-formas invariantes de algum espaco

homogénec a trés dimensdes, satisfazendo

awt = - @uvh Wt A WY, (B. 3)

onde @uvh sdo as constantes de estrutura da algebra do grupo de

isometrias. A métrica do espago-tempc & ds® = . 6%°

B , Sendc a
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métrica de Minkowiski dada por nM;=diag (+1,-1,-1,-1).

A derivada exterior de (B.1l,2) fornece de’ = 0, e

0 g 1 g% A gf

@ , (B. 4)

o

de' = e” A meyt +

onde (He)l =Iﬂ9[. Os coeficientes de estrutura da base ortonor-

mal sdo [c.f. (A.7.16)]:

c'=-H , (B.5a)

= - & , J <k, (B.5b)

Ri
Hi = =R ' (B.5c)
1
e
o~ i Rl i
&, = m:Rj—Rk €, - (B.5d)

Unm ponto indica derivada com relagdoc ao tempo cdsmico. Lembran-

PR . — - . = 1
do que indices latinos minGsculos ndo somam, as quantidades Eﬂ

satisfazem as relagdes

= 1 =1
El=-8", (B.5e)
~= o = m Rm [0 m
13 Swe T RRR . °ny Sk T 00 (B.5L)
R
5 ~ 1
€= -H -8y B (B.5g)
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Tomando por componentes do tensor de torgao

o _ o
Gy = Cija S (t) , (B. 6)
a conexdo afim em U, T = I , definida na base ortonor-
4 ABC A[BC]
mal por (A.6.9), tem 24 componentes independentes nas formas:
o1 = O (B.7a)
r =-¢g_ s%% i< 3 (B.7b)
01 j 1300 ! l‘ J *
I101 = - Hi ’ (B.7c)
r =-g¢ s%t) ,1i=#3 (B.7d)
10§ 1o d ) :
- -1 |8 +8& -8 j <k . (B.7e)
ijk 2 ijk kij jkif ! *

Usando (B.7), constroem-se as l1-formas de conexao [c.f.(A.2.10)]

%gB (B.8a)

£
i
o]
©
I
™
©n
©

) ] o0 1 (= ] =] _ ] o
w o= £ 576 —5_[€ai + © ﬁia]e‘ . (B.8Db)

As 1-formas acima satisfazem idénticamente a 1°

Equacdo de Estrutura de cCartan (A.7.17), com a torgdo definida

por (B.6). Suas derivadas exteriores sio:
e° A [S“QB + s“(He)B} +
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(B.9%a)

1o fgE Lot stz B gAY
+_ 5 Pﬂ@uv E:aﬁ S guv ] &) G ’
dwj=—--}ﬂ[(H—H)[§J+%J]+
i 2 i 1 o1 o1
= 0 A % = | 0 A o _
+ (H1 + Hj)ﬁlq] [¢] 6" + ﬁia 2] (HB™) (B.9b)
—_L[%J+§J -%J]E’“e“/\ev.
4 o1 o 1o ny

A 2% Equagio de Estrutura de Cartan (A.7.20) de-
termina as 2-forma de curvatura e as 36 componentes do tensor de

. - i .
Riemann em U4. Da expressdo para QO abaixo,

o' = [ + 8 +8"s.| 6 Ag' - [ 5% - s's_| e° A ef -
o 1 i of 8]
— 26t s A ey - LB '+ -8'| et A me) +
af’ 2 v 1y v u
(B.10)
+ 2 g Yo gl 5% B ¥ Pl e -8 |let AeY,
2 1 MY ofl uv ou vo vo o v
apbés somar - como indicado por indices gregos - sobre indices
latinos genéricos i, j e m, obtém-se:
‘- g + B +8s + 58" , (B.11)
010 1 i j m
Y= ! [é“‘ + 2H s'“] - s's (B.12)
0jo jm ] ] ,
R '= (H - H)E ' -
1j0 J 1 11
(B.13)
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Ri=»—l—[(2H--H—H)i‘§‘+(H—H)[%i +€i]]—
Jm0 2 i m’  jm b m Jm m §
(B.14)
- &' [s‘[%"J+“ '“] + s8¢ ™ + 5" J] .
Jm 1} im Jm m)
Da expressdo para Qij abaixo
I _ 53 g% o 1 _ s i = ] _ =)
Q €' 8nme)" + = {(Hi H)) [G‘m + € 1] (H,+H )&+
+sp[gi[e LA L —%"J—e”[éj+§1 -EJ]]}QOAQO‘-
nmpel di o1 1o 1 pl an oan nmo
~-HH ' Ael +He' s¥e* Ael +ne! s¥e AV - (B.15)
1) ] i o
__1_“[45 £’ as'n+[§5+§j —%J]~a+
4 au” My o o o) v
+[E°‘+§°‘ —%“][%”+%§J —E’]]euf\e",
pi i 1 U va va o v
sdo obtidas as seguintes componentes da curvatura:
R = (H-H)E ' -
01i [ S 1
(B.16)
—Lej[zs‘% ‘«-sj[t";‘ I —éJJ] ,
2 im mi im im m i
J_ 1 _ s ) = ) gy g )
R, = — [(Hi HJ)[ O+ & 1] + (2H -H -H)E m] +
(B.17)

+.¢:j[si§“‘+sj€“‘],
Iim Jjm

im
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+$[§Jém+§i§"‘-é’§q— (B.18)
2 fim 1] jm O ji mj mi
2 2 2
_ 1 ~ i = ~ m
4 ) BB
RJ=—eJHs’-st+€"[t§i—§’“]+
tmi im 1 m mi jt jm
(B.19)

2
Tomande S = =~ 8 Sa , escrevendo as constantes de

estrutura na forma [c.f. (2.4,5,6)]

o que permite escrever [c.f. (b.5d)]

ii

- N Rm < Ai
€ = € —_ . & = - =,
1] ijm RiRJ i) Ri
obtem-se as componentes do tensor de Ricci, RAB = Rm;::
R = - (H +H +H +H +H® + H - 25%) , (B.20)
00 1 2 3 1 2 3
R =H + H(H +H + H) +
i 1 j m

+ . 1 _ [(N‘Rf)2 - (NjRj - N" an)a] - (B.21)
(RRR)

148



01

R
1]

It

£

e

Ijm

Jim

;A m 3
+e”m[s R S—],
J
[$" + s"( 2H + H)] +
A N" R N' R N R
+ m mo 1_ J
R[RR R R RR]'
m 1 m i m
[s" + s"( 2H + H)J +
A N R N' R N R
+ m mo 1 J
R[R_R R R RR]'
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